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PRÉFACE. 


•  C'ett  Icy  OD  livre  de  bonne  toj,  leoteor 
...  Met  deffiou  »'j  liront  an  vif....  » 

Moktaig:»,  Préface  dei  Essais. 


Le  premier  traité  d'Arithmétique  supérieure,  ou  d'Arith- 
mologie,  a  été  publié  à  la  fin  du  siècle  dernier  par  Legendre, 
sous  le  titre  :  Essai  sur  la  théorie  des  nombres  (Paris,  an  vi). 
Cet  excellent  ouvrage  renfermait  non  seulement  tout  ce  qui 
était  connu  jusqu'alors  sur  cette  science,  et  notamment  les  re- 
cherches d'EuLER  et  de  Lagrange,  sur  les  théorèmes  énoncés 
par  Fermât,  mais  encore  les  nombreuses  découvertes  de  l'il- 
lustre auteur,  qui  rendit  de  si  grands  services  à  l'Arithmé- 
tique. On  lui  doit  surtout  le  théorème  fondamental  qui  porte 
son  nom,  c'est-à-dire  la  Loi  de  réciprocité  des  résidus  qua- 
dratiques. Deux  autres  éditions,  considérablement  augmen- 
tées, ont  été  pubUées  de  son  vivant;  la  troisième,  définitive, 
en  trois  volumes  in-4®,  en  i83o.  Celle-ci  vient  d'être  traduite 
en  langue  allemande  par  M.  Maser  (Leipzick,  1886). 

Dans  la  première  année  du  siècle,  Gauss  fit  paraître  les 
Disquisitiones  arithmeticœ  (Leipzick,  1801).  Une  traduc- 
tion française,  les  Recherches  arithmétiques  (Paris,  1807), 
est  due  à  Poullet-Delisle.  Depuis,  de  nombreuses  éditions 
de  cet  ouvrage  admirable  ont  été  publiées  dans  plusieurs 
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langues,  et  notamment  la  version  originale»,  en  langue  alle- 
mande, pour  laquelle  Fauteur  n'avait  pu  trouver  d'éditeur! 

Ce  livre,  monument  impérissable,  dévoile  l'immense 
étendue,  l'étonnante  profondeur  de  la  pensée  humaine.  Son 
auteur  excella  dans  toutes  les  parties  des  Sciences  mathé- 
matiques, pures  et  appliquées  ;  dans  l'Analyse  algébrique, 
dans  la  Théorie  des  fonctions,  dans  le  Calcul  des  probabilités, 
dans  la  Géométrie  des  surfaces,  dans  l'Astronomie  physique 
et  pratique,  dans  la  Mécanique  céleste,  dans  l'Optique,  dans 
le  Magnétisme,  dans  la  Théorie  des  attractions,  etc.;  ses 
compatriotes  l'ont,  avec  raison,  surnommé  Princeps  nialhe- 
maticorum.  Mais  ce  que  ce  savant  illustre,  que  l'on  doit 
placer  à  côté  des  plus  grands  génies  scientifiques  de  l'huma- 
nité, préférait  par-dessus  tout,  c'était  sa  chère  Arithmê- 
tiquCy  ainsi  qu'il  le  répétait  continuellement  dans  sa  cor- 
respondance; nous  n'y  contredirons  point. 

Les  découvertes  de  Gauss  ont  donné  lieu  à  de  nombreux 
mémoires  sur  l'Arithmétique,  surtout  en  Allemagne;  mais 
nous  ne  pouvons  citer  ici  que  les  principaux  traités  didac- 
tiques. —  En  France,  Poinsot  publie,  dans  le  Journal  dr 
Liouville  (t.  X,  i845),  un  mémoire  intitulé  :  Réflexions  sur 
les  principes  fondamentaux  de  la  Théorie  des  nombres; 
cet  ouvrage  mérite  l'attention  à  plus  d'un  titre,  surtout  par  la 
clarté  et  l'élégance  de  l'exposition,  mais  non  par  la  nou- 
veauté; malheureusement,  la  démonstration  du  principe,  sur 
lequel  repose  tout  l'ensemble,  n'est  pas  rigoureuse,  bien  que 
toutes  les  conséquences  en  soient  exactes.  —  Nous  devons 
rappeler  encore  les  deux  opuscules  de  Lebesgue  :  Exercices 
d'Analyse  numérique  et  Introduction  à  la  Théorie  des 
nombres  (Paris,  iSSq  et  1868).  On  doit  regretter  que  cet 
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auteur  n'ait  pu  terminer  la  publication  qu'il  avait  annoncée. 
—  Enfin  le  second  volume  du  Cours  d'Algèbre  supé- 
rieurCy  de  Serret  (4*  édition),  est  consacré  presque  entière- 
ment à  la  théorie  des  congruences  et  à  ses  applications  à 
la  résolution  algébrique  des  équations  ;  mais,  par  suite  d'une 
inadvertance  inconcevable,  dès  la  première  page,  plusieurs 
des  démonstrations  présentées  par  l'auteur  manquent  de 
rigueur.  En  particulier,  nous  signalerons  comme  imparfaite 
la  démonstration  du  théorème  de  Bachet,  que  tout  entier 
est  la  somme  de  quatre  carrés,  ou  de  moins  de  quatre.  Cette 
critique  n'a  pas  pour  but  de  diminuer  l'importance  de  l'excel- 
lent ouvrage  de  Serret,  qui  d'ailleurs  a  été  apprécié,  tra- 
duit et  publié  en  Allemagne  (Leipzick,  1879)  par  M.  Wer- 
THEiM.  Nous  exposerons,  dans  le  second  volume,  une  fort 
belle  démonstration  du  théorème  de  Bachet,  qui  nous  a  été 
communiquée  par  M.  Matrot,  ingénieur  en  chef  des  Mines. 
M.  Tchebychef  a  publié  en  langue  russe  la  Théorie  des 
congruences  (Saint-Pétersbourg,  1847).  Une  traduction  en 
langue  allemande  vient  de  paraître  par  les  soins  de  M.  Scha- 
piRA,  professeur  à  l'Université  de  Heidelberg  (Berlin,  1889). 
Cet  ouvrage  contient,  dans  l'original  mais  non  dans  la  traduc- 
tion, la  démonstration  de  Tun  des  plus  beaux  et  des  plus  dif- 
ficiles théorèmes  de  l'Arithmétique  transcendante  ;  nous  don- 
nerons, dans  le  troisième  volume,  une  simplification  de  cette 
admirable  démonstration,  qui  suffirait  à  elle  seule  pour  ob- 
tenir l'immortalité,  si  son  auteur  ne  s'était  surpassé  lui- 
même  par  l'invention  d'un  nouveau  genre  de  calcul,  pour  la 
détermination  des  maxima  et  des  minima  d'intégrales  com- 
prises entre  des  limites  données,  et  par  ses  nombreuses  et 
utiles  applications  à  la  Mécanique  des  systèmes  articulés. 
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Il  serait  trop  long  de  donner  la  liste  des  ouvrages  qui  ont 
paru  en  Allemagne,  dans  ces  dernières  années,  sur  le  sujet 
qui  nous  occupe.  Nous  nous  bornerons  à  citer  les  Leçons  de 
Lejeune-Dirichlet,  publiées  par  m.  Dedeki^d  iVorlesungen 
liber  Zahlenlheorie.  La  troisième  édition  de  ce  délicieux 
traité  (Brunswick,  1881)  contient,  en  dehors  de  la  démon- 
stration du  célèbre  théorème  de  Dirichlet  sur  la  présence 
des  nombres  premiers  dans  les  progressions  arithmétiques, 
de  remarquables  et  importantes  additions  de  l'éditeur  sur 
l'Arithmétique  générale.  Pour  terminer,  nous  citerons  les 
I^eçons  académiques  de  M.  Bachmann  sur  la  dernière  section 
des  Disquisitiones  de  Gauss,  sous  le  titre  :  Die  Lehre 
von  der  Kreistheilung  und  ihre  Beziehungen  zur  Zahlen- 
///eo/'fV  (Leipzick,  1872). 

Telles  sont  les  principales  sources  d'où  notre  œuvre  dé- 
coule. 

Depuis  longtemps,  nous  avons  amassé  et  recueilli  des  do- 
cuments nombreux,  intéressants,  de  tous  auteurs  et  de  tous 
pays,  pour  écrire  un  livre  sur  le  sujet  qui  nous  occupe.  Nous 
y  ajoutons  une  partie  de  nos  propres  recherches,  que  nous 
avions  publiées  dans  ce  but,  au  jour  le  jour,  un  peu  partout 
et  notamment  dans  les  Comptes  rendus^  les  Bulletins  des 
Académies  des  Sciences  de  Turin,  Rome  et  Saint-Pé- 
tersbourg, de  la  Société  mathématique  de  France  ;  dans  VA- 
merican  Journal,  a  Baltimore,  dans  les  Comptes  rendus  de 
l'Association  française  pour  l'Avancement  des  Sciences,  dans 
les  Noui^elles  Annales  de  MaihématiqueSy  dans  la  Nom^elle 
Correspondance  et  dans  Mathesis^  à  Bruxelles  et  à  Liège, 
dans  le  Messenger  of  MatheinadcSy  à  Cambridge,  etc. 

Il  nous  reste  à  indiquer  le  plan  général  de  ce  livre.  Nous 
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prenons  la  science  à  son  origine  et,  dansTIntroduction,  nous 
indiquons  les  débuts,  les  progrès  et  les  applications  de 
TArithmétique,  tout  en  restant  dans  les  idées  générales. 
Nous  compléterons  cet  exposé,  s'il  y  a  lieu,  pour  les  volumes 
qui  suivront.  Nous  insistons  sur  les  procédés  du  calcul,  d'au- 
tant plus  qu'on  les  néglige  dans  les  éléments,  à  ce  point  que 
la  construction  des  tables  de  multiplication  est  enseignée 
d'une  manière  défectueuse.  Nous  mettons  les  calculs  dits 
algébriques  en  face  des  calculs  de  TArithmétique  ordinaire, 
car  nous  considérons  le  nombre  entier  d'une  manière  géné- 
rale, indépendante  de  son  enveloppe,  positif  ou  négatif,  soit 
qu'on  le  représente  par  des  boules,  par  des  chiffres  ou  par 
les  lettres  de  Talphabet.  Ce  n'est  pas  dans  la  manière  de 
figurer  les  nombres,  de  les  habiller  pour  ainsi  dire,  que  nous 
distinguons  l'Arithmétique  de  l'Algèbre,  mais  c'est  surtout 
dans  l'essence  même  des  nombres,  dans  la  manière  de  les 
concevoir.  La  ligne  de  démarcation  entre  l'Arithmétique  et 
l'Algèbre  provient  de  l'idée  que  l'on  se  fait  du  nombre, 
suivant  qu'on  le  considère  comme  grandeur,  ou  simplement 
comme  numéro  d'ordre,  c'est-à-dire  suivant  que  l'on  accepte 
ou  que  l'on  refuse  la  notion  de  continuité  ;  c'est  ainsi  que  la 
doctrine  des  nombres  irrationnels,  des  logarithmes,  etc.,  ap- 
partient exclusivement  au  domaine  de  l'Algèbre,  c'est-à-dire 
des  fonctions  analytiques. 

Pour  tout  ce  qui  concerne  les  éléments  du  calcul,  numé- 
rique ou  littéral,  les  développements  marchent  parallèle- 
ment, quand  on  exclut  la  continuité.  A  toutes  les  opérations 
du  calcul  décimal  correspondent  les  opérations  analogues  du 
calcul  sur  les  polynômes  et  ainsi  pour  la  multiplication  et 
pour  la  division,  pour  la  recherche  des  diviseurs  et  dcsmul- 
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tiples  communs  des  nombres  et  des  polynômes  entiers,  pour 
la  décomposition  en  fractions  simples  et  pour  le  développe- 
ment en  fractions  continues  des  nombres  fractionnaires  et 
des  fractions  rationnelles,  pour  la  décomposition  d'un 
nombre  entier  en  facteurs  premiers  et  d'un  polynôme  en 
facteurs  irréductibles,  etc.  Mais  il  existe  une  différence 
profonde  entre  ces  deux  caleuls,  aussitôt  que  Ton  introduit 
la  notion  de  continuité  et,  par  suite,  d'incommensurabilité; 
nous  citerons  quelques  exemples. 

Dans  la  théorie  des  équations  algébriques,  les  théorèmes  de 
Descartes  et  de  Newtoî^  (*),  de  Rolle  et  de  Sturm  appren- 
nent à  connaître  le  nombre  des  racines  réelles  d'une  équation, 
comprises  entre  deux  limites  données;  mais  il  n'existe,  quant 
à  présent,  rien  de  pareil  en  Arithmétique,  et  nous  ne  con- 
naissons aucun  procédé  de  calcul  pour  déterminer  le  nombre 
des  facteurs  premiers  d'un  entier  donné  compris  entre  deux 
limites.  La  méthode  de  Hudde,  dite  des  racines  égales, 
permet  de  décomposer  tout  polynôme  contenant  des  facteurs 
multiples;  mais  il  n'existe  aucun  procédé  pour  connaître  les 
facteurs  multiples  d'un  entier  donné.  Enfin  la  théorie  des 
fonctions  donne  naissance,  par  les  développements  en  séries, 
à  des  suites  de  nombres,  qui  sont  les  coefficients  des  puis- 
sances des  variables;  mais  la  formation  de  ces  coefficients  et 
leurs  propriétés  appartiennent  essentiellement  à  l'Arithmé- 
tique, lorsque  l'on  peut  former  ces  nombres,  indépendam- 


(*)  Le  théorème  de  Dbscartes  donne  une  limite  supérieure  des  racines  réelles 
d'une  équation  par  le  compte  des  variations,  c'est-à-dire  des  successions  des 
signes  de  tous  les  ensembles  formés  par  deux  termes  consécutifs;  dans  le  théo- 
rème de  NewtoNi  on  considère  les  ensembles  de  trois  termes  consécutifs.  La  dé- 
monstration de  ce  dernier  théorème  a  été  donnée  pour  la  première  fois  par  M.  Syl- 
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ment  de  toute  considération  de  continuité,  par  des  opéra- 
tions rationnelles.  C'est  ainsi  que  nous  avons  pu  exposer  le 
calcul  et  les  propriétés  de  ces  coefficients,  mystérieux  comme 
les  nombres  premiers,  que  Ton  appelle  nombres  de  Ber- 

NOULLI,  d'EuLKR,  dc  GeNOCCHI,  d'IlAMILTO?î,  CtC. 

Comme  toutes  les  sciences,  l'Arithmétique  résulte  de  Tob- 
servation  ;  elle  professe  par  l'étude  des  phénomènes  numé- 
riques donnés  par  des  calculs  antérieurs,  ou  fabriqués,  pour 
ainsi  dire,  par  l'expérimentation;  mais  elle  n'exige  aucun  la- 
boratoire et  possède  seule  le  privilège  de  convertir  ses  induc- 
tions en  théorèmes  déductifs.  Comme  en  Chimie,  par 
exemple,  on  prépare  les  nombres  au  moyen  du  calcul  ;  parla 
divisibilité,  on  décompose  ceux-ci  en  éléments  simples, 
les  facteurs  premiers;  par  la  théorie  des  résidus  potentiels, 
on  détermine  leur  aspect  et,  en  quelque  sorte,  leurs  réactions 
mutuelles;  enfin,  par  la  juxtaposition  des  nombres  triangu- 
laires, carrés,  polygonaux,  cubiques,  etc.,  la  théorie  des 
formes  numériques  rappelle  l'étude  des  systèmes  cristallins. 
C'est  par  l'observation  du  dernier  chiffre  dans  les  puissances 
successives  des  nombres  entiers  que  Fermât,  notre  Dwus 
ArithmeticuSj  créa  l'Arithmétique  supérieure,  en  donnant 
l'énoncé  d'un  théorème  fondamental  ;  c'est  par  la  méthode 
expérimentale,  en  recherchant  la  démonstration  de  cette 
proposition,  que  la  théorie  des  racines  primitives  fut  imaginée 
par  Euler;  c'est  par  l'emploi  immédiat  de  ces  racines  primi- 
tives que  Gauss  obtint  son  célèbre  théorème  sur  la  division 
de  la  circonférence  en  parties  égales,  et  celui-ci  fut  le  point 
de  départ  des  profondes  recherches  d'AoEL  et  de  Galois,  de 
MM.  KuMMER,  Hermite  et  Kronegker,  dans  l'Algèbre  supé- 
rieure. 
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Nous  n'avons  pas  la  prétention  de  comparer  nos  modestes 
découvertes  à  celles  de  tous  ces  savants  immortels;  mais 
c'est  encore  par  l'observation  de  la  suite  de  Fibonacci 

o,     I,     I,     2,     3)     5,    8,     i3,     21,     34)    55,     ..., 

dans  laquelle  chaque  terme  est  la  somme  des  deux  termes 
qui  le  précèdent,  que  nous  avons  rencontré  une  proposition 
nouvelle  qui  constitue  la  réciproque  du  théorème  de  Fermât. 
Nous  en  avons  déduit  un  grand  nombre  de  corollaires  qui 
permettent  de  savoir  si  un  nombre  donné  ^  de  vingt  ou  trente 
chiffres  est  premier  ou  non,  lorsque  l'on  connaît  la  décom- 
position en  facteurs  premiers  de  l'un  des  nombres  (/?  ±:  i) 
qui  le  comprennent.  Par  l'emploi  de  ce  nouveau  procédé, 
nous  avons  énoncé  un  grand  nombre  de  théorèmes  analogues 
à  celui  de  Wilson  et  obtenu  des  nombres  premiers  de  vingt 
et  de  trente  chiffres,  tandis  que  le  plus  grand  nombre  premier 
connu,  il  y  a  vingt  ans,  (2'  *  —  i  )  indiqué  par  Euler,  n'en  avait 
que  dix.  Ainsi,  par  exemple,  on  a  la  proposition  suivante 
qui  vient  compléter  le  théorème  de  Gauss  dans  la  théorie 
de  la  division  de  la  circonférence  :  Pour  que  le  nombre 


2' 


soit  premier  y  il  faut  et  il  suffit  qu'il  divise  le  nombre 

3«'Vi. 

La  théorie  des  suites  récurrentes  est  une  mine  inépuisable 
qui  renferme  toutes  les  propriétés  des  nombres;  en  calculant 
les  termes  successifs  de  telles  suites,  en  décomposant  ceux-ci 
en  facteurs,  en  recherchant  par  l'expérimentation  les  lois  de 
V apparition  et  de  la  reproduction  des  nombres  premiers,  on 
fera  progresser  d'une  manière  systématique  l'étude  des  pro- 
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priétés  des  nombres  et  de  leurs  applications  dans  toutes  les 
branches  des  Mathématiques. 

Nous  avons  donc  exposé  l'ensemble  des  vérités  fondamen- 
tales du  Calcul  et  de  l'Arithmétique,  d'après  le  mode  analy- 
tique, en  laissant  de  côté  toute  préoccupation  de  programmes 
officiels.  Puisque  toutes  nos  opérations  et  tous  nos  raisonn(»- 
ments  ne  portent  que  sur  les  nombres  entiers,  indépendam- 
ment de  toute  considération  de  continuité  ou  d'irrationna- 
lité,  nous  faisons  abstraction  des  nombres  qui  entrent  dans 
les  formules,  pour  ne  voir  que  l'ordre  de  succession  des  opé- 
rations que  l'on  applique  à  ces  nombres,  d'une  manière  ef- 
fective ou  supposée.  Nous  rangeons  ces  opérations  dans  un 
ordre  naturel,  logique,  tel  que  chacun  des  signes  et  des  sym- 
boles d'opération  nécessite  la  connaissance  de  tous  ceux  qui 
le  précèdent. 

Le  signe  -■>-  de  i^additlon  et  son  symbole  extensif,  2. 

Le  signe  —  de  la  soustraction  et  celui  des  différences  successives,  A. 

Le  signe  x  de  la  multiplication  et  de  son  symbole  extensif,  0. 

L'exposant  des  puissances,  a^  et  le  symbole  des  factorielles,  a"^''. 

Le  signe  :  de  la  division  exacte  et  les  symboles  des  opérations  dans 
lesquelles  on  recherche  le  quotient  approché,  par  excès  ou  par  défaut, 
et  le  reste  d'une  division. 

Le  symbole  de  l'opération  du  plus  grand  commun  diviseur  et  du  dé- 
veloppement d'un  nombre  rationnel  en  fraction  continue. 

Le  symbole  de  la  recherche  des  diviseurs  d'un  nombre.  —  Le  symbole 
de  la  recherche  des  nombres  inférieurs  et  premiers  à  un  nombre  donné. 

Les  symboles  de  Legexdre  et  de  Jacobi  dans  la  théorie  des  résidus 
quadratiques,  etc.,  etc. 

Après  avoir  ainsi  classé  ces  opérations,  nous  les  représen- 
tons par  les  lettres  de  l'alphabet,  dans  l'ordre  ordinaire. 
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Cela  posé,   considérons  une  formole  ou  un  raisonnement 
quelconque;  écrivons  dans  Tordre  où  ils  se  présentent  les  dif- 
férents symboles  des  opérations  fictives  ou  effectuées,  nous 
formons  ainsi  un  moi  contenant  une  ou  plusieurs  des  lettres 
symboliques,  et  d^ailleurs  ces  lettres  peuvent  entrer  plusieurs 
fois  dans  le  même  mot.  A  chaque  formule  correspond  un  mot 
symbolique  et  inversement.  En  rangeant  tous  ces  mots  dans 
Tordre  du  dictionnaire,  on  obtient  la  succession   logique 
des  vérilés  de  l'Arithmétique.  Il  est  évident  d'ailleurs  qu'une 
morne  vérité  peut  occuper  diverses  places,  suivant  le  mode 
do  raisonnement  que  Ton  emploie  pour  sa  démonstration  ; 
d'autre  |xirt^  doux  questions  qui  paraissent  voisines  d'après  la 
nutuiv  do  leur  énoncé  |>euvent  se  trouver  très  éloignées  dans 
lo  dévolop|H*monl  do  noire  ouvrage,  lorsque  les  résultats  con- 
duisi'Ut   à  dos   formules   do  nature   différente.   Ainsi,  par 
oxoniplo,  loi^quo  Ton  veut  délerminer  le  nombre  des  dispqsi- 
lious  difloivnlos  d'objets  placés  sur  un  circuit  fermé,  on  doit 
iHMisidoivr  doux  cas  suivant  que  les  objets  sont  tous  distincts 
iui  quo  plusieurs  d^ontre  eux  no  le  sont  pas.  Dans  le  premier 
eus,  tui  u  uuo  formule  très  simple  (n**  42);  il  n'en  est  pas  de 
mémo  diuis  lo  stvond  et  la  formule  correspondante  ne  peut 
hHiuvor  su  pluoo  quo  dans  lo  111^  Livre  au  Chapitre  XXII  (voir 
T  UUtilh^n  17/%  |K  r>oi^.  Il  peut  encore  se  présenter  d'autres 
oiivouNl<uuvs  oU  par  ovomplo,  dans  la   théorie  des /ac/o- 
riV/A\\\  \^'osN\-\Uro  dos  piHuluils  do  nombres  en  progression 
anO\môhquo«  ol  dans  oollo  dos  puissances^  c'est-à-dire  des 
I^HMluiU  do  uonduvs  éjruuv;  oou\-cî  reviennent  à  des  facto- 
riolloH  d<ui)4  lOvMjUOÎlos  s'aunulo  la  raison  r  de  la  progression 
anOuwôhquo.  SouvouU  lo  cas  général  donne  des  formules 
|»hi^  >iM\q^loH,  laudis  quo  lo  cas  parlioulier  produit  des  for- 
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mules  illusoires.  C'est  pour  ce  motif  que  nous  avons  placé 
parfois  le  symbole  de  la  factorielle  avant  celui  de  la  puissance. 
En  beaucoup  d'endroits,  nous  avons  employé  dans  nos  rai- 
sonnements le  mode  de  calcul  sur  l'écliiquier,  à  l'imitation  de 
Pascal,  dans  son  fameux  Traité  sur  le  triangle  arithmétique. 
Pour  montrer  la  supériorité  de  ce  procédé  général  d'Arith- 
métique de  position,  nous  avons  donné,  dans  le  Chapitre  sur 
le  Calcul  des  probabilités,  les  solutions  si  ingénieuses  de 
M.  Delannoy,  au  sujet  du  Scrutin  de  ballottage  et  de  la 
Durée  du  Jeu,  Cette  méthode  donne,  quant  à  présent. 
Tunique  solution  d'une  question  difficile  posée  par  Laplace, 
tandis  que  les  résultats  présentés  récemment  à  V Académie 
des  Sciences  ont  une  forme  illusoire. 

Dans  un  but  de  simplification,  nous  nous  servons  de  quel- 
(jues  mots  nouveaux  :  d'abord,  ceux  de  codiviseurs  et  de  co- 
multiples  y  qui  se  comprennent  d'eux-mêmes  ;  nous  désignons 
l^div  indicateur  d'un  entier  n\c  nombre  des  entiers  inférieurs 
à  /i  et  premiers  avec  lui  ;  nous  désignons  par  le  mot  gaussien 
de  a  pour  un  module  donné  le  plus  petit  exposant  g  de 
a  pour  lequel  (a^  —  i)  est  un  multiple  du  module;  enfin, 
avec  M.  Sylvester,  nous  appelons  cumulant  le  résultat  de 
l'opération  du  symbole  généralisé  d'EuLER,  dans  la  théorie 
des  fractions  continues.  —  Nous  avons  employé,  pour  les 
raisonnements  et  les  formules,  les  signes  connus,  en  choisis- 
sant toujours  ceux  qui  donnent  aux  formules  la  physionomie 
la  plus  simple  et  la  plus  claire  ;  nous  avons  adopté  le  signe  ^= 
de  la  congruence,  qui  est  indispensable  dans  les  théories  de 
TArithmétique  supérieure;  et  d'ailleurs,  il  a  été  accepté  de- 
puis Gauss  par  tous  ceux  qui  ont  fait  faire  quelques  progrès 

b 
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à  la  Théorie  des  nombres.  De  plus,  dans  notre  méthode  de 
calcul  symbolique,  nous  avons  employé  le  signe  «die;  on  ne  doit 
pas  considérer  ce  symbole  autrement  que  le  signe  =  de  l'éga- 
lité; mais  nous  avons  pris  cette  forme  spéciale  pour  indiquer 
au  lecteur  qu'il  faut  faire  le  développement  des  deux  membres 
de  la  formule  symbolique,  avant  d'écrire  leur  égalité,  ou  leur 
identité. 

Tels  sont  les  principaux  points  sur  lesquels  nous  croyons 
devoir  appeler  l'attention.  Nous  savons  bien  que  certaines  des 
théories  exposées  paraîtront  parfois  trop  longues  et  parfois 
trop  concises;  aussi  nous  regrettons  de  n'avoh'  pu  faire  subir 
à  cet  ouvrage  Tépreuve  d'un  enseignement  public.  Cepen- 
dant nous  espérons  Taméliorer  dans  une  édition  ultérieure, 
et  nous  invitons  tous  nos  lecteurs  à  vouloir  bien  nous  sou- 
mettre les  observations,  corrections  et  additions,  que  son 
étude  pourra  leur  suggérer. 
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«  Lexqne  dalar  Dumeris  magnoniai  borrenda  laboram 

(OviDB,  Mftum.,  IIT.  Vil). 

Dès  son  apparition  sur  la  terre,  Thomme  imagine  le  calcul  pour 
distinguer,  pour  compter  les  objets  qu'il  échange  ou  dont  il  a 
besoin.  Puisqu'il  n'a  ni  papier,  ni  crajon ,  il  compte  en  faisant 
des  marques  ou  des  stries  sur  les  troncs  d'arbres,  sur  les  os  des 
animaux,  ou  bien  encore  il  assemble  des  cailloux  (d'où  vient  le 
mot  calcul)^  qui  lui  rappellent  le  nombre  des  objets  qu'il  a  consi- 
dérés. On  retrouve,  dans  les  cavernes  de  l'époque  primitive,  des 
os  striés  régulièrement,  comme  la  taille  de  la  boulangère,  dont 
l'origine  et  le  but  sont  incontestables.  Ils  servaient  à  compter, 
par  le  procédé  le  plus  élémentaire  qui  représente  l'idée  même  de 
la  formation  des  nombres,  par  l'addition  successive  de  l'unité. 

Plus  de  trente-cinq  siècles  avant  notre  ère,  les  Chinois  se  ser- 
vaient de  boules  pour  représenter  les  nombres.  Ils  employaient, 
dans  le  commerce  et  dans  les  alTaires,  de  petites  cordes  à  nœuds 
dont  chacune  avait  sa  signification  particulière.  Elles  sont  repré- 
sentées dans  deux  tables  que  les  Chinois  appellent  Ilo-tou  et 
Lo'Chou  (*),  et  qui  sont,  de  deux  façons  différentes,  la  figuration 
des  neuf  premiers  nombres,  au  moyen  de  boules. 


(*)  «  Les  premières  colonies  qui  vinrent  habiter  le  Se  Tchuen  n'avaient,  pour 
toute  littérature,  que  quelques  abaques  arithmétiques  faits  avec  de  petites  cordes 
nouées,  à  l'imitation  des  chapelets,  à  globules  enfilés,  avec  quoi  ils  calculaient 
et  faisaient  leurs  comptes  dans  le  commerce.  Ils  les  portaient  sur  eux  et  s'en 
servaient  quelquefois  pour  agrafer  leurs  robes;  du  reite,  n'ayant  pas  de  carac- 
tères, ils  ne  savaient  ni  lire,  ni  écrire.  »   (Duhalde,  Description  de  la  Chine 
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Les  anciens  Tarlares  avaient,  pour  s'entendre,  des  khé-moii 
ou  bâtonnets  entaillés  d'une  manière  convenue;  ils  s'en  servaient 
pour  communiquer  d'une  horde  à  l'autre.  Ces  bâtonnets  indi- 
quaient, en  temps  de  guerre,  le  nombre  d'hommes  et  de  chevaux 
que  chaque  campement  devait  fournir.  Les  habitants  du  Pérou, 
au  temps  des  Incas,  avaient  des  cordelettes  nouées  qu'ils  appe- 
laient des  Quippos,  et  dont  on  trouve  plusieurs  échantillons  au 
musée  ethnographique  du  Trocadéro.  Elles  étaient  de  différentes 
couleurs  et  pouvaient  se  nouer  et  s'entrelacer  de  bien  des  ma- 
nières. Le  nombre  des  nœuds,  leurs  dispositions,  leurs  enchevê- 
trements avec  des  baguettes ,  leurs  situations  diverses  sur  un 
anneau  central  en  métal,  en  bois  ou  en  os,  permettaient  d'expri- 
mer de  cette  façon  une  suite  assez  considérable  de  nombres. 

Ainsi,  la  première  notion  du  nombre,  qui  a  dû  précéder  de 
plusieurs  siècles  l'alphabet  et  Técriture,  n'est  qu'une  simple 
question  d'ordre  ou  Ae  numérotage.  De  là  résulte  immédiatement 
l'idée  de  la  suite  des  nombres  entiers  et,  simultanément,  celle  de 
Vaddition,  Au  lieu  de  compter  par  un,  dans  la  suite  naturelle  des 
nombres  désignés  par  des  mots  convenus,  on  compte  de  deux  en 
deux,  et  l'on  distingue  les  nombres  pairs  des  nombres  impairs. 
Déjà,  dans  le  Lo-chou,  les  nombres  pairs  sont  représentés  par 
des  boules  noires  et  les  nombres  impairs  sont  représentés  par  des 
boules  blanches.  Puis  l'on  compte  de  trois  en  trois,  de  quatre  en 
quatre,  ...,  et  l'on  a  la  notion  de  l'addition  par  cette  question  : 
Quel  est  le  nombre  qui  vient  un  certain  nombre  de  rangs  après 
un  autre?  Dès  lors,  les  premières  propriétés  des  nombres  appa- 
raissent à  l'humanité,  car  l'idée  d'addition  est  indépendante  de  la 
continuité,  de  la  grandeur,  de  la  mesure;  elle  ne  dépend  que  de 
l'ordre  ou  du  numérotage.  C'est  qu'en  effet  «  les  principes  gé- 
néraux de  l'Analyse  mathématique  ont  leur  source  naturelle  dans 
la  simple  considération  de  l'ordre  ou  de  la  disposition  mutuelle 
qu'on  peut  observer  actuellement  entre  plusieurs  objets  ;  ce  qui 

et  de  la  Tartarie  chinoise,  p.  298;  1785).  —  Voir,  pour  plus  de  détails,  notre 
article  de  La  Nature  du  1"  mars  1890,  intitulé  Chinoiserie  arithmétique. 
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me.  parait  le  plus  haut  point  d'abstraction  et  de  généralité  où  il  soit 
permis  de  porter  la  science  »  (*). 

C'est  ainsi  que,  parmi  les  principales  propriétés  des  nombres, 
on  trouve  dès  le  commencement  cette  proposition  que  Ton  doit 
considérer  comme  Taxiomc  fondamental  des  Mathématiques  :  Le 
nombre  est  indépendant  de  l'ordre  et  des  divers  groupements  de 
ses  unités.  Dans  le  Lo-chou,  que  nous  figurons  avec  des  chiffres, 
au  lieu  de  boules,  les  neuf  premiers  nombres 
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I 
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sont  rangés  sur  les  neuf  cases  d'un  carré,  et  la  somme  des  nom- 
bres renfermés  dans  une  même  ligne,  dans  une  même  colonne, 
ou  dans  chacune  des  deux  diagonales,  est  constamment  égale  à 
quinze.  Et  pourtant  cette  figure,  qui  représentait  peut-être  une 
boîte  portative  de  poids,  dans  laquelle  on  avait  cherché  et  trouvé 
l'équilibre,  et  que  l'on  appelle  actuellement  un  carré  magique, 
doit  être  considérée  comme  le  plus  ancien  document  de  l'Arithmé- 
tique, puisqu'elle  renferme  quelques-unes  des  propriétés  élé- 
mentaires des  nombres. 

Les  échanges  commerciaux  ont  donné  naissance  à  la  soustrac- 
tion, opération  inverse  de  Taddition,  qui  revient  à  ceci  :  Quel  est 
le  nombre  qui  se  trouve  un  certain  nombre  de  rangs  avant  un 
autre?  Mais,  dans  cette  opération,  il  se  présente  parfois  une  sorte 
d'impossibilité;  c'est  lorsqu'il  s'agit  de  retrancher  d'un  certain 
nombre  un  autre  plus  grand,  plus  éloigné  dans  la  série  des  nom- 
bres. De  là,  dans  le  commerce,  ces  distinctions  du  débit  et  du 


(')  PoiNsoT,  Introduction  à  la  Théorie  des  nombres,  p.  2  du  Mémoire,  dans 
le  Journal  de  Liouville  (t.  X,  iS^S). 
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crédit,  de  Tacllf  et  du  passif,  du  doit  et  de  Tavoir.  Dans  la  science 
pure,  cette  impossibilité  disparaît  en  donnant  des  appellations  et 
des  signes  aux  résultats,  et  l'introduction  des  nombres  positifs 
et  des  nombres  négatifs,  toute  naturelle,  se  fait  d'elle-même. 
D'abord,  si  l'on  relranche  un  nombre  d'un  nombre  égal,  on  dit 
zéro,  et  zéro  devient  un  nombre  entier  qui  représente  l'origine 
de  tous  les  nombres;  puis,  après  avoir  numéroté  dans  un  sens, 
on  numérote  dans  le  sens  opposé,  comme  dans  l'échelle  des  ther- 
momètres, et  l'on  A\l moins  un,  moins  deux, Il  n'est  pas  dou- 
teux que  cette  interprétation  de  sens  ou  de  direction,  même  pour 
les  nombres  abstraits,  était  connue  dès  la  plus  haute  antiquité. 
Pour  justifier  cetle  opinion,  il  nous  suffit  d'indiquer  la  représen- 
tation des  nombres  voisins  de  cinq,  c'est-à-dire  quatre  et  six, 
représentés  par  IV  et  par  VI  dans  la  numération  des  Romains,  ou 
encore  celle  des  nombres  IX  et  XI  qui  comprennent  X.  Mais 
c'est  à  Descabtes  que  l'on  doit  l'introduction  systématique  des 
nombres  négatifs  dans  les  calculs  de  la  Géométrie,  de  l'Arithmé- 
tique et  de  l'Algèbre,  soit  que  ces  nombres  se  présentent  dans 
les  données  des  problèmes,  soit  qu'ils  se  présentent  dans  les 
résultats. 

La  répétition  des  mêmes  affaires  commerciales  conduit  à  l'ad- 
dition des  nombres  égaux,  ou  à  la  multiplication,  qui  n'est  qu'une 
addition  abrégée,  encore  indépendante  de  l'idée  de  mesure,  de 
grandeur,  de  continuité.  Pour  calculer  plus  rapidement,  on  ima- 
gine des  tables  et  des  appareils  de  calcul,  que  l'on  appelle  bouliers 
et  abaques.  On  doit  noter  la  mémorable  invention  de  Fo-chi, 
premier  empereur  et  législateur  de  la  Chine  (35oo  ans  avant  notre 
ère),  pour  représenter  les  nombres  jusqu'à  soixante-quatre;  c'est 
leJe-kim  (*),  boulier  formé  de  six  tiges  parallèles  sur  chacune 
desquelles  on  peut  faire  glisser  une  seule  boule.  Lorsque  la  boule 
est  placée  au  milieu  d'une  lige,  elle  représente  deux  fois  le  nombre 


(')  Voir  noire  article  intitulé  Les  appareils  de  calcul  et  les  Jeux  de  combi^ 
naisonsy  dans  la  Revue  scientifique  du  4  janvier  1890. 
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que  rcpréscnlcrail  une  boule  sur  la  lige  placée  immédiatement 
au-dessous.  En  d'autres  termes,  de  la  première  à  la  sixième  tige, 
les  boules  valent 

un,  deux,  quatre,  huit,  seize,  trente-deux, 

et  le  nombre  marqué  sur  le  boulier  est  la  somme  des  nombres 
représentés  par  chacune  des  boules.  Mais,  pour  parvenir  à  compter 
des  nombres  de  plus  en  plus  grands,  et,  par  exemple,  pour  dénom- 
brer les  étoiles  du  ciel,  les  habitants  d'une  ville  ou  d'une  contrée, 
il  fallut  d'abord  augmenter  le  noitibre  des  tiges  et  employer  simul- 
tanément plusieurs  bouliers.  En  plaçant  quatre  boules  sur  chaque 
tige,  on  convenait  que  les  boules  situées  sur  les  tiges  successives 
avaient  une  valeur  de  cinq  en  cinq  fois  plus  grande;  avec  neuf 
boules,  il  était  convenu  que  chaque  tige  servait  à  représenter  des 
nombres  de  dix  en  dix  fpis  plus  grands.  Telle  est  l'origine  du 
boulier  chinois  nommé  souan-pan ,  du  boulier  russe  nommé 
schtote  et  des  diverses  transformations  de  ces  appareils  dont  on 
se  servait  couramment  en  Europe,  au  \\\^  siècle,  dans  les  calculs 
de  la  Banque  des  argentiers.  Les  Chinois,  les  Russes  et  les 
peuples  de  l'Orient  se-  servent  encore  couramment  des  bouliers. 
Le  jeu  danneaux,  que  Ton  appelle  baguenaudler,  d'origine  chi- 
noise, doit  être  considéré  comme  une  transformation  du  Je-kim  et 
construit  plus  spécialement  pour  la  classe  des  lettrés  et  des  man- 
darins. 

L'emploi  des  bouliers  conduit  directement  à  la  numération 
parlée  et  à  la  numération  écrite;  la  numération  décimale  étail 
connue  en  Chine  et  aux  Indes,  dès  les  temps  les  plus  reculés  ;  elle 
nous  a  été  transmise  par  les  Arabes,  avec  leurs  chiffres  et  le  zéro. 
On  ne  doit  pas  confondre  les  abaques  avec  les  tables  de  multi- 
plication ;  dans  Torigine,  c'étaient  des  tables  en  bois,  en  métal  ou 
en  marbre,  divisées  en  compartiments  par  des  lignes  transversales; 
ces  compartiments  correspondaient  aux  tiges  des  bouliers  ;  on  y 
plaçait  des  pions  ou  des  cailloux,  ou  l'on  y  traçait  encore  des 
signes  sur  le  sable,  le  pulvis  eruditus,  dont  ils  étaient  recouverts, 
comme  dans  la  Table  de  Salaniine,  ou  Tabaque  de  BoiÉcB.  «  Le 
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Système  de  niimëralioD  décrit  par  Boëce  est  identique,  quant  aux 
principes,  à  notre  Arithinélique  actuelle  et  n'en  diffère,  en  pra- 
tique, qu'en  ce  seul  point,  qu*on  faisait  usage  d'un  Tableau  à 
colonnes,  pour  indiquer  les  différents  ordres  d'unités  décuples, 
ce  qui  pernrMîttait  de  marquer  par  une  place  vide  l'absence  d'un 
nombre,  que  nous  marquons  aujourd'hui  par  un  signe  figuré, 
c'est-à-dire,  en  d'autres  termes  que,  dans  ce  système,  le  zéro  était 
une  place  vide  »  (*).  —  Mais  pendant  leurs  vingt  siècles  d'exis- 
tence les  Romains  n'ont  pas  connu  l'emploi  du  zéro.  Ils  n'avaient 
pour  numération  que  le  système  défectueux  qu'ils  nous  ont 
transmis;  par  suite,  ils  ignorèrent  l'Arithmétique  et  la  Géométrie. 
Ils  ont  dédaigné  les  connaissances  si  subtiles,  si  idéales  des  Grecs 
qu'ils  avaient  conquis;  ils  ont  brûlé  les  écrits  d'ARCuiMÈOE.  Leurs 
mathématiciens  étaient  des  esclaves,  les  Calculatores,  et  leur 
bagage  scientifique  se  réduit  aux  médiocres  travaux  des  Agri- 
mensores  et  des  Gromatici  de  la  décadence. 

Les  questions  des  partages  et  des  hérllages,  que  l'on  rencontre 
continuellement  dans  les  ouvrages  des  auteurs  arabes,  avaient 
donné  naissance,  d'uœparl,  à  la  division  et  aux  nombres  fraction- 
naires; d'aulre  part,  à  la  Géométrie,  par  l'évaluation  des  surfaces 
et  des  volumes.  Dès  les  temps  les  plus  reculés,  les  Hindous  figu- 
raient les  nombres  par  des  briquettes  de  bois  ou  d'argile,  en  forme 
de  parallélépipèdes  rectangles  de  même  hauteur,  et  dont  la  lon- 
gueur et  la  largeur  étaient  des  multiples  de  la  hauteur.  C'est  en 
tenant  compte  des  indications  puisées  dans  les  ouvrages  d'AnvA- 
BHATTA  que  nous  avons  pu  reconstituer  la  Table  de  multiplication 
des  Indiens,  dont  on  trouvera  un  exemplaire  dans  la  collection 
des  machines  à  calcul  que  nous  avons  réunies  au  Conservatoire  des 
Arts  et  Métiers.  Au  moyen  de  cette  Table,  on  peut  démontrer  la 
plupart  des  théorèmes  concernant  la  mesure  des  surfaces  et  des 
volumes,  ainsi  que  les  formules  sur  la  somme  des  premiers  nom- 


(')  CiiASLEs,  Explication  des  Traites  de  /'Abacus  et,  particulièrement,   du 
Traité  de  Gerbeht  {Comptes  rendus  de  l* Académie  des  Sciences;  Paris,  iS^S). 
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bres  entiers,  triangulaires,  carrés,  cubes,  etc.  (voir  Chap.  V  et 
XIV).  Mais,  pour  parvenir  à  la  sommation  des  puissances  numé- 
riques de  tous  les  degrés,  il  fallait  inventer  des  nouveaux  procédés 
de  calcul  dont  on  trouve  la  base  dans  le  Triangle  arithmétique 
qui  était  connu  des  mandarins  chinois  ;  mais  c'est  surtout  à  Fermât 
et  à  Pascal  qu'il  faut  attribiier  le  développement  de  cette  admi- 
rable méthode  de  calcul  au  mojen  de  laquelle  ils  sont  parvenus  à 
résoudre  les  problèmes  des  combinaisons  et  du  Calcul  des  proba- 
bilités, ainsi  qu'à  établir  les  formules  fondamentales  du  Calcul 
des  sommes,  du  Calcul  différentiel  et  du  Calcul  intégral. 

Pythagore  (né  v.  58o  av.  J.-C.)  était  allé  s'instruire  en  Egypte 
et  dans  les  Indes,  avant  de  fonder  en  Italie  l'école  pythagoricienne. 
On  appelle  Table  de  Pythagore  la  table  de  multiplication  des 
premiers  nombres;  l'observation  de  la  table  montre,  en  plus  de  la 
symétrie,  que  son  intérieur  ne  renferme  pas  tous  les  nombres, 
juais  ne  contient  que  ceux  qui  sont  le  produit  de  deux  autres  ;  de 
là,  la  distinction  des  entiers  en  nombres  premiers  et  en  nombres 
composés  et  la  théorie  des  diviseurs  et  des  multiples.  Dans  le 
VIP  Livre  des  Eléments  de  Géométrie,  Euclide(v.  285  av.  J.-C.) 
rn  a  exposé  les  premiers  principes  avec  l'élégance  et  la  rigueur 
ordinaires  aux  anciens;  c'est  à  EucLinE  que  l'on  doit  cette  propo- 
sition :  La  suite  des  nombres  premiers  est  illimitée.  On  lui  doit 
encore  l'idée  des  nombres  parfaits,  abondants,  déficients,  ali^ 
guotaires,  c'est-à-dire  des  entiers  qui  sont  égaux  à  la  somme  de 
leurs  parties  aliquotes,  ou  plus  petits  ou  plus  grands,  ou  égaux 
à  une  fraction  donnée  de  celle  somme.  Celte  recherche  a  élé 
continuée  par  Fkrmat,  Descartes,  Frékicle,  Eileu,  et  reprise 
de  nos  jours  ;  mais,  malgré  les  efforts  des  savants  les  plus  illus- 
tres, elle  a  fait  peu  de  progrès  depuis  vingt  siècles;  on  ne  connaît 
actuellement  que  neuf  nombres  parfaits  pairs  et  l'on  ne  sait  pas 
s'il  existe  des  nombres  impairs  qui  soient  parfaits. 

C'est  à  Pythagore  et  à  ses  disciples  que  l'on  attribue  les  pre- 
mières notions  de  la  doctrine  des  nombres  incommensurables.  On 
doit  noter  surtout  une  démonstration  de  l'incommensurabilité  du 
rapport  de  la  diagonale  d'un  carré  à  son  côté;  c'est  une  figuration 
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géométrique  du  développement  de  ^i  par  la  méthode  dile  drs 
fractions  continues^  retrouvée  au  xvi*  siècle  par  Cataldi,  mais 
qui  était  bien  connue  des  géomètres  indiens  sous  une  forme  plus 
élégante,  plus  systématique.  Pour  la  résolution  des  problèmes,  ils 
avaient  imaginé  l'analyse  indéterminée  du  premier  degré  et  du  se- 
cond degré;  on  en  retrouve  des  exemples  sur  les  papyrus  et  les 
obélisques  des  Égyptiens. 

L'extraction  de  la  racine  carrée  d'un  nombre  entier  A  avant  été 
reconnue  impossible,  en  démontrant  qu'on  ne  pouvait  résoudre  en 

nombres  entiers  IVquation 

j-2— A^'2  -o, 

ils  avaient  remplacé  celle-ci  par  Téquation,  dite  de  Pkli., 

j'^  —  A  Y-  =  T~\. 

Les  ouvrages  de  Brahmegupta  et  de  Biiascara  Acharya  don- 
nent la  manière  de  déduire,  dune  seule  solution,  toutes  les  autres 
solutions  entières  d'une  équation  indéterminée  du  second  degré  à 
deux  inconnues,  et  cette  analyse,  que  nous  attribuons  à  Euler  et 
à  Lagrajvge,  était  connue  aux  Indes  depuis  plus  de  dix  siècles! 
Mais  nous  devons  rappeler  surtout  l'admirable  et  rapide  procédé 

d'extraction  de  la  racine  carrée  que  nous  expliquerons  sur  y  •^.. 
On  considère  a  comme  le  produit  des  nombres  i  et  2  ;  on  en  prend 
la  moyenne  arithmétique  et  la  moyenne  harmonique,  et  l'on  ob- 
tient les  deux  nombres  f  et  |  dont  le  produit  est  égal  à  2;  en  ré[)é- 
tant  sur  ces  deux  nombres  l'application  du  procédé,  on  obtient  les 
deux  nombres  fj  et  f^  de  produit  2,  puis  les  deux  nombres  jj^  et 
|y^,  et  ainsi  de  suite.  On  arrive  ainsi  rapidement  à  deux  suites  Ai* 
nombres  :  les  moyennes  arithmétiques  et  les  moyennes  harmoni- 
ques. On  démontre  facilement  par  le  calcul  ou  par  une  figure  géo- 
métrique que  les  premières  vont  en  décroissant,  en  surpassant  ^'à\ 

que  les  secondes  vont  en  croissant  sans  dépasser  y/2,  et  que  la 
différence  des  deux  moyennes  du  même  rang  décroît  avec  une  très 
grande  rapidité. 
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En  effet,  ce  procédé  revient  à  l'emploi  simultané  des  fractions 
continues  et  du  calcul  par  logarithmes,  puisque  l'on  calcule  les 

réduites  du  développement  de  y/2  dont  les  indices  vont  en  progres- 
sion géométrique;  et  ainsi,  pour  écrire  et  non  pour  calculer  les 
deux  moyennes  dont  le  rang  est  64,  il  faudrait,  j)ar  ce  proctMlr 
de  Baudhayana  et  d'i\pASTAMBA,  plus  de  deux  cent  millions  de 
siècles! 

Nous  avons  cherché  pendant  longtemps  Textcnsion  de  ce  pm- 
cédé  aux  racines  cubique,  biquadratique,  etc.;  le  lecteur  en  trou- 
vera les  premières  notions  dans  V Addition  X.  Nous  en  avons  dc'"- 
duit  un  procédé  de  généralisation  indéfinie  des  fractions  continues, 
en  supprimant,  comme  il  fallait  s  y  attendre,  l'algorithme  inccun- 
inode  et  défectueux  de  Cataldi  et  de  Broinker,  et  en  nous  ser- 
vant de  la  théorie  des  substitutions  linéaires. 

C'est  encore  à  Pytuagork,  qui  l'avait  peut-être  empruntée  aux 
Indiens,  que  l'on  attribue  l'idée  des  triangles  rectangles  nanir- 
riqiies,  c'est-à-dire  ceux  dont  les  cotés  sont  des  nombres  entiers 
tels  que  3,  4»  5.  En  généralisant  la  méthode  de  Pytuagori:,  qui 
repose  sur  le  théorème  du  carré  de  l'hypoténuse,  on  obtient  la 
formule  suivante 

<|ue  pROCLUs  a  attribuée  à  Platon  (  00-347  av.  J.-C).  Nous  dé- 
montrerons, dans  le  second  volume,  quo  cette  formule  renferme 
sans  exception  tous  les  triangles  rectangles y>^/7//2////i  (c'est-à-dire 
ceux  dont  les  côtés  sont  des  nombres  premiers  entre  eux),  quand 
on  y  remplace  r  et  s  par  des  nombres  premiers  entre  eux,  mais 
de  parité  différente.  Cette  étude  a  été  développée  surtout  par  Dio- 
PHANTE,  à  l'Ecole  d'Alexandrie,  puis  par  les  Indiens  et  par  les 
Arabes.  Dès  le  in®  siècle  de  notre  ère,  le  géomètre  indien  Brahmi.- 
f;iji»TA  donnait  des  formules  plus  générales  pour  le  triangle  et  pour 
le  quadrilatère  inscriptible  dont  les  côtés,  les  diagonaU^s,  les 
rayons  des  cercles  tangents  à  trois  côtés,  la  surface,  etc.,  sont 
(les   nombres   entiers;  et  l'on  peut  dire  que  la  science  arithmé- 
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lique  principale  des  Arabes  d'Orient  el  d'Occident,  jusqu'au 
XVI*  siècle,  fût  consacrée  à  Tétude  de  ces  figures  et  à  leur  classifi- 
cation. 

Nous  présenterons  ici  quelques  développements  sur  des  théo- 
ries qui  paraissent  étrangères  à  notre  sujet,  afin  de  montrer 
l'extrême  importance  de  Tidenlilé  de  Platon  et,  par  suite,  même 
en  ce  cas  particulier,  le  rôle  universel  de  l'Arithmétique.  Si  Ton 
pose 


o        s 
lanc  -  = 
^9.        r 


on  a,  comme  Ton  sait, 


r*  —  s*  .  2  rs  •}  rs 

;.5  _^  gi  .  fi   _J_  gi 


coso=     r .»  sino  —  — - — -»  tans:  9=     -        .? 


on  peut  donc  exprimer  toutes  les  lignes  trigonométriques  d'un 
arc  'f  et  de  tous  ses  multiples  par  des  fonctions  rationnelles  de 
la  tangente  du  demî-arc,  c'est-à-dire  de  r  et  de  s.  Et  ainsi  toute  la 
Trigonométrie  rectiligne  n'est  que  le  développement  de  calculs 
qui  reposent  sur  cette  identité.  —  On  la  retrouve  continuelle- 
ment dans  la  théorie  analytique  des  sections  coniques,  pour  les 
équations 

-  - -h  *\^  =  I ,        x*  4-^' =  c'y*»         «a^*-T- ^^'*h- cc*=  o, 

soit  que  l'on  rapporte  ces  courbes  à  deux  systèmes  de  diamètres 
conjugués,  soit  à  un  foyer,  soit  à  un  triangle  autopolaire.  Par 
suite  encore,  cette  identité  se  reproduit  constamment  dans  les 
théories  des  cônes  du  second  ordre  et  des  coniques  sphé- 
riques. 

L'identité  de  Platon  généralisée  conduit  à  la  formule 

celle-ci  permet  de  résoudre  le  problème  de  trouver  des  triangles 
rectangles  numériques  dont  l'hypoténuse  est  égale  au  produit 
des    hypoténuses   de    deux  autres;  elle  est  due  aux  géomètres 
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indiens  et  se  trouve  dans  le  Liber  quadralorum  de  Fibo^acci 
{y'io'i).  En  supposant  r=  Tf  et  5  =  ^1,  on  retombe  sur  l'idenlité 
précédente.  Cette  formule  exprime  que  le  produit  d'une  somme 
de  deux  carrés  par  une  somme  de  deux  carrés  est  égale  à  une 
somme  de  deux  carrés;  on  dit  encore  que  le  module  du  produit  de 
deux  nombres  imaginaires  est  égal  au  produit  des  modules.  On 
démontre  que  tontes  les  solutions  entières  de  Téquation  indé- 
terminée 

sont  données  par  la  formule 

z  —  {r  -\-  si)"  ^r=  X  -^ yi         (  moil  t*  -i-  i)  , 

et  ainsi  la  théorie  des  nombres  imaginaires,  la  formule  de 
MoivRE,  etc.,  découlent  encore  de  Tidentité  de  Platon.  Celle-ci 
permet  encore  de  faire  disparaître  l'irrationnalité  apparente  de 

nombreusesformules  contenant  le  radical  \X'  -\-y'^\  pour  faire  dis- 
paraître le  radical  on  exprime  x  et  y  en  fonction  rationnelle  do  r 
et  de  5,  par  l'équation  précédente.  Plus  généralement,  on  peut  rem- 
placer l'expression  (^^-f-j^-)  placée  sous  le  radical,  par  une 
forme  quadratique  binaire  quelconque  {^ajc-  +  'ibxy  -\-  cy^).  Ces 
transformations  importantes  trouvent  continuellement  leur  emploi 
dans  la  théorie  des  équations,  dans  celle  des  courbes  algébriques  et 
dans  le  Calcul  intégral.  Lorsque  la  quantit<>  placée  sous  le  signe 
d'intégration  est  une  fonction  rationnelle  de  la  variable  x  et  des 


radicaux  yjx  —  a^  \/x  —  6,  ou  encore  une  fonction  rationnelle  de 

la  variable  x  et  du  radical  ^ a -\- bx -\- ex- ^  on  ramène  le  pro- 
blème, par  l'identité  de  Platon,  à  Tinlégration  d'une  fonction 
rationnelle  d'une  autre  variable.  Il  en  est  de  même  lorsque  le 
signe  d'intégration  renferme  une  fonction  rationnelle  des  lignes 
trigonométriques  des  multiples  et  des  sous -multiples  de  la  va- 
riable. 

«  Li^ Arithmétique  de  Diophante,  qui  est  entièrement  consa- 
crée aux  problèmes  indéterminés,  contient  un  grand  nombre  de 
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questions  qui,  par  leur  difficullé  el  la  subtilité  des  artifices,  don- 
nent une  grande  idée  du  génie  et  de  la  pénétration  de  l'auteur, 
surtout  quand  on  considère  le  peu  de  ressources  qu'il  pouvait 
employer;  mais,  comme  ces  problèmes  demandent  plutôt  de 
l'adresse  et  des  procédés  ingénieux  que  des  principes  difficiles, 
et  qu'en  outre  ils  sont  trop  particuliers  et  conduisent  rarement  à 
des  conclusions  générales,  cet  ouvrage  semble  plutôt  avoir  fait 
époque  dans  l'histoire  des  Mathématiques  ,  parce  qu'il  fixe  les 
premiers  vestiges  de  l'Algèbre,  qu'avoir  enrichi  l'Arithmétique 
transcendante  par  de  nouvelles  découvertes.  La  science  est  bien 
plus  redevable  aux  modernes,  parmi  lesquels  peu  d'hommes,  à  la 
vérité,  mais  tous  dignes  d'une  gloire  immortelle,  Fermât,  Euler, 
Lac.range,  Legendre  (et  un  petit  nombre  d'autres),  ont  ouvert 
l'entrée  de  cette  science  divine  et  ont  découvert  la  mine  inépui- 
sable de  richesses  qu'elle  renferme  »  (*). 

Cependant  l'ouvrage  de  Diophante  contient,  en  germe,  la  plu- 
part des  questions  de  notre  science  moderne.  Dans  un  mémoire 
adressé,  en  1770,  à  l'Académie  des  Sciences  de  Berlin,  Lagrangr 
s'exprime  ainsi  :  «  C'est  un  théorème  connu  depuis  longtemps  que 
tout  nombre  entier  non  carré  peut  toujours  se  décomposer  en 
deux,  ou  trois  ou  quatre  carrés  entiers,  mais  personne,  que  je 
sache,  n'en  a  encore  donné  la  démonstration.  M.  Bachet  de  Mézi- 
RiAc  est  le  premier  qui  ait  fait  mention  de  ce  théorème;  il  paraît 
qu'il  y  a  été  conduit  par  la  question  31  du  IV*-*  Livre  de  Dio- 
phante, où  le  théorème  dont  nous  parlons  est  en  quelque  sorte 
tacitement  supposé;  mais  M.  Bacuet  s'est  contenté  de  s'assurer  de 
la  vérité  de  ce  théorème  par  induction,  en  examinant  successive- 
ment tous  les  nombres  entiers  de  i  jusqu'à  325;  et  quant  à  la  dé- 
monstration générale,  il  avoue  qu'il  n'avait  pas  encore  pu  y  par- 
venir ».  C'est  en  recherchant  la  démonstration  de  ce  théorème,  en 
procédant  du  simple  au  composé,  en  déterminant  quels  sont  les 
nombres,  qui  sont  égaux  à  une  somme  de  deux  carrés,  d'un  carré 


(')   Gauss,  Préface  des  Disquisitiones  arithmeticœ ,  d'après  la  iraduction  de 
Poullet-Delisle;  Paris,  1807. 
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et  du  double  ou  du  triple  d'un  autre  carré,  que  Fermât  parvint  à 
l'énoncé  de  nombreux  théorèmes  sur  les  nombres  premiers  qui 
peuvent  être  représentés  par  les  formes 

x^-hy^,    a:«H-27«,     a^s-hSj»,     ...; 

tels  sont  les  premiers  jalons  posés  dans  le  champ  immense  de  la 
théorie  des  résidus  et  des  formes  quadratiques. 

En  généralisant  l'équation  donnée  par  le  carré  de  l'hypoténuse, 
Fermât  énonce  et  démontre  ce  théorème  que  la  somme  ou  la  dif- 
férence de  deux  bicarrés  n'est  jamais  un  carré,  ou,  en  d'autres 
termes,  qu'on  ne  peut  trouver  des  nombres  entiers  ou  fractionnaires 
qui  vérifient  l'équation 

puis  il  écrit  sur  une  page  de  son  exemplaire  de  Diophante  l'é- 
noncé d'un  théorème,  dont  il  assure  avoir  la  démonstration,  mais 
l'exiguïté  de  la  marge  ne  saurait  la  contenir. 

Cette  proposition  connue  habituellement,  sous  le  nom  de^der- 
nier  théorème  de  Fermât,  s'énonce  ainsi  :  //  est  impossible  de 
résoudre,  en  nombres  entiers  ou  fractionnaires,  r équation  in- 
déterminée 

dans  laquelle  p  désigne  un  nombre  entier  plus  grand  que  •>.. 
Pour/?  =  3,  le  théorème,  énoncé  avant  Fermât  par  les  algébristes 
marocains,  a  été  démontré  par  Euler.  Puis  Legekdre  le  démontra 
pour/?  =  10,  Lamé  pour  /?  =  -j,  Lejeune-Dirichlkt  dans  le  cas  de 
p=:  o'j  enfin  M.  Kummer,  pour  tous  les  exposants  pairs  et  pour 
un  grand  nombre  d'exposants  premiers,  mais  beaucoup  échappent 
encore  à  son  analyse.  Parmi  les  plus  grands  mathématiciens  qui,  de- 
puis plus  de  deux  siècles,  ont  aussi  recherché  vainement  la  solu- 
tion de  ce  problème,  qui  semble  jeté  comme  un  perpétuel  défi  à 
l'intelligence  humaine,  nous  signalerons  encore  les  essais  intéres- 
sants de  Sophie  Germain,  d'ÂBEL,  de  Liouville  et  de  Lebesgue. 
Et  Gauss  lui-même  s'en  est  occupé  très  longtemps,  bien  qu'il  n'y 
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fasse  aucune  allusion  dans  ses  Disquisitiones,  et  qu'il  ail  écrit  que 
l'Analyse  indéterminée  était  distincte  de  la  Théorie  des  nombres. 
Nous  en  donnerons  une  preuve  irréfutable;  c'est  la  VIP  section  de 
son  ou\Tage,  la  plus  belle,  la  dernière,  dans  laquelle  il  transforme 
de  tant  de  manières  le  quotient  de  {xP — yP)  par  [x  — y)\  c'est 
par  là  qu'il  rencontre  au  détour  sa  célèbre  proposition  sur  la  divi- 
sion de  la  circonférence  en  parties  égales. 

Bachet,  dans  son  Commentaire  sur  l'Arithmétique  de  Diophamte, 
pose  encore  ce  problème  de  trouver  deux  nombres  entiers  ou 
fractionnaires  dont  la  somme  ou  la  différence  des  cubes  soit  égale 
à  la  somme  ou  à  la  différence  des  cubes  de  deux  nombres  donnés, 
ce  qui  revient  à  la  résolution  de  l'équation  indéterminée  du  troi- 
sième degré 

(i)  J•5dbJ^3^A3^ 

en  nombres  entiers.  Alors  il  y  a  lieu  de  rechercher  dans  quels  cas 
cette  équation  est  possible  ou  impossible,  pour  les  valeurs  données 
de  A  et,  dans  le  cas  de  possibilité,  de  trouver  toutes  les  solutions 
de  l'équation.  Euler  et  Legendre  ont  démontré  que  l'équation  est 
impossible  lorsque  A  est  égal  à  i,  2,  3,  \^  5,  18  et  36;  mais  Le- 
GENDRE  s'est  trompé  pour  le  cas  de  A  ^=  6,  car  nous  avons  dé- 
montré le  théorème  suivant,  dans  V American  Journal  (t.  II)  et 
dans  le  Bulletin  de  la  Société  mathématique  {i.  VIII)  :  Pour 
que  l'équation  (1)  soit  vérifiée  par  des  valeurs  entières  de  A, 
x^y^  Zj  il  faut  et  il  suffit  que  A  soit  de  la  forme  XjjL(X-i-[ji)v^. 
Pour  À  =  I ,  [JL  =  2,  V  =  I ,  on  trouve  A  =  6  el  en  particulier  la  so- 
lution x=  l'j^  y=  37,  :;==  21,  qui  avait  échappé  à  l'attention 
de  Legendre.  Nous  devons  encore  citer  ici  les  beaux  théorèmes 
de  M.  Sylvester  et  du  R.  P.  Pépin  :  Si  /?,  pt  et  </,  </<  dési- 
gnent des  nombres  premiers  des  formes  respectives  (i8n  +  3) 
et  (i8/i-hii),  il  est  impossible  de  résoudre  Inéquation  (i) 
lorsque  A  prend  les  valeurs 

qAqy^q\   q^,^ç^y9ç^'^  ppl^^ql- 
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Lorsque  Ton  remplace,   dans  l'équation  (i),  l'exposant  3  par 
Texposant  5,  il  existe  encore  de  nombreux  cas  d'impossibilité, 
pour  des  formes  générales  du  nombre  A  qui  ont  été  indiquées  par 
DiuicHLET  et  parLEBESGUE.  Mais,  d'autre  part,  si  l'on  revient  à  cette 
équation,  dans  les  cas  où  elle  est  résoluble,  il  y  a  lieu  de  recher- 
cher toutes  les  solutions.  Fermât,  Lagrange  et  Cauchy  ont  donné 
le  moyen  de  déduire  d'une  première  solution  une  suite  indéfinie 
d'autres  solutions  par  deux  procédés  qu'il  est  plus  facile  d'expli- 
quer par   des  considérations    de   Géométrie  analytique.    Soient 
(•^1  y-i  -î)  les  coordonnées  homogènes  d'un  point  P  d'une  cubique 
ayant  pour  équation  cartésienney(j:,  j^,  z)  =  o.  Si  les  coordonnées 
du  point  P  sont  rationnelles,  elles  fournissent  une  première  solu- 
tion en  nombres  entiers  de  l'équation  indéterminée  du  troisième 
degré.  Si  l'on  mène  la  tangente  en  P,  celle-ci  rencontre  la  cubique 
en  un  point  unique  P'  dont  les  coordonnées,  encore  rationnelles, 
représentent  une  autre  solution  de  l'équation,  et  ainsi  de  suite; 
c'est  là  le  procédé  de  Fermât.  Mais  la  droite  PP  rencontre  la  cu- 
bique en  un  point  unique  P'  dont  les  coordonnées  sont  encore 
rationnelles;  on  déduit  ainsi  de  deux  solutions  une  troisième,  et 
ainsi  de  suite;  cela  revient  au  procédé  de  Lagrange  et  de  Cauchy  ; 
alors  il  s'agit  de  classer  les  solutions  obtenues  par  l'application 
successive  des  deux  procédés.  Cette  classification  s'obtient  par  une 
admirable  théorie  imaginée  par  M.  Sylvester,  et  qui  s'appelle  y?e- 
siduation.  Mais  il  reste  à  savoir  si  l'on  obtient  ainsi  toutes  les 
valeurs  entières  des  inconnues;  malgré  tant  d'efforts,  la  question 
n'est  pas  encore  résolue,  même  dans  les  cas  les  plus  simples.  Nous 
réserverons  pour  les  volumes  qui  suivront  l'indication  de  méthodes 
qui  peuvent  servira  obtenir  de  nouveaux  résultats  dans  l'Analyse 
indéterminée  cubique  et  biquadratique,  et  dans  celle  des  degrés 
supérieurs. 

C'est  en  généralisant  d'une  autre  manière  le  théorème  de  Ba- 
CHET  que  Fermât  énonce  ce  théorème  :  Tout  entier  est  une 
somme  de  trois  triangulaires,  de  quatre  carrés,  de  cinq  pen- 
tagoneSj  de  six  hexagones  au  plus,  et  ainsi  de  suite.  La  démon- 
stration de  ce  théorème,  cherchée  vainement  pendant  deux  siècles, 
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n'a  été  obtenue  pour  la  première  fols,  queparCiucHY  qui  a  perfec- 
tionné le  théorème,  en  modifiant  Ténoncé.  Mais  après  toutes  ces 
propositions  de  Fermât  que  Ton  considère  comme  les  dernières, 
il  y  en  a  d'autres  encore.  Nous  publierons,  à  la  suite  de  cet  ouvrage, 
d'après  les  extraits  d'une  correspondance  el  de  manuscrits  inédits, 
les  énoncés  et  le  commentaire  de  vingt-deux  propositions  aussi 
difficiles,  aussi  inaccessibles. 

Il  nous  reste  à  indiquer,  dans  une  revue  rapide,  les  applications 
utiles  et  intéressantes  de  PArithmétique.  En  laissant  de  côté  son 
rôle  universel  dans  toutes  les  sciences,  sur  tout  ce  qui  se  compte 
et  se  mesure,  nous  signalerons  d'abord  V Arithmétique  sociale 
qui  s'occupe  des  calculs  de  la  banque,  du  commerce  et  de  l'indus- 
trie, des  assurances,  de  la  statistique,  etc.  Par  la  considération  du 
triangle  arithmétique.  Fermât  et  Pascal  ont  jeté  les  premiers  fon- 
dements du  Calcul  des  probabilités  et  ses  applications  aux  jeux  de 
hasard  et  aux  jeux  de  combinaisons.  Le  jeu  du  taquin,  qui  obtint 
naguère  un  si  grand  succès,  est  une  figuration  intéressante  de  la 
distinction  des  permutations  en  deux  classes  et  du  théorème  de 
Bi:zooT  pour  définir  les  signes  des  termes  d'un  déterminant;  et, 
d'ailleurs,  tout  théorème  de  Géométrie,  d'Algèbre  ou  d'Arithmé- 
tique peut  donner  lieu  à  l'invention  d'un  jeu  correspondant.  La 
doctrine,  des  combinaisons  trouve  encore  son  application  directe 
dans  \diCryplo graphie,  en  imaginant  avec  Cardan,  Porta  et  Bacon, 
des  systèmes  de  correspondance  secrète  pour  la  diplomatie  et  les 
armées  en  campagne,  ou  en  cherchant  des  procédés  de  déchiffre- 
ment comme  ceux  de  Viète  et  de  M.  Kerckhoffs. 

Aux  divers  systèmes  de  numération  se  rapportent  le  baguenau- 
dier,  qui  est  une  transformation  du  boulier  du  système  binaire, 
ain  i  que  la  Tour  d^ Hanoï,  que  nous  avons  publiée  en  1882,  et 
le  jeu  indien  de  Tchonka-Rouma  ;  d'ailleurs,  on  peut  imaginer 
des  appareils  du  même  genre  pour  tous  les  systèmes  de  numé- 
ration. C'est  encore  à  cette  théorie  qu'il  faut  rattacher  beaucoup 
de  problèmes  sur  le  jeu  de  dames  et  le  jeu  d'échecs;  en  parti- 
culier, nous  citerons  le  problème  des  reines  dont  la  solution  a  été 
donnée  par  Gauss  pour  l'échiquier  ordinaire. 
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Dans  la  Géométrie  de  siliiation^  on  doit  rappeler  le  problème 
des  ponts  de  la  Pregel,  iraîlé  par  Euleb,  les  divers  problèmes  sur 
les  réseaux,  les  labyrinthes,  les  arbres  géométriques  et  le  jeu  de 
dominos;  le  jeu  du  solitaire,  dont  la  théorie  a  été  ébauchée  par 
Leibkiz,  le  Jeu  icosien  d'H\MiLT0JN,  etc.  Le  théorème  des  quatre 
couleurs,  posé  par  Guthrie  et  démontré  par  M.  Kempe,  trouve 
sou  utile  emploi  dans  la  Cartographie,  pour  le  coloriage  des 
cartes  avec  un  nombre  minimum  de  couleurs.  Nous  rappellerons 
encore  les  essais  de  Vandermonde  sur  la^Géométrie  des  tissus  à  fils 
curvilignes  et  les  résultats  obtenus  par  M.  Tait,  professeur  de 
l'Université  d'Edimbourg,  dans  la  Géométrie  des  nœuds,  par  des 
considérations  difficiles  sur  la  partition  des  nombres. 

La  théorie  des  nombres  premiers  trouve  d'importantes  applica- 
tions dans  les  diverses  dispositions  des  tours  à  fileter;  nous  y 
rattacherons  le  problème  de  Monge,  concernant  le  battement  d\\n 
jeu  de  cartes,  qui  est  une  figuration  intéressante  de  diverses  par- 
ties de  la  théorie  des  substitutions.  C'est  par  l'application  de  plu- 
sieurs théorèmes  de  Fermât  que  nous  avons  pu  obtenir  la  classifica- 
tion des  armures  fondamentales  dans  la  Géométrie  du  tissage  pour 
les  tissus  à  fils  rectilignes.  Depuis,  c'est  par  l'emploi  de  cette  mé- 
thode que  nous  avons  trouvé  une  démonstration  très  simple  des 
théorèmes  de  Legendre  et  de  Jacobi  sur  la  loi  de  réciprocité  des 
résidus  quadratiques. 

Enfin,  c'est  en  cherchant  à  ranger,  à  classer  les  rouages  et  les 
engrenages,  que  deux  horlogers  sont  parvenus  à  des  résultats  inté- 
ressants et  inattendus  dans  la  théorie  des  nombres.  En  i8i4,  Farey 
énonce  à  la  Société  philomathique  des  propriétés  remarquables 
sur  les  suites  de  fractions  rangées  par  ordre  de  grandeur  et  dont 
les  termes  ne  dépassent  pas  des  nombres  donnés;  ces  propriétés 
ont  été  démontrées  par  Cauchy,  amplifiées  et  perfectionnées  par 
Lejeuwe-Dirichlet  et,  tout  récemment,  par  M.  Sylvester.  En 
1862,  Brocot,  dans  un  ouvrage  sur  le  Calcul  des  rouages  par 
approximation,  a  posé,  sans  s'en  douter  peut-être,  des  lois 
fondamentales  pour  la  formation  et  la  classification  des  nombres 
commensurables. 


XXXIV  IXTRODICTIOX. 

Nous  avons  insère,  dans  ce  premier  volume,  beaucoup  de  ces 
applications  de  l'Arillimétique,  soit  dans  le  texte,  soit  dans  les 
exercices.  Les  autres  trouveront  leur  place  dans  une  nouvelle  édi- 
tion de  nos  Récréations  maihémaiiqites,  afin  de  mettre  à  profit 
cette  pensée  de  Pascal  :  «  Les  matières  de  Géométrie  sont  si  sé- 
rieuses d'elles-mêmes,  qu'il  est  avantageux  qu'il  s'offre  quelque 
occasion  pour  les  rendre  un  peu  divertissantes.  » 

Paris,  juin  1891.  , 


THÉORIE  DES  NOMBRES. 


TOME  I. 


LIVRE  I. 

LES  NOMBRES  ENTffiRS, 


CHAPITRE  I. 

ADDITION   DES   NOMBRES   ENTIERS, 


1.  Les  nombres  et  les  signes.  —  Les  nombres  sont  désignés  par 
(les  chîflres  ou  par  des  lettres;  les  opérations  sont  indiquées  par 
des  signes;  l'égalité  ou  Tinégalilé  des  résultats  d'opérations  diverses 
rst  indiquée  par  des  signes  de  relation. 

1°  Emploi  des  chiffres  et  des  lettres.  —  Le  système  de  la  nu- 
mération binaire  a  été  imaginé  par  Fo-Chi,  empereur  de  la  Chine 
(35oo  av.  J.-C.)..  La  numération  décimale  vient  des  Hindous  et 
nous  a  été  transmise  par  les  Arabes.  On  ignore  le  nom  de  l'inven- 
teur du  zéro. 

Les  lettres  pour  représenter  les  nombres  ont  été  employées  pour 
la  première  fois  par  Viète.  Habituellement,  les  premières  lettres 
de  l'alphabet  a,  6,  c,  ...  désignent  les  nombres  connus,  et  les 
dernières  x^y^  z  les  nombres  inconnus. 

2"  Emploi  des  signes  d'opération, 

liz  Les  signes  -f-  et  —  de  l'addition  et  de  la  soustraction  sont  dus 

à  WiDMANN  ('489)  : 

a±b, 

.  X  Le  point  comme  signe  de  la  multiplication  est  dû  a  Leibmz 
E.  L.  —  1.  I 
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et  le  signe  x  se  trouve  dans  Foiivrage  cI'Ocghtred  intitulé  : 
ClaK'is  maUiematica  (i63i).  Dès  i544?  Stiefel,  dans  son 
Arithmctica  intégra  y  n'emplovait  aucun  signe  et  désignait  le 
produit  de  deux  nombres  en  les  plaçant  Tun  après  Tautre  : 

a,by     a  X  b,     ab. 

l  Le  signe  :  de  la  division  est  dû  à  Leibniz;  la  barre  de  fraction 
se  trouve  dans  les  ouvrages  de  Fibonacci  (1202);  elle  est  pro- 
bablement due  aux  Hindous  : 

a:  h,      j. 

a^  La  notation  des  exposants  se  trouve  dans  l'ouvrage  de  Chu- 

QUET  intitulé  :    Triparty  en  la  science  des  nombres  (i484). 
ni   Celte  notation  ni  désigne  le  produit  des  n  premiers  nombres 

entiers,  et  se  Mi  facto  rie  lie  n  :  elle  a  été  introduite  par  Kramp,  en 

1808.  Les  Anglais  écrivent  L^. 
a"  ''  Celle  notation,  imaginée  par  Kramp,  désigne  le  produit  de  n 

nombres  en  progression  arilliinélique  commençant  k  a  et   de 

raison  /•. 

E-  Cette  notation  désigne  le  plus  grand  nombre  entier  contenu 
dans  la  fraction  —,  cl  se  lit  entier  de  p  sur  a. 

3"*  Emploi  des  signes  de  relation, 
r=  Le  signe  =  de  Tégalité  est  dû  à  Recorde  (iSSj).  Descartes  et 


Fermât  se  servaient  du  signe  x  . 
< 


JJ  Les  signes  >  plus  grand  que  et  <  plus  petit  que  de  Finéga- 
lilé  ont  élé  imaginés  par  IIarriot  <  i63iV 

0  []  L'emploi  dv:>  parentlièsrs  <  )  et  des  crochets  []  a  élé  intro- 
duit par  Albert  Girard,  en  i6*>().  On  se  sert  aussi  parfois  du 
vinculum,  ou  d\iii  irait  placé  au-ilessus  d'une  expression  algé- 
bricjue  pour  désigner  sa  valeur  numérique  ou  son  ensemble. 

z_;  Le  ^ign(»  l  de  la  congruenre  a  élé  imaginé  par  Gai  ss.  Ainsi 
a  .-'.  h  (  niod /// 1,  qui  se  lit  a  congru  à  b  pour  Ir  module  m, 
\K\\{  dire  (pie  (t  —  h  est  ilivisible  par  m.  Celle  notation  est  très 
ulile  dans  rArillimétique  supérieure. 
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(-)  désigne  -f-  i  ou  —  i  suivant  que  n  est  ou  n'est  pas  le  reste  de 

la  division  du  carré  d'un  nombre  par  un  nombre  premier  /?,  en 
supposant  n  non  divisible  par/?.  Ce  symbole,  dû  à  Legendre,  a 
été  généralisé  par  Jacobi. 

2.  Addition  des  nombres  entiers.  —  Formation  des  nombres 
entiers.  —  La  suite  des  nombres  entiers  est  illimitée  ;  en  d'autres 
termes,  après  tout  nombre  n,  il  y  en  a  un  autre  (n  -|-  i). 

Formation  des  nombres  pairs  et  des  nombres  impairs.  Le  n^*"^^ 
nombre  pair  est  (n -h  n)  ou  2/i;  le  {n-i-iy*"°^  nombre  impair 
est  (2/1  -i-  i). 

Compter  les  nombres  de  Irois  en  Irois,  de  quatre  en  quatre,  etc. 

La  somme  de  plusieurs  nombres  ne  dépend  pas  de  l'ordre  de 
ces  nombres  : 

Dans  la  somme  de  plusieurs  nombres,  on  peut  remplacer  plu- 
sieurs d'entre  eux  par  leur  somme,  sans  changer  le  total. 

Dans  la  somme  de  plusieurs  nombres,  on  peut  remplacer  l'un 
quelconque  d'entre  eux  par  plusieurs  autres  dont  il  est  la  somme. 

Table  d'addition. 

Preuve  de  l'addition,  en  changeant  l'ordre  des  termes. 

3.  Suite  de  Fibonacci.  —  Si  l'on  calcule  une  suite  de  nombres 
commençant  par  o  et  i,  de  telle  sorte  que  chaque  terme  soit  égal 
à  la  somme  des  deux  précédents,  on  forme  la  suite 

o,     I,     I,     2,     3,     5,     8,     i3,     21,     ...; 
par  conséquent,  si  l'on  désigne  les  différents  termes  par 

Mo,      «!,      Wj,      W3,      Wv,      M3,      Wg,      "t,      «8,         •- 

on  a  la  loi  de  formation 

La  suite  de  Fibonacci  possède  des  propriétés  nombreuses  fort  intéres- 
santes qui  seront  développées  ultérieurement.  On  en  trouve  les  douze 
premiers  termes  dans  le  Liber  Abbaci  (p.  284)  pour  la  question  :  Quot 
paria  coniculoruni  in  uno  anno  cjç  uno  pario  ger minent ur.  C'est  le 
premier  exemple  connu  des  suites  récurrentes.  Cette  même  suite  a  été  étu- 


-  -•«    .  — 


••AIItI:Z.r 


TE.   J 


«X   fj'iî.  •>*   *  -sif**  L^fi^  «  -^Trr^-if-  iTi  lut-  rnuic   -•ininiin  n"?*? 
î-*fî.    •-  jj *.->*-    .fil  r.   J*.!  .f  .'-£  7.C  Li  3-   3»i'v::i«»iAj;r»r    î»'iiit*.    r*^ 


.  —  t    —  L   —  i'  —  -.    —  r.=  Xi 


•;  V*A    *■  #  '     "i*-?", ."..--*    ;.•   •'.7    ,-"r 
*  ■  •  '  t'  .*,'  -k    "11'*"     ■--*■     «    •■■•' 

—  a..  —  -   — 


—  -;  —  -..— Il     =  », 


■ZT  «  rt  poar 


(A  -•  r.'.  ;.  *.;-  -;  .*::.•.  *^:,  < j    ,  -^r.  :  '.  -?  :-:  - 1;  rvi.-  kli  ••r>  e  :  te&^nt  compte  de 

*  •    - 

^909  f  m        ,    ,      ^,  m     m         m       .    mm    m  •«-  A*  •  .-. 


_>      •   • 


.       ^X~    •.• 


' /r * V.  / '. ; :-,  , , .'-  r. .-   :.':-: •    : •:    :   ■  ;  . -  \^z\ •■  ■. :. j r. j-r-nir r.î  de  /î en  /i  —  i » . 

^>  y ,* *''\*-  *\*  *>'*'..   :.-T^':   r:  •-*!  .j'un"  iK >  irrAnde  importance 

'*ti*-  \,*tiu\'  *\*'  tffijtr'tuwr  dr*  1"!^  qu'il  eùl  élê  plus  difficile  de 
»f'/ii  ,<  ;  fi  fti  ioii.  ()ti  **•  ftm\  r'.rrj{*'-J»;  rv^icliliidedes  formules  par 
\'i  îut-\\t'A*'  \tii''t.*t\*'U\r  #|iii  ;j  d'^iji:»-  i].ii*>«iin  r^  à  lAl^rbre  moderm* 
j/.H  \t  .*\M<\t',  t\i'.  I''fcii\f\-|  f-i  de  I'ascal  ?ur  !•,■  triangle  arilhmélique. 


CHAPITRE  I.  —  ADDITION  DKS  NOMBRES  ENTIERS.        5 

Exemple  /.  —  On  a,  pour  la  somme  des  termes  de  rang  pair  et  pour 
celle  des  termes  de  rang  impair,  les  formules 

M|  -h  Mj  -h  M5  -^ .  •  .  -^  Wj«+|  =  Ufn-^t, 
1-f- Ml -h  M v-h .  .  . -h  Mil,       =  Min+i- 

4.  Triangle  arithmétique  de  Pascal.  —  Le  Tableau  suivant  con- 
tient les  dix  premières  lignes  du  triangle  arithmétique. 
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Triangle  de  Pascal. 

Par  définition,  on  forme  les  termes  de  chaque  ligne  au  moyen 
des  termes  de  la  ligne  précédente  par  celte  loi  de  formalion  :  Un 
nombre  quelconque  du  Tableau  est  égal  au  nombre  placé  au- 
dessus  de  lui,  augmenté  du  nombre  qui  précède  celui-ci  dans 
la  même  ligne. 

Pour  désigner  les  différents  termes  du  triangle  arithmétique,  on 
numérote  les  lignes  en  descendant  à  partir  de  o,  et  les  colonnes 
successives  de  gauche  à  droite,  à  partir  de  o;  le  terme  contenu 
dans  la  ligne  de  rang/?  et  dans  la  colonne  de  rang  q  est  indiqué  par 
CJ.  Avec  cette  notation,  la  loi  de  formation  du  triangle  s'écrit 

Par  hypothèse,  on  a  C®  =  i,  pour  toute  valeur  entière  de  /?,  et 
même  pour  p  =  o.  On  aperçoit  d'ailleurs  immédiatement  que  le 
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n«"tmbre  «l»""^  Irmur-^  •!•'  rhaqu»'  li:^'iit*  tiii;:inentr^  continuellement 
•  It'  I  :  lin  [fOut  sii|ipi~>'^*^r  !•'  Kiiil«Mii  iiiilétiniinent  allongé  dans  le 
*»-ns  Cy— ^.  *'t  lini  |m»mt,i.  piir  c«in\».*nli«iii. 

fHHir  l«»iil  t-ntît-r  y  |i|iis  ;:r.iiiil  «|ii«*y?. 

Il  r«'^i:ltr^  iminéiliatomrnt  «le  la  lui  de  formation  que.  si  1*00  re- 
[>n.->enle  jidr 

■  Al  !.'/,/> /',     CI.     1 

une  li::ne  qiielconqui*  du  triangle,  la  suivante  sera 
Bi  I,     I — a.     'ï.— A h~^*i,     rt— I,     i: 

[lar  conséquent,  dans  unr  li::nc  tjurlcontjue  du  triangle  arithmè- 
ii'j'i*^,  les  termes  *'t  essaie  distnnre  des  extrêmes  sont  égaux. 
D'autre  part,  la  li::ne  1 1>  •  du  trian::le  contient  deux  fois  tous  les 
termes  de  la  lii:n»^  lAi  qui  pivcrde:  A/  somme  des  termes  d'une 
/i:rne  du  trian^l**  a  rit  h  m*  tit/u**  est  If  double  de  la  somme  des 
termes  de  lu  liirnt*  pn'iy'dente  :  lui  a  donc  la  formule 

•      '^t'       p     •  •  •      'p  —  '  • 

C  n  n  ombre  *j  ii  r  Ira  n  */ue  du  trian  g  le  es  t  èga  l  />  la  se  m  me  de 
tous  1rs  tfrmfspfticr'i  ttu-drssus  fie  lui  dfins  la  eolonne  prêct- 
dentt*. 

En  rllV-l,  considérons,  par  exeiuple.  le  terme  C,j  =  ia6;  on  a. 
iTapn-s  la  loi  de  formation.  les  épdités  ci-dessous  dont  II  suffit  df 
faire  l.i  ^omnif.  en  supprimant  les  nombres  égaux  dans  les  deux 
membres  de  lé^ralilt'  nblenuf 

i9».ri  ■■ — I*  -  >»*• 

4 

«.»  —  y  j  —  i  > 

3'»    rrr    I  '»     —    .>i» 
l5    —        ^       -    10 

J   =        I  i 

126  =  jCt  -^  3>  H-  20  -i-  10-^  4  -+-  !• 
L  n  nombre  fjuelc"nf/(t."  du  tria  m:  le  est  la  somme  de  tous  to 


i 
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nombres  d'une  diagonale  descendante  N^  aboutissant  au-dessus 
du  nombre  considéré.  Celte  propriété  se  démontre  comme  la  pré- 
cédente; ainsi  l'on  a,  par  exemple, 

19.6=  70 -i-  35  H-  i5  -r-  5  -h  I. 

Si  U on  fait  les  sommes  successives  des  nombres  du  triangle 
qui  sont  contenus  dans  les  diagonales  ascendantes  ^ ,  on  repro- 
duit la  suite  de  Fibonacci  (*). 

En  effet,  si  l'on  considère  les  deux  diagonales  ascendantes  et  con- 
sécutives 

I,      5,     6,      I.        Total 13, 

I,    6,     10,     4*      •  >>      ^1 1 

et  si  l'on  fait  la  somme,  dans  chaque  colonne,  on  trouve  la  diago- 
nale suivante  : 

I,    7,     i3,     10,     I.        Total 3i 

Par  conséquent,  la  somme  des  nombres  d'une  diagonale  ascendante 
est  égale  à  la  somme  des  nombres  renfermés  dans  les  deux  diago- 
nales précédentes. 

5.  Tableau  de  sommes.  —  Considérons  une  suite  de  quantités  ran- 
gées suivant  une  première  colonne  verticale;  désignons  ces  quan- 
tités par  Wo,  M|,  Wjî,  ....  Avec  une  quantité  quelconque,  que  nous 
désignerons  parS^^Q,  nous  formerons  une  seconde  colonne  à  coté 
de  la  première,  par  les  égalités 

(i)  ^       2a3=i/j-l-SM,, 

2  Up^i  =  Up-\-Zup, 

Avec  une  seconde  quantité  que  nous  désignerons  par  S^^o,  l'in- 
dice de  S  désignant  une  nouvelle  colonne,  nous  calculerons  la  troi- 
sième colonne  par  la  loi  de  formation 


(2)  2«Wp_K,  =  2m;,-+-  2«m 


p» 


(•)   BiNET,  Sur  le  dénombrement  des  combinaisons  discontigiies  {Comptes 
rendus,  t.  XVII). 
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c'est-à-dire  que  nous  déduisons  la  troisième  colonne  de  la  seconde, 
de  la  même  manière  que  nous  avons  déduit  la  seconde  de  la  pre- 
mière. Par  conséquent,  avec  les  deux  suites  limitées  ou  illimitées 


Uq  Ui  £/]  Ui 

Mo      2»  Mo       2»  Mo      2' Mo 


•  » 


on  forme  un  Tableau  de  sommes  dans  lequel  Tindice  des  S  désigne 
le  rang  de  la  colonne  et  celui  des  u  le  rang  de  la  ligne  {^fig'  ^),  par 
la  loi  générale  de  formation 

1.9+iUp+l  =  ZlUp-^  27-»-»  Mp. 


O 


Fig. 
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Tableau  de  sommes. 


En  d'autres  termes,  le  Tableau  pojssède  par  définition  la  pro- 
priété suivante  :  Un  nombre  quelconque,  à  l'intérieur  d'un  Ta- 
bleau de  sommes,  est  égal  au  terme  placé  au-dessus  de  lui, 
augmenté  du  terme  qui  précède  celui-ci. 

Lorsque  les  termes  de  la  première  colonne  sont  égaux  à  i,  el 
ceux  de  la  première  ligne  qui  suivent  Uq  à  zéro,  on  retrouve  le 
triangle  arithméli(jue.  Comme  le  triangle,  ce  Tableau  devenu  rec- 
tangle possède  des  propriétés  analogues.  Si  l'on  ajoute  les  éga- 
lités (i)  en  supprimant  les  quantités  égales  de  part  et  d'autre,  on  a 


V 


2.ltp^X  =  -Wo-+-  «oH-Wl-+-  "2-+- 


U 


P' 


De  même,  si  l'on  ajoute  les  égalités  obtenues  en  remplaçant  p 
par  6;  1 ,  2,  '  :-:  p,  dans  l'égalité  (li),  on  trouve 

Xî  Up^l  =  2*  Mo  -+-  2  Mo  -H  2  Ml  H-  2  M,  4-  ...  -i-  2  Mp  ; 
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et  de  même,  en  général, 

Cette  relation  subsiste  lorsque  Ton  augmente  tous  les  indices 
des  ]S  d'un  entier  quelconque;  d'ailleurs,  on  suppose  par  conven- 
tion ^^Up=  Up,  pour  l'indice  zéro  des  2.  De  même,  puisque  l'on 
peut  supposer  que  le  Tableau  commence  à  une  ligne  quelconque, 
on  peut  augmenter  tous  les  indices  des  u  d'un  entier  quelconque  a. 
On  a  donc  la  formule  générale 

Par  conséquent  :  Tout  nombre  de  Vintérieur  dun  Tableau 
de  sommes  est  égal  à  la  somme  (Tun  nombre  quelconque  de 
termes  consécutif  s  placés  immédiatement  au-dessus  de  lui  dans 
la  colonne  précédente,  augmentée  du  terme  qui  suit  le  plus 
élevé  de  celle-ci. 

Reprenons  la  première  des  relations  (i).  En  passant  à  la  ligne  et 
à  la  colonne  suivantes,  c'est-à-dire  en  augmentant  successivement 
rindice  de  S  et  celui  de  u  d'une  unité,  on  obtient  les  égalités 

2wi  =       Wo-t--  wo» 
2* «2=  2    MiH-2«Mi, 


2/»+»  Up^i  =I,Pup-i-  ^P^^Up. 


En  les  ajoutant  et  en   supprimant  les  parties  égales  dans  les 
deux  membres,  on  a 


(4)  2P+»apH.i=  Mo-h2MoH-2«Wi-f-  ...  -h  2/»-»-»  m 


P' 


cette  relation  subsiste  dans  toute  l'étendue  de  la  Table,  et  l'on  peut 
augmenter  d'un  entier  quelconque  a  l'indice  des  u.  On  trouve 
ainsi  la  somme  des  nombres  consécutifs  d'une  diagonale  descen- 
dante ^\ ,  tandis  que  la  formule  (3)  donne  la  somme  de  nombres 
consécutifs  d'une  colonne  ^ . 

Si  l'on  suppose  les  nombres  du  Tableau  placés  sur  les  cases 
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il'nn  échiquier  An!  ou  indéHni  uO^,  lu  connaissance  de  deux  suites 
(il!  nombres  placés  dans  les  cases  crises  {Jig.  3)  permet  de  remplir 
Ion  les  les  cases  de  récliiquicran  uinjen  de  l'opération  indiquée  par 
A  {fig-  4)j  le  nombre  contenu  dans  la  case  noire  élan t  éf^là  la  somme 
des  nombres  contenus  dans  les  deux  cases  grises  supérieures.  Celte 
iîfîure,  i|ui  se  reproduit  dans  toulc  l'étendue  de  l'échiquier,  est  la 

Fie-  3- 


Echiqi 


ilhmëtiriui: 


représentation  géométrique  de  la  loi  de  formation  dn  Tableau  des 
sommes. 

Si  l'on  remplace  la  case  grise  de  droite,  dans  A  {fig-  .\),  par 
la  somme  des  nombres  contenus  dans  les  deux  cases  de  la  ligne 


Somma  lion  par  colonnes. 


précédente,  on  obtient  la  _^^.   A,;   puis,   en  répétant  la    même 
opération,  on  a  encore  les  _/7^',  Aj,  Aj,  A,,  ....  Dans  chacune 
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d'elles,  le  nombre  de  la  case  noire  est.  la  somme  des  nombres  con- 
tenus dans  les  cases  grises. 

Au  lieu  de  remplacer  )a  case  grise  de  droite,  on  peut  remplacer 
celle  de  gauche,  dans  A,  cl  l'onoblîent  B,,  B^,  D,,  ...  {Jig.  3),  qui 
correspondent  à  la  seconde  propriété  du  Tableau  des  sommes. 

Fig.  5. 


aHllH 


Sommation  par  diagonales. 

1^  juxtaposition  d'un  nombre  quelconque  de  ces  figures  donne 
autant  de  relations  que  l'on  vent,  et  ainsi  dans  C  clD  {Jig-  6);  la 
somme  des  nombres  renfermés  dans  les  cases  noires  est  égale  à 
celle  des  nombres  eonlenus  dans  les  cases  grises. 


Sommation  par  Iran  s  versait 


\^  fig.  C  nous  montre  comment  on  peut  déduire  la  suite  de 
FlBOMACCt  des  diagonales  ascendantes  du  triangle  arithmétique. 

6.  aénérftIisationB  du  Tableau  des  sommes  et  de  la  suite  de  Fl- 
Imoac^.  —   On  peut  considérablement  amplifier  les  considéra- 
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terminer  le  nombre  des   manières  de  lire  le  mot  cabalistique.  Le  nombre 
des  lectures  se  calcule  parle  Tableau  {fig,  ii). 


Fig.  II. 
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Marclics  du  roi  des  échecs. 

Chacun  des  nombres  du  Tableau  est  c«;al  au  nombre  place  au-dessus  de 
lui,  au<;:menté  des  deux  nombres  voisins:  la  somme  des  nombres  de  chaque 
li;;ne  est  une  puissance  de  3.  D'ailleurs,  nous  verrons  plus  loin  que  le 
triangle  de  Pascal  représente  les  C(>eflloient»î  du  développement  de  la  puis- 
sance (JT-Hi)'»  du  binùme,  et  que  le  Tableau  |>récédent  représente  les 
coefficients  du  développement  de  (.r'-f-  t  -f-  i)". 

Le  calcul  précédent  j)ermet  de  déterminer  successivement  le  nombre 
des  marches  du  Roi  au  jeu  des  échecs,  en  supposant  que  le  roi  avance 
continuellement  d'un  ran«;  vers  le  camp  opposé,  sur  un  échiquier  illimité, 
c'est-à-dire  en  progressant  j)ar  cases  consécutives  dans  les  trois  sens 
y  >J.  ^  .  Mais,  dans  le  cas  d'un  échiquier  limité,  il  faut  mettre  des  zéros 
sur  les  cases  qui  correspondraient  à  l'extérieur  de  l'échiquier,  tout  en  con- 
servant la  même  loi  de  formation. 
Exemple  III,  —  De  combien  de  manières  un  pion  du  jeu  de  dames,  placé 

Fip.  12. 
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Marches  du  ]iion  du  jeu  de  dames. 

en  un  coin  du  damier,  peut-il  se  rendre  sur  le  bord  opposé,  c'est-à-dire  en 
progressant  [)ar  cases  consécutives  dans  l'un  des  deux  sens   ^/    et    V   . 
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On  forme  un  Tableau  comme  celui  du  triangle  arithmétique)  dans  lequel 
chaque  nombre  du  Tableau  est  égal  à  la  somme  des  deux  nombres  de  la 
ligne  précédente  qui  sont  les  plus  rapprochés  {fig»  ri).  Si  l'on  fait  la  somme 
des  nombres  de  chaque  ligne,  ainsi  que  nous  l'avons  calculé  à  gauche  de  la 
figure,  on  trouve  pour  le  damier  de  lo  cases  de  côté  que  le  nombre  demande 
est  126. 

En  général,  si  le  damier  a  2/1  cases  de  côté,  le  total  de  la  dernière  ligne 
est  égal  au  nombre  G  ï^i|  du  triangle  de  Pascal,  et  si  le  damier  a  (2/1  H-  1) 
cases  de  côté,  le  total  est  égal  à  G,;,. 

Exemple  IV,  —  On  trouve  dans  le  tome  IV  du  Recueil  des  Machines 
(le  r Académie  des  Sciences  (1704)  la  description  d'un  appareil  ingénieux 
pour  opérer  automatiquement  Taddition  et  la  soustraction,  et  qui  appar- 
tient au  Gonservatoire  des  Arts  et  Métiers;  c'est  V Abaque  de  Perrault. 
Tout  récemment  cet  appareil  a  été  perfectionné  et  publié,  à  Paris,  sous 
le  nom  àWrithmo graphe  de  Troncet. 
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CHAPITRE  II. 


SOUSTRACTION   DES  NOMBRES  ENTIERS. 


7.  Soustraction  des  nombres  e[ntiers.  —  Reste,  excès  ou  diffé- 
rence. 

La  difTérence  de  deux  nombres  ne  change  pas  lorsqu'on  les  aug- 
mente d'une  même  quantité. 

Opération  de  la  soustraction  par  Faddition.  —  Preuve  de  l'opé- 
ration. 

8.  Introduction  des  nombres  entiers  négatifs.  —  Convention  de 
Descaktes.  —  Signes  des  segments. 

Quelles  que  soient  les  positions  respectives  A,  B,  C  de  trois  points 
on  ligne  droite,  on  a  l'idcnlité 

AB  -f-  BG  -h  CA  =  o. 

Coordonnées  des  points  d'intersection  de  deux  systèmes  de  droites  pa- 
rallèles. —  Coordonnées  des  cases  d'un  échiquier  fini  ou  indéfini.  —  La  no- 
tation expressive  des  cases  de  l'échiquier  due  àVANDERMONDE^et  dérivée  du 
système  des  coordonnées  de  Dëscartes,  s'applique  à  un  très  grand  nombre 
de  jeux  de  calcul  et  de  combinaisons,  comme  les  échecs,  les  dames,  le  so- 
litaire, etc.  Cette  méthode,  la  plus  simple,  la  plus  commode,  la  plus  géné- 
rale, aurait  dû  être  acceptée  depuis  lonj^remps. 

Deux  cases  de  l'échiquier  {x,  y)  et  {x\  y')  sont  sur  une  même  parallèle 
à  la  diagonale  descendante  ^^,  si  l'on  a  x  —  x' =  y — y. 

Elles  sont  sur  une  même  parallèle  à  la  diagonale  ascendante,  si  l'on  a 
X  ->r  zx^  —  y  —  sr',  en  désignani  par  t  un  des  nombres  -4-  j  ou  —  i.  Deux 
cases  du  damier  sont  do  même  couleur,  ou  de  couleurs  différentes,  si  les 
sommes  x  ±iy  et  x  ■±.y'  sont  ou  ne  sont  pas  de  même  parité. 

9.  Somme  algébrique.  —  La  soninie  al;;(*l)riqiie  de  nombres  en- 
tiers, positifs  ou  négatifs,  est  indépendante  do  Tordre  des  termes. 

Pour  ajouter  plusieurs  sommes  alj^éhriques,  il  suffit  de  les  pla- 
cer les  unes  à  la  suite  des  autres,  avec  les  signes  respectifs  de  cha- 
cun de  leurs  termes. 
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Pour  retrancher  une  somme  algébrique,  on  Fécrit  à  la  suite,  en 
changeant  les  signes  de  tous  ses  termes. 

Dans  l'égalité  de  deux  sommes  algébriques,  on  peut  faire  passer 
un  terme  d'un  membre  dans  l'autre  en  changeant  son  signe. 

Les  théorèmes  de  l'addition  s'appliquent  aux  nombres  entiers 
algébriques,  soit  que  ces  nombres  proviennent  des  données,  soit 
qu'ils  proviennent  des  opérations. 

10.  Inégalités.  —  Définition  et  signes.  —  Valeur  absolue  d'un 
nombre  négatif. 

On  peut  ajouter  ou  retrancher  une  même  quantité  aux  deux 
membres  d'une  inégalité. 

On  peut  faire  passer  un  terme  d'un  membre  dans  l'autre  en  chan- 
geant son  signe. 

On  peut  changer  tous  les  signes  des  termes  d'une  inégalité  en 
changeant  le  signe  de  l'inégalité. 

On  peut  ajouter  membre  à  membre  des  inégalités  de  même  sens. 

11.  Tableau  de  différences.  —  Soit  une  suite  de  quantités  quel- 
conques 

Uqj       U\^       Uij       •••«       f^i  )       .... 

Si  l'on  retranche  chacune  d'elles  de  la  suivante,  on  forme  la  suite 
de  leurs  différences  premières,  que  l'on  représente  par 

Aao,     ^Ui,     Auv,     ...,     Au/},     ...y 
et  l'on  a,  par  définition, 

Si  Ton  opère  sur  la  seconde  suite  comme  sur  la  première,  on 
forme  une  troisième  suite,  les  différences  secondes ,  que  l'on 
représente  par 

A^Mj,     A»  a,,     A«W2,     ...,     A*w^,     ..., 

et  l'on  a,  par  définition, 

A«art  =  Att„4.,— Aa„. 

En  général,  on  forme  les  différences  d'ordre  (/>  -|-  i)  de  la  suite 
E.  L.  —  I.  2 
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initiale,  au  moyen  des  différences  d'ordre/?,  par  la  relation 

On  construit  le  Tableau  des  différences  par  colonnes,  à  gauche 
de  la  colonne  des  u;  mais,  si  Ton  observe  que  l'on  a 

on  voit  que  les  termes  du  Tableau  jouissent  de  la  propriété  qui 
sert  de  loi  de  formation  au  Tableau  des  sommes  (Jiff*  i3). 


0 


Fig.  i3. 
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Tableau  de  différences. 


12.  Tableau  de  sommes  et  de  différences.  —  On  peut  accoler  le 
Tableau  des  différences  au  Tableau  des  sommes,  en  superposant  les 
colonnes  des  w,  et  le  nouveau  Tableau  possédera,  dans  toute  son 
étendue,  les  propriétés  du  Tableau  des  sommes  que  nous  avons 
représentées  par  les  A,  B,  C,  D  (Jî^-  4?  5,  6). 

En  exprimant  ces  propriétés  par  des  formules  algébriques,  on 
voit  que  celles-ci  subsistent  lorsque  l'on  augmente  ou  que  Ton  di- 
minue tous  les  indices  des  S  et  des  A  d'une  même  quantité,  en  po- 
sant conventionnellement 

Z-PUn  =  APM;,,  20  M„  =  Uny 

l-PUn  =  ^PU„,  AOun  =  Un. 

Si  l'on  connaît  la  suite  des  u  pour  des  indices  négatifs,  on  peut 
étendre  le  Tableau  indéfiniment  dans  tous  les  sens.  On  progresse 
par  addition  vers  la  droite  ->  ou  vers  le  bas  | ,  et  par  soustraction 
vers  la  gauche  -<-  ou  vers  le  haut  f  (  fig.  i4). 
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Les  formules  algébriques,  équivalentes  aux  fig.  A,  B,  C,  D, 
subsistent  quelles  que  soient  les  valeurs  positives,  nulles  ou  néga- 
tives, des  nombres  donnés  (qui  sont  renfermés  dans  les  traits  forts) 
lorsque  l'on  augmente  les  indices  des  2  et  des  A  d'une  même  quan- 
tité, ou  encore  les  indices  des  u  d'une  quantité  quelconque. 
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Tableau  de  sommes  et  différences. 

Le  Tableau  de  sommes  possède  encore  des  propriétés  impor- 
tantes. Si  l'on  multiplie  tous  les  termes  par  un  même  nombre  ou 
si  l'on  change  les  signes  de  tous  les  termes,  on  obtient  encore  un 
Tableau  de  sommes.  Plus  généralement,  si  l'on  superpose  plusieurs 
Tableaux  de  sommes,  après  avoir  multiplié  respectivement  les 
termes  de  chacun  d'eux  par  des  nombres  quelconques,  les  nombres 
obtenus  en  faisant  les  sommes  algébriques  dans  chaque  case  for- 
ment encore  un  Tableau  de  sommes. 


13.  Sommes  alternées.  —  On  appelle  somme  alternée  de  n  quan- 
tités positives  ou  négatives^  Wq»  "o  ^2,  .  • .,  la  somme  algébrique 
de  ces  quantités  prises  alternativement  avec  le  signe  -f-  et  avec  le 
signe  — ,  c'est-à-dire  la  valeur  de 


Mo  —  Mi-+-  Mj—  M34-  — 
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Les  propriétés  qui  résullcnl  des  fig.  A,  li,  C,  D  du  Chapitre  I 
peuvciil s'énoncer  delà  manière  suivante  :  Si  l'on  prend  avec  leurs 
signes  les  nombres  contenus  dans  les  cases  noires  et  avec  les  5i{^nes 
contraires  les  nombres  contenus  dans  les  cases  grises,  la  somme 
algébrique  des  nombres  d'un  Tableau  de  sommes  el  difTérences  com- 
pris sur  ces  figures  est  toujours  nulle. 

Si  l'on  déplaceA(^^.  4)  horizon talcment,  en  changeant,  à  cbaque 
déplacement  d'un  rang,  la  couleur  des  cases,  on  obtient  les  figures 
lellcs  que  E  qui  permettent  de  calculer  les  sommes  alternées  des 
termes  d'une  même  ligne  {Jig-  i5). 

En  particulier,  pour  le  triangle  de  Pascal,  la  somme  alternée  d'un 
nombre  quelconque  de  termes  d'une  même  ligne,  à  partir  du  pre- 
mier, est  égale  en  valeur  absolue  au  terme  placé  au-dessus  du  der- 
nier dans  la  ligne  précédente. 

Si  l'on  déplace  A  {Jig.  4)i  parallèlement  à  la  diagonale  ascen- 
dante ^  ,  en  changeant  à  chaque  déplacement  la  couleur  des  cases. 


FiR.  .5. 


Soronalion  alterna. 

on  obtient  des  figures  telles  que  V  {Jlg-  i6),  qui  permettent  de 
calculer  les  sommes  alternées  des  termes  d'une  parallèle  à  la  dia- 
gonale ascendante. 


Ainsi,  pour  le  triangle  de  Pascal,  la  somme  alternée  de  tous  les 
termes  d'une  diagonale  ascendante  est  égale  à  la  dilTérence  des 
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sommes  alternées  des  termes  des  deux  diagonales  précédentes;  mais, 
si  l'on  calcule  les  termes  de  la  suite 

^0»         ^1»         ^î»  '  '  *  7         ^fll  .... 

par  la  formule  de  récurrence 

avec  les  conditions  initiales  Uo  =  i,  Ui=  i ,  on  trouve  que  ces  termes 
se  reproduisent  périodiquement  de  six  en  six,  dans  l'ordre 

4-1,    o,    —I,    — i,    o,    -hi; 

par  conséquent,  cette  somme  alternée  est  toujours  égale  à  o  ou  à 
-f-  I  ou  à  —  I. 

Remarque.  —  Telles  sont  les  lois  qui  régissent  l'addition  et  la 
soustraction  de  deux  suites  de  nombres  quelconques,  l'une  repré- 
sentée par  w„,  l'autre  par  S^Wo,  en  donnant  à  n  toutes  les  valeurs 
entières.  On  pourrait  les  étendre  à  trois  suites  et  plus. 

D'ailleurs  il  nous  semble  qu'il  n'y  en  a  pas  d'autres,  si  l'on  ne 
veut  empiéter  sur  le  domaine  de  la  multiplication,  c'est-à-dire  de 
l'addition  des  nombres  égaux.  Toutes  ces  relations  s'expriment  au 
moyen  des  signes  -+-  et  —  de  l'addition  et  de  la  soustraction,  et  de 
leurs  symboles  extensifs  S  et  A. 

Exemple  I.  —  On  a,  dans  la  série  de  Fibonacci, 

Uq  —  Ut  -\-  Ui  —  U3  -h  .  .  .  -\-  Z  Up  =  t  Up-i  —  1  , 

e  désignant  -+- 1  ou  — i,  suivant  que/)  est  pair  ou  impair. 

Exemple  IL  —  Exprimer,  au  moyen  de  la  notation  GJI,  les  propriétés 
qui  résultent  des  Jig,  A,  B,  C,  E,  F  pour  les  termes  du  triangle  de  Pascal. 
On  a 

(  A)  G2:|  =  C2  -h  C^-i  -h  G2-,  -^. . .+  CJ, 

(  B)  CJ^,  =  G?  +  G^lJ  +  G^I»  4-. . . , 

^C)  i-+-G^H-G|_i  4- G^_j -+-...=  M;,+j, 

Up^t  désignant  le  terme  correspondant  de  la  suite  de  Fibonacci;  puis 

(F)  I  —  GJI, -+- GJ^j  —  GJ_, -+-...=  o,    OU-+-I,    ou— i; 

(  E  )  ,_  Gji  +  G«  -  G^  -+-...-+-  e  G^  =  e  G^-t , 

£  désignant  + 1  ou  —  i  suivant  que  q  est  pair  ou  impair. 
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Exemple  fil,  —  Extension  du  triangle  de  Pascal.  —  On  prolonge 
dans  tous  les  sens  le  triangle  de  Pascal,  avec  la  convention  C^  =  i,  pour 
toutes  les  valeurs  entières  de/?,  positives,  nulles  ou  négatives. 
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Extension  du  triangle  de  Pascal. 

On  voit  qu'il  faut  supposer  C^  =  o,  pour  q  négatif,  ou  pour  p  positif 
avec  q  '>P'  De  plus,  on  voit  que  l'on  a,  pour/?  positif, 

en  supposant  e  égal  à  +  i  ou  à  —  i  suivant  que  q  est  pair  ou  impair.  En 
d'autres  termes,  si  Ton  ne  tient  pas  compte  des  signes,  le  Tableau  de 
Pascal  prolongé  vers  le  haut  reproduit  le  triangle,  les  lignes  remplaçant 
les  diagonales  *-:k. 


14.  Des  variations  de  signes.  —  Dans  une  suite  de  nombres  po- 
sitifs ou  négatifs,  on  dit  que  deux  termes  consécutifs  présentent  une 
variation  lorsqu'ils  sont  de  signes  contraires,  et  une  permanence 
lorsqu'ils  ont  le  même  signe. 

Si  l'on  introduit  un  terme  entre  deux  termes  successifs.de  signes 
contraires,  le  nombre  des  variations  ne  change  pas. 

Si  l'on  introduit  un  terme  entre  deux  termes  successifs  de  même 
signe,  le  nombre  des  variations  ne  change  pas  ou  augmente  de  deux 
variations. 

Si  l'on  introduit  un  nombre  quelconque  de  termes  entre  les  termes 
d'une  suite,  le  nombre  des  variations  ne  peut  diminuer,  mais  il  ne 
peut  augmenter  que  d*un  nombre  pair. 

Entre  deux  termes  quelconques  de  signes  contraires,  il  y  a  un 
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nombre  impair  de  variations.  Entre  deux  termes  de  même  signe,  il 
n'^  a  pas  de  variation  ou  il  y  a  un  nombre  pair  de  variations. 

Le  nombre  des  variations  ou  des  permanences  d'une  suite  ne 
change  pas  quand  on  change  les  signes  de  tous  les  termes. 

Exemple  I,  —  Échiquier  anallagmatique  de  Sylvester.  —  L'échi- 
quier anallagmatique  est  un  carré  formé  <le  cases  noires  et  blanches,  en 
nombre  égal  ou  inégal,  de  telle  sorte  que,  pour  deux  lignes  ou  pour  deux 
ColonDea  quelconques,  le  nombre  de  variations  des  couleurs  est  toujours 
égal  au  nombre  des  permanences. 

On  a  les  deux  échiquiers  anallagmatiques  et  complémentaires  A  et  B,  de 
deux  cases  de  cAté;  aux  cases  blanches  de  l'un  correspondent  des  cases 
noires  dans  l'autre  {fig.  i8). 

Avec  ces  deux  échiquiers,  on  formera  de  même  les  échiquiers  complémen- 
taires de  quatre  cases  de  côté  A'  et  B'.  Si,  dans  celte  ligure,  on  remplace 
respectivement  A  et  B  par  A'  et  B',  on  obtient  les  échiquiers  complémen- 
taires de  huit  cases  de  c6té  et  ainsi  de  suite,  en  doublant  le  nombre  des 
cases  sur  chaque  c6té.   D'ailleurs,  il  est  évident  que  l'on  peut  déduire 

Fig.  18. 
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d'un  échiquier  anallagmatiquc  un  grand  nombre  d'autres,  soit  en  échan- 
geant deux  rangées  quelconques,  soit  en  changeant  les  couleurs  des  cases 
d'une  rangée  quelconque.  Le  dernier  carré  S  est  un  échiquier  anallagma- 
tique  indiqué  par  Svlvester;  il  a  été  reproduit  comme  dallage,  en  marbre 

Exemple  II.  —  Amusements  par  tes  jetons.  —  Voir  len"  701  du  jour- 
nal La  Nature. 
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CHAPITRE  III. 


MULTIPLICATION  DES  NOMBRES  ENTIERS. 


15.  Multiplication  de  deux  nombres  entiers.  —  Addition  abré- 
gée de  nombres  égaux.  Multiplicande,  multiplicateur.  —  Pro- 
duit, 

Un  nombre  b  est  dît  double,  triple,  quadruple,  . ..,  multiple 
d'un  nombre  donné  a,  lorsqu'il  est  le  produit  de  celui-ci  par  un 

nombre  2,  3,  4?  •  •  •  «  '*• 

Formation  des  multiples  d'un  nombre  entier  a  par  additions  suc- 
cessives 

o,     a,     2a,     3a,     4^)     •••?     i^^i     •••• 

Inversement,  on  dit  que  a  est  sous-double,  sous-triple,  ,..j  sous- 
multiple  de  6,  ou  qu'il  en  est  la  moitié,  le  tiers,  le  quart,  ...,  le  /i**"*. 
On  dit  encore  que  le  nombre  b  est  divisible  par  a  et  que  celui-ci 
mesure  ou  divise  6,  ou  encore  est  un  diviseur,  xxxi  facteur  ovl  une 
partie  aliquote  de  b.  On  doit  noter  la  distinction  entre  le  diviseur 
et  la  partie  aliquote;  ainsi  b  est  considéré  comme  un  diviseur  de 6, 
et  n'est  pas  considéré  comme  une  partie  aliquote  de  6. 

16.  Multiplication  des  sommes  algébriques.  —  Multiplication 
d'une  somme  algébrique  par  un  nombre  entier  : 

m{^a  -\-h  —  c)  —  ma  -\-  mh  —  me. 

Tout  nombre  qui  en  divise  un  autre  divise  tous  ses  multiples. 
Tout  nombre  qui  en  divise  plusieurs  autres  divise  la  somme  algé- 
brique de  multiples  quelconques  de  ces  nombres. 

Multiplication  de  deux  sommes  algébriques.  —  Règle  des 
signes. 
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17.  Numération  décimale.  —  Objet  de  la  numération  en  gé- 
néral. —  Système  de  numération  décimale.  —  Numération  parlée 
et  numération  écrite.  —  Valeurs  absolues  et  valeurs  relatives  des 
chifTres.  —  Emploi  du  zéro. 

Addition  et  soustraction  dans  le  système  décimal.  —  Méthode 
des  compléments.  —  Calcul  mental.  —  Multiplication. 

Exemple  I.  —  Exemples  d'addition  : 


99999 

N 

V.   99999 

99999 

99999 

99999 

99999 

99999 

99999 

99999 

99999 

99999 

99999 

99999 

99999 

«99998  299997  399996  49999» 

Exemple  II,  —  Devinette  :  On  dit  à  une  personne  d'écrire  trois  nombres 
de  cinq  chiffres,  en  annonçant  que  Ton  écrira  trois  autres  nombres,  pour 
former  le  total  299997.  —  Il  suffit  de  placer  au-dessous  de  chacun  des 
nombres  écrits  par  la  personne  des  nombres  dont  les  chiffres  soient  les 
compléments  à  9  des  chiffres  écrits  au-dessus.  Le  total  sera  3  x  99999*  Ce 
problème  peut  être  varié  de  bien  des  manières. 

Exemple  III.  —  La  Table  de  Pythagore  avec  les  deux  mains. 
Si  Ton  sait  les  produits  des  entiers  jusqu'à  cinq  fois  cinq,  on  obtient  le 
produit  des  autres  jusqu'à  neuf  fois  neuf  par  l'artifice  suivant.  Soit  à  multi- 
plier (5  -h  a)  par  (5  4-  b)\  dans  Tune  des  mains,  on  lève  a  doigls  et  l'on 
baisse  les  autres  en  nombre  (5  —  a)\  dans  l'autre  main,  on  lève  b  doigls 
et  Ton  baisse  les  autres  en  nombre  (5  —  b).  Cela  fait,  le  produit  se  com- 
pose d'un  nombre  de  dizaines  égal  au  nombre  de  tous  les  doigts  levés, 
plus  le  produit  des  unités  que  représentent  les  doigts  baissés.  Cet  artifice 
se  vérifie  par  l'identité 

(5 -+- a)  (5 -+- 6)  =  io(a -+- 6) -f- (5  —  a)  (5  —  6). 
Ce  procédé  est  employé  couramment  en  Syrie. 

18.  Tables  de  multiplication.  —  La  première  colonne  et  la  pre- 
mière ligne  de  la  Table  forment  la  série  des  nombres  entiers.  On 
forme  la  seconde  colonne  en  ajoutant  successivement  le  nombre  a, 
la  troisième  colonne  en  ajoutant  successivement  le  nombre  3,  et 
ainsi  de  suite. 
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De  cette  façon  la  Table  de  Pythâgore  peut  être  étendue  rapide- 
ment dans  le  sens  horizontal  ou  dans  le  sens  vertical.  Comme  véri- 
fication, les  lignes  et  les  colonnes  se  reproduisent  de  dix  en  dix,  à 
partir  de  la  première,  par  Fadj onction  du  zéro. 

L'observation  de  la  Table  de  Pythâgore  montre  que  le  produit 
de  deux  nombres  ne  change  pas  lorsqu'on  les  remplace  l'un  par 
l'autre.  On  démontre  ce  théorème  par  figuration  géométrique  ou 
en  faisant  voir  que,  si  Ton  a 

au  =  bOy 

on  a  encore  des  produits  égaux  en  augmentant  l'un  des  facteurs 
d'une  unité,  c'est-à-dire  que 

a{b-r- 1)  =  (6  H-  i)a. 

Facteurs  d'un  produit.  —  Preuve  de  la  multiplication  de  deux 
nombres  inégaux. 

Il  existe  des  Tables  de  multiplication  très  étendues.  Les  Bechen- 
ta/eln,  par  Crelle,  contiennent  tous  les  produits  des  nombres 
de  trois  chiffres.  Pour  la  multiplication  des  nombres  ayant  plus  de 
trois  chiffres,  on  procède  par  paquets  ou  par  tranches  de  trois 
chiffres. 


Quatre  éditions  stéréotypées  de  ces  Tables  de  calcul,  ouvrage  très  pra- 
tique, ont  été  publiées  par  le  D*"  Bremiker  ( Paris,  Gauthier- Villars,  1880). 

Le  premier  ouvrage  de  ce  genre  est  intitulé  :  Tabulée  arithmeticœ  uni- 
versaleSf  par  Hervart  de  Hohemrurg  ;  il  contient,  en  mille  pages  in-folio, 
les  produits  des  mille  premiers  nombres.  Il  date  de  1610,  quatre  ans  avant 
l'apparition  du  Canon  miri/icus,  de  Neper.  Pendant  longtemps,  Tinven- 
tion  des  logarithmes  a  nui  aux  calculs  exacts  et,  par  suite,  à  la  théorie  des 
nombres. 

Exemple  I.  —  Multiplication  d'un  nombre  par  11,  1 1 1 ,  1111,  . . . .  — 
Au  lieu  d'écrire  le  multiplicande,  le  multiplicateur  11,  puis  deux  fois  le 
multiplicande  avant  d'avoir  le  produit,  on  obtient  tout  de  suite  celui-ci  de 
la  manicMC  suivante.  On  écrit  le  chiiïrc  des  unités,  on  ajoute  le  chiffre  des 
unités  à  celui  des  dizaines,  puis  le  chiffre  des  dizaines  à  celui  des  centaines, 
el  ainsi  de  suite  en  tenant  compte  des  retenues.  Par  exemple,  les  quatre 
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premières  puissances  de  11  sont  dans  le  Tableau  ci-dessous;  ce  sont  les 
quatre  premières  lignes  du  triangle  de  Pascal  : 


Fig.  19. 

Onze I    I 

Carré  de  onze. 121 

Cube  de  onze i  3  3  i 

Bicarré  de  onze 1464  i 

Puissances  de  onze. 


De  même,  pour  multiplier  un  nombre  quelconque  par  m,  on  suppose 
deux  zéros  écrits  à  la  droite  et  deux  zéros  à  la  gauche  du  nombre  donné  ; 
puis  on  fait  successivement  les  sommes  de  trois  chiffres  en  commençant 
par  la  droite  et  en  tenant  compte  des  retenues. 

De  même,  pour  multiplier  par  un,  uni,  ...  ;  on  a  ainsi  des  exemples 
extraits  du  Talkhys  d'iBN  Albanna  (au Maroc,  xiii*  siècle). 


Fig.  20. 
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Exemple  II,  —  Multiplication  d'un  nombre  par  9,  99,  999,  ....  —  Pour 
multiplier  un  nombre  par  9  ou  (10  —  1),  on  ajoute  par  la  pensée  un  zéro  à 
sa  droite  et  Ton  retranche  le  chiffre  des  unités  de  dix,  puis  celui  des  di- 
zaines de  celui  des  unités,  le  chiffre  des  centaines  de  celui  des  dizaines,  et 
ainsi  de  suite,  en  tenant  compte  des  retenues.  Ainsi 

12  345  679  X  9  =  ni   ni   ni. 


De  même,  pour  multiplier  un  nombre  par  99  ou  (100  —  i),  on  ajoute  par 
la  pensée  deux  zéros  à  sa  droite,  et  l'on  retranche  successivement  chacun 
des  chiffres  du  deuxième  à  droite.  Et  ainsi  pour  999,  .... 


iS 
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Pour  multiplier  par  8,  on  multiplie  par  ^lo  —  a)  ou  par  (9  —  1);  roici 
quelqut!s  exemples  curieux  de  multiplication  : 

Fig.  ai. 
12  345  679  X  8  =  98  765  43a 
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Multiplications  curieuses. 

Exemple  lll.  —  Carrés  et  produits  de  nombres  Jormés  d'un  même 
chiffre.  —  Ces  exemples  sont  extraits  du  Talkhys. 


Fig. 

22. 

9»=      81 

9.7          =         63 

99»  =       9801 

99.77        =        7G23 

999*  =      998001 

999-777      =      776223 

9999*=    99980001 

9999-7777    -    77762223 

99999*  =  999980000 1 

99999-77777  =  77776222-23 

Tirée  du 

Talkhys. 
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Exemple  IV.  —  Le  carré  du  nombre  9090909091  est  un  nombre  formé  de 
deux  parties  identiques.  II  en  est  de  même  du  carré  de  ses  neuf  premiers 
multiples. 

19.  Multiplication  rapide.  —  On  peut  effectuer  très  rapidement 
la  multiplication  de  nombres  de  deux,  trois,  quatre,  cinq  chiffres 
par  une  méthode  qui  se  trouve  exposée  dans  le  Liber  Abbaci,  Cette 
méthode  permet  d'écrire  presque  immédiatement  le  produit,  sans 
écrire  les  produits  partiels.  Nous  l'expliquerons  sur  deux  nombres 
de  trois  chiffres;  si  les  facteurs  n'ont  pas  le  même  nombre  de  chif- 
fres, on  complète  l'un  d'eux  par  des  zéros  ajoutés  soit  à  droite,  soit 
à  gauche. 

Soient  {fig*  28)  abcQipqr  deux  nombres  écrits  dans  le  système 
décimal.  On  forme  le  produit  cr\  on  écrit  le  chiffre  des  unités  de 
ce  produit,  et  l'on  ajoute  la  retenue  «ttix  deux  produits  br  et  cq 

Fig.  23. 
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Multiplication  rapide,  au  xiii*  siècle. 

qui  représentent  les  dizaines;  on  écrit  le  chiffre  des  unités  de  ce 
total  qui  est  le  chiffre  des  dizaines  du  produit,  et  l'on  ajoute  la  re- 
tenue à  la  somme  des  centaines  ar-^bq-^-cp^  et  ainsi  de  suite, 
conformément  au  Tableau  {Jig.  23). 

âO.  BAtons  néi>érien8*  —  Jean  Neper,  baron  de  Markinston,  en 
Ecosse,  a  indiqué  en  1617,  dans  sa  Rhabdologie,  une  ingénieuse 


3o 
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méthode  de  calcul  pour  simplifier  la  multiplication  et  la  division. 
Le  tableau  chiffré  {Jig*  ^4)  représente  la  Table  de  Pythagore  dé- 
coupée en  dix  bâtons  ou  planchettes  :  la  planchette  à  gauche  est 
fixe  ;  toutes  les  autres  sont  mobiles  et  peuvent  être  permutées  de 
toutes  les  façons.  Pour  l'enseignement,  on  les  appuie  sur  un  tableau 
muni  d'une  rangée  de  clous  sur  la  ligne  horizontale  supérieure  ;  on 
peut  y  suspendre  les  planchettes,  préalablement  percées  d'une  ou- 
verture à  la  partie  supérieure.  Chacun  des  carrés  de  la  Table  est 
divisé  en  deux  triangles,  par  une  diagonale  ;  dans  le  triangle  du  bas, 
on  trouve  les  unités  de  chacun  des  produits,  dans  celui  du  haut  et 
à  gauche  se  trouve  le  chiffre  des  dizaines.  Supposons  que  l'on  ait 
placé  à  côté  de  la  barre  fixe,  à  gauche,  les  tablettes  portant  en  haut 
et  en  bas  les  n®"  7,  5,  8,  on  obtient  presque  immédiatement  les 
produits  de  758  par  tous  les  nombres,  de  1  à  9.  Ainsi,  par  exemple, 
devant  le  6  de  la  colonne  fixe,  on  trouve  horizontalement  et  en 


k        b        W        ^ 

Fragments  des  bâtons  de  Neper. 


faisant  l'addition  parallèlement  à  la  diagonale  ^*^  des  carrés,  le 
produit  4548,  qui  est  le  produit  de  758  par  6.  De  même,  pour 
les  autres  produits  par  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9. 

Donc  les  réglettes  de  Neper  permettent  de  trouver  rapidement, 
sans  qu'il  soit  nécessaire  de  savoir  sa  Table  de  Pjthagore,  mais  par 
une  simple  addition  de  deux  chiffres,  tous  les  produits  partiels 
d'un  nombre  de  dix  chiffres  et  plus.  Ainsi,  la  multiplication  se 
trouve  ramenée  à  l'addition,  et  cette  opération  se  trouve  d'autant 
plus  facilitée  qu'il  s'agit  de  nombres  de  plus  en  plus  grands. 

La  belle  invention  de  Neper  provient  peut-être  d*une  remarque  sur  Tune 
des  nombreuses  manières  d'effectuer  la  multiplication  chez  les  Persans  et 
chez  les  Arabes.  Voici,  par  exemple,  la  copie  de  la  multiplication  de  53i 
par  342  tirée  du  Traité  d'Arithmétique  d'AsouL  Haçan  Ali  ben  Moh4M- 
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MED,  le  Koraïchite,  plus  connu  sous  le  nom  (I'Alkalçadi,  auteur  arabe  qui 
mourut  vers  1480.  Nous  avons  tenu  compte  de  la  différence  d'orientation 
de  récriture  arabe  avec  la  nôtre  {Jîg^  iS). 

Fig.  25. 


Multiplication  arabe  par  réseaux. 


21.  Réglettes  multiplicatrices.  —  Dans  un  Mémoire  sur  les 
moyens  de  faciliter  le  calcul,  publié  dans  les  Annales  de  Mathé- 
matiques (t.  VII,  1817),  Gergonne  approuve  l'emploi  des  ba- 
guettes de  Neper  et  constate  qu'après  la  découverte  des  loga- 
rithmes elles  tombèrent  dans  un  oubli  absolument  immérité. 

D'autres  essais  du  même  genre  n'ont  pas  été  plus  heureux,  parce 
que  ces  baguettes  ne  donnent  que  les  produits  partiels  de  la  mul- 
tiplication, c'est-à-dire  les  multiplications  de  nombres  quelconques 
par  les  neuf  premiers  nombres.  Il  a  été  aussi  publié  des  Tables  de 
tous  les  produits  des  nombres  de  quatre  et  cinq  chiffres,  par  des 
nombres  d'un  seul  chiffre;  en  particulier,  on  doit  citer  celles  de 
Cadet  publiées  à  Paris,  en  1797;  celles  de  Bretschneider,  à  Go- 
tha, en  1827;  et,  plus  récemment,  les  Tables  de  Tripier.  Cepen- 
dant l'emploi  de  ces  Tables,  pour  les  grands  calculs,  est  inférieur 
à  l'usage  des  réglettes  népériennes,  surtout  lorsque  l'on  se  sert 
de  réglettes  imprimées  sur  les  quatre  faces,  ou  de  rouleaux  népé- 
riens. 

Le  Conservatoire  des  Arts  et  Métiers  possède  une  importante 
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collection  d^appareils  de  ce  genre,  parmi  lesquels  nous  cilero 
plus  particulièrement  Tappareil  de  M.  de  Maximovitch,  qui  pei 
met  d'imprimer  instantanément  les  colonnes  de  la  Table  de  P; 
thagore  dans  un  ordre   quelconque.  Nous   citerons  aussi   les  r 
glettes  de  M.  Pruvost-le-Guay  publiées  à  Paris,  en   1890,   av 
des  améliorations  successives,  dans  lesquelles  les  bâtons  de  Nep^S 

sont  réunis  par  deux,  ce  qui  simplifie  considérablement  leur  em 

ploi. 

On  a  aussi  cherché  à  supprimer  Taddition  de  deux  chiffres  dan    - 
l'emploi  des  bâtons  de  Néper.  Nous  devons  rappeler  les  essais  inté- 
ressants du  D*"  RoTH,  dans  son  Prompt  multiplicateur  et  divf^ 
seur,  publié  à  Paris,  en   iS^i.  Mais  nous  devons  signaler  surtout 
les  réglettes  de  Genaille  qui  donnent  sans  aucune  addition   tous 
les  produits  partiels. 

Nous  avons  publié  à  la  librairie  Belin,  à  Paris,  en  i885,  en  collaboration 
avec  M.  Genaille,  quatre  boites  de  réglettes  pour  la  simplification  des 
calculs,  à  savoir  : 

I.  Les  Réglettes  multiplicatrices,  appareils  à  calculs  exacts  et  instan> 
tanés  pour  simplifîer  la  multiplication  et  la  division. 

H.  Les  Réglettes  multisectrices,  appareils  à  calculs  exacts  et  instan- 
tanés pour  simplifier  la  division. 

III.  Les  Réglettes  Jlnancières  pour  simpliGer  les  calculs  Gnanciers  et 
commerciaux. 

IV.  Les  Réglettes  népériennes,  joujoux  calculateurs  ayant  pour  but  de 
simplifier  J'étude  et  de  faciliter  la  pratique  des  opérations  de  rArithmé- 
tique. 

Depuis  quelques  années,  M.  Genaille  a  su  résoudre,  d'une  manière 
simple  et  complète,  le  problème  difficile  de  la  multiplication  et  de  la  divi- 
sion des  grands  nombres  par  une  méthode  absolument  géométrique;  mais 
ses  admirables  appareils  sont  encore  inédits. 

!22.  Du  produit  de  plusieurs  facteurs.  —  La  notation 
a  X  b  X  c  x  d        ou         a.b,c,d        ou         abcd 

indique  le  résultat  de  l'opération  obtenue  en  multipliant  d'abord  a 
par  6,  puis  le  produit  par  c,  puis  le  nouveau  produit  par  d. 

Si  deux  produits  contiennent  les  mêmes  facteurs  en  nombre  n, 
mais  dans  deux  ordres  différents,  et  si  l'on  augmente  l'un  des  fac- 
teurs d'une  unité,  on  voit  que  ces  produits  augmentent  tous  deux 
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du  produit  des  (n  —  i)  autres  facteurs  pris  dans  leurs  ordres  res- 
pectifs. Par  suite,  on  aura  ainsi  pour  cinq  facteurs 

1 . 1 .1.1.1  =  1 .1 .1. 1. 1, 

i.i .a. I .  I  =  i.i .  i.i.a, 
b,i.a,i,  I  =  I.I.6.I  .a, 
b,i  .a,i  ,c  =  c.i.6.i.a, 
b,d»a.  i .c  =  Cl .b,d.a^ 
b,d,a,e.c  =  c.e,b»d,a. 

Le  résultat  du  produit  successif  d'un  nombre  quelconque  d'en- 
tiers positifs  est  indépendant  de  l'ordre  dans  lequel  on  effectue  les 
multiplications.  En  outre,  puisque  l'ordre  des  facteurs  est  indiffé- 
rent, on  peut  toujours  supposer  que  deux  d'entre  eux  occupent 
les  deux  premiers  rangs,  et  les  remplacer  par  leur  produit,  ou 
inversement. 

Par  conséquent,  si  l'on  considère  le  produit  d'un  nombre  quel- 
conque d'entiers  positifs,  on  peut  remplacer  deux  d'entre  eux  par 
leur  produit  et  opérer  sur  le  nouvel  ensemble  de  facteurs  comme 
sur  le  premier,  et  ainsi  jusqu'à  ce  que  l'on  arrive  à  un  seul  produit, 
qui  sera  toujours  indépendant  de  l'ordre  et  du  choix  des  multipli- 
cations opérées  sur  deux  facteurs  (voir  n"  43,  Exemple  F). 

Multiplier  un  nombre  par  le  produit  effectué  de  plusieurs  fac- 
teurs revient  à  multiplier  ce  nombre  successivement  par  chacun 
des  facteurs  du  produit. 

Pour  multiplier  un  produit  par  un  certain  nombre,  il  suffit  de 
multiplier  par  ce  nombre  un  des  facteurs  du  produit. 

23.  Puissances  d'un  nombre.  -^  Carrés,  cubes,  bicarrés.   — 
Degré  d'une  puissance.  —  Notation  des  exposants. 
Règles  des  exposants,  —  On  a  les  deux  formules 

aP,a*i.a''=aP^i^'', 
[{aP)nY=  aPt'', 

Il  ne  faut  pas  confondre  la  notation  (aP)^  avec  la  notation 

aP^    qui  veut  dire  a^i-*K 

Multiplication  des  monômes.  —  On  multiplie  les  coefficients  et 
l'on  ajoute  les  exposants. 

E.  L.  -  r.  3 
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Exemple  /.  —  Les  derniers  chiffres  des  puissances  {résidus  potentiels 
dans  le  système  décimal)  sont 

!"•  puissances 0123456789 

2~  »         0149^5694     ï 

3~  »         0187456329 

4«»  »>         o     1     6    I     6    5    6     I     6     I 

5»*     »    0123456789 

6"     »    0149656941 

7"     »>    0187456329 

8"     »    o  I  6  I  6  5  6  I  6  1 

Les  cinquièmes  puissances  sont  terminées  comme  les  premières;  cette 
remarque  a  donné  naissance  au  théorème  de  Fermât.  Les  derniers  chiffres 
des  puissances  successives  d'un  nombre  se  reproduisent  périodiquement  de 
quatre  en  quatre. 

Tout  bicarré  est  terminé  par  Tun  des  chiffres  o,  i,  5,  6. 

Exemple  //.  —  Former  les  puissances  successives  de  2.  —  En  doublant 
continuellement,  on  forme  la  suite  des  nombres 

I,    2,    4j    8,     16,    32,    64»     128,    256,    5i2,     1024,     ...; 

on  vérifie  les  calculs  par  les  résultats  suivants  : 

2»«  =  65536, 

2«=  42949    67296, 

2«^=  18446    74407    37095     5i6i6; 

la  puissance  de  2  d'exposant  196,  égale  à  seize  fois  le  cube  de  la  précédente, 
se  compose  des  soixante  chiffres  suivants  : 

10043    36277     66186    89222     13726     30771 
32266    26576    37687     H142    4^522    o6336. 

Exemple  III,  —  Vérifier  la  formule 

I  -t-  2  -i-  2*  -f-  2'  -f- .  .  .  -4-  2^»  =  2'*-^-*  —  I . 

Exemple  IV.  —  Former  les  puissances  successives  de  5.  On  en  trouve 
une  table  étendue  dans  la  Préface  des  Tables  de  logarithmes  de  Gallet. 

Exemple  V.  —  Le  chiffre  des  dizaines  de  mille  d'une  puissance  quel- 
conque de  5,  ne  peut  être  ni  un  3,  ni  un  8.  (Laisant.) 

24.  Table  des  carrés.  —  Si  l'on  remplace  la  première  colonne 
des  I  du  triangle  arithmétique  par  des  2,  on  forme  un  autre  Tableau 
de  sommes.  Alors  la  seconde  colonne  représente  les  nombres  im- 
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pairs;  la  troisième  colonne  représente  les  nombres  carrés,  comme 
cela  résulte  immédiatement  de  la  formule 

En  d'autres  termes,  les  accroissements  successifs  des  carrés  sont 
les  nombres  impairs,  et  la  somme  des  n  premiers  impairs 

1)  <Jj  Jj  «««j  de  tir   ""^    I     • 

est  égale  au  carré  n^  de  leur  nombre.  Ces  procédés  étaient  connus 
de  Pythagore  et  de  Platon. 


Fi  g.  36. 
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Table  des  carrés. 

On  peut  ainsi  construire  rapidement  une  Table  des  carrés,  par 
additions  successives,  en  se  bornant  aux  trois  premières  colonnes 
du  Tableau.  On  vérifie  les  calculs  de  dix  en  dix  lignes,  par  les  carrés 
déjà  formés,  en  ajoutant  deux  zéros.  L'économie  de  ce  calcul  est 
considérable,  puisque,  pour  calculer  la  table  des  mille  premiers 
carrés,  il  suffît  de  mille  additions,  au  lieu  de  mille  multiplications; 
d'autre  part,  cette  méthode  de  calcul  par  différences  possède  l'im- 
mense avantage  de  présenter  continuellement  la  vérification  des 
calculs,  de  dix  en  dix  lignes,  ainsi  que  nous  venons  de  le  dire, 
tandis  que  la  méthode  directe  des  multiplications  est  incertaine 
pour  chaque  multiplication;  on  ne  peut  faire  la  preuve  du  résultat 
par  l'interversion  des  deux  facteurs  du  produit,  puisque  ceux-ci 
sont  égaux. 

Les  propriétés  du  triangle  arithmétique  subsistent  dans  ce 
Tableau;  mais  on  voit  que  chacun  de  ses  termes  peut  se  déduire  du 
triangle  de  Pascal,  en  ajoutant  aux  termes  de  ceux-ci  les  termes 
obtenus  en  baissant  d'une  ligne  le  triangle  arithmétique.  Si  l'on 
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OU  les  résidus  quadratiques,  dans  le  système  décimal,  et  que  les 
nombres  2,  3,  7,  8  ne  le  sont  pas. 

Cette  remarque  si  simple  a  donné  naissance,  en  supposant  les  nombres 
écrits  dans  un  système  quelconque  de  numération,  à  la  théorie  des  résidus 
quadratiques,  qui  sera  développée  ultérieurement. 

Exemple  /.  —  Le  chiffre  des  dizaines  d'un  carré  terminé  par  i  ou  par  9 
est  un  nombre  pair. 

Le  chiffre  des  dizaines  d'un  carré  terminé  par  5  est  2. 

Le  chiffre  des  dizaines  d'un  carré  terminé  par  4  est  un  nombre  pair. 

Le  chiffre  des  dizaines  d'un  carré  terminé  par  6  est  un  nombre  impair; 
réciproquement,  si  le  chiffre  des  dizaines  d'un  carré  est  impair,  le  chiffre 
des  unités  est  6. 

Un  nombre  n'est  pas  un  carré  parfait,  si  l'ensemble  de  ses  deux  derniers 
chiffres  n'est  pas  l'un  des  vingt-deux  nombres 

04,    2Î,    44,    64,    84; 
16,     36,     56,     76,     96. 

Dans  ses  Nouveaux  Éléments  de  Mathématiques  (1689),  Prestet 
donne  la  table  des  quatre  derniers  chiffres  des  carrés. 

Exemple  IL —  Toute  somme  de  deux  carrés  a  un  nombre  pair  de  dizaines, 
si  elle  est  terminée  par  i,  5,  9,  et  un  nombre  impair  de  dizaines,  si  elle  est 
terminée  par  3  ou  par  7. 

Exemple  III,  —  Le  carré  d'un  nombre  termine  par  8212  890  625  se  ter- 
mine de  la  même  façon,  et  il  n'y  a  qu'un  seul  autre  nombre  de  dix  chiffres 
(en  exceptant  dix  zéros,  ou  neuf  zéros  suivis  de  i),  qui  possède  la  même 
propriété;  c'est  le  nombre  1  787  109376. 

Exemple  IV,  —  Trouver  les  n  derniers  chiffres  d'un  nombre,  connaissant 
les  n  derniers  chiffres  de  son  carré.  —  Par  exemple,  si  les  neuf  derniers 
chiffres  du  carré  d'un  nombre  sont  224  4o6  889,  les  neuf  derniers  chiffres 
de  ce  nombre  sont  parmi  les  groupes  suivants  : 

265  8ioo83;     765  8ioo83;     363  466  333;     863  466  333; 
734189917;     234189917;     636533667;     i36533667. 

Exemple  V.  —  Connaissant  le  produit  d'un  nombre  par  le  nombre  ren- 
versé, retrouver  les  facteurs  du  produit. 

Voir  une  Note  de  M.  Laisant  dans  les  Mémoires  de  la  Société  des 
Sciences  physiques  et  naturelles  (Bordeaux,  1876). 
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CHAPITRE  IV. 

DIVISION  ET  CLASSIFICATION  DES  ENTIERS. 


27.  Division  des  entiers.  —  La  division  est  une  soustraction 
abrégée  de  nombres  égaux  à  un  nombre  donné.  Défini  lions  du  divi- 
dende, du  diviseur,  du  quotient  et  du  reste  de  la  division. 

Le  dividende  est  égal  au  produit  du  diviseur  par  le  quotient, 
augmenté  du  reste. 

Opération  de  la  division  dans  le  système  décimal.  Nombre  des 
chiffres  du  quotient. 

Preuve  de  la  division  par  la  multiplication. 

Dans  le  cas  de  la  division  exacte  de  a  par  6,  on  désigne  le  quo- 
tient par  Tune  ou  l'autre  des  notations 

a  :  b     ou     £  ; 
o 

dans  le  cas  de  la  division  exacte,  ou  approchée  à  une  unité  près/>a/' 
défaut,  on  désigne  le  quotient  de  a  par  6,  au  moyen  du  symbole 


E 


a  fal 


Division  approchée /?6fr  excès  à  une  unité  près. 
Division  la  plus  approchée.  —  Reste  minimum. 

On  a  les  propriétés  suivantes  : 

I.  Lorsque  l'on  multiplie  le  dividende  et  le  diviseur  d'une  divi- 
sion par  un  même  nombre,  le  quotient  ne  change  pas,  mais  le  reste 
est  multiplié  par  ce  nombre. 

IL  Diviser  un  nombre  par  un  produit  effectué  de  plusieurs 
facteurs  revient  à  diviser  ce  nombre  successivement  par  chacun  des 
facteurs  du  produit,  et  réciproquement. 

IIL  Lorsque  les  divisions  donnent  lieu  à  des  restes,  le  principe 
précédent  subsiste  pour  la  partie  entière  du  quotient. 


• 
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Exemple  /.  —  Le  nombre  9  est,  de  diverses  manières,  égal  au  quotient 
de  deux  nombres  de  cinq  chiffres,  en  supposant  tous  les  chiffres  distincts. 
En  effet,  9  est  le  quotient  des  divisions 

97^^4       958;^       9^74^       "5^49       ^8239       57429 
10836'      10647'      io638'     o836i  '     06471'     o638i * 

Exemple  II,  —  Le  nombre  100  peut  être  écrit  sous  forme  d'entier  aug- 
menté du  quotient  d'une  division,  avec  les  neuf  chiffres  signiflcatifs  pris 
une  seule  fois,  des  diverses  manières  suivantes  : 

91     ^,         91     Z5g,         91     ^^         94     li^, 
638  836  047  263 

537  3j7  4^8 

Exemple  III,  —  On  écrit  tous  les  nombres  du  système  décimal  à  la  suite 
les  uns  des  autres;  quel  est  le  chiffre  de  rang  donné?  Si  l'on  partage  les 
nombres  en  groupes  de  i,  2,  3,  4>   .••  chiffres,  le  nombre  des  chiffres  du 

I*""  groupe  est 9x1  ou  1x9, 

2*        »         » 90  X  2  »  20  X  9, 

3*        »         » 900  X  3  w  3oo  X  9, 

4*        »         » 9000  X  4  »  4000  X  9, 

5®        »         0 90000  X  5  »  Soooo  X  9. 

Ainsi  le  total  des  chiffres  des  nombres  des  cinq  premiers  groupes  est 
égal  à  54321  x  9;  celui  des  six  premiers  groupes  est  654321  x  9,  etc.  Si 
l'on  veut  savoir  quel  est  le  75892*  chiffre  de  la  suite,  on  remarque  que  ce 
chiffre  appartient  à  un  nombre  de  cinq  chiffres;  mais  le  nombre  des 
chiffres  des  quatre  premiers  groupes  est  38889.  De  plus. 


75892  —  38889  =  37003, 
37003  =  7400  X  5  -t-  3; 


et 


ainsi  le  chiffre  cherché  est  le  troisième  du  7401'  nombre  de  cinq  chiffres, 
c'est-à-dire  loooo  -\-  7400.  Donc  le  chiffre  demandé  est  4» 

Exemple  IV.  —  On  peut  se  proposer  des  questions  analogues  à  la  pré- 
cédente, en  n'écrivant  :  i**  que  les  nombres  pairs;  2**  que  les  nombres 
impairs;  3*  que  les  chiffres  pairs;  4**  que  les  chiffres  impairs. 

28.  Division  accélérée.  —  Lorsque  le  diviseur  contient  beau- 
coup de  chiffres,  on  simplifie  le  calcul  de  la  manière  suivante.  On 
écrit  sur  une  bande  de  papier  les  dix  premiers  multiples  du  divi- 
seur, que  l'on  forme  par  additions  successives,  avec  preuve  au 


. 
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mojen  du  dixième  multiple.  Puis  l'opération  se  réduit  à  une  suite 
de  soustractions  ;  elle  s'accélère  en  pliant  la  bande  de  papier  sous 
chacun  des  multiples  ;  on  la  tient  de  la  main  gauche  au-dessus  des 
dividendes  partiels,  que  l'on  écrit  successivement  par  une  simple 
soustraction.  Cette  méthode ,  très  pratique ,  supprime  les  essais 
pour  déterminer  chaque  chiffre  du  quotient  ;  elle  est  surtout  avan- 
tageuse lorsqu'il  s'agit  de  diviser  plusieurs  nombres  par  un  même 
diviseur. 

Si  ron  ne  veut  pas  calculer  les  dix  premiers  multiples,  on  peut  employer 
les  Tables  de  Tripier,  les  réglettes  de  Neper  ou  de  Pruvost-le-Guay,  ou 
encore  les  réglettes  de  Genaille. 

Exemple  I,  —  Dwision  d'un  nombre  par  ^.  —  Soit  le  nombre  23547  à 
diviser  par  9.  On  fait  la  somme  des  chiffres  en  partant  de  la  droite,  soit 
21,  dont  le  quotient  par  9  est  2,  que  Ton  ajoute  à  la  somme  des  chiffres  à 
partir  des  dizaines,  et  en  comptant  de  droite  à  gauche,  soit  16;  on  pose  6 
et  Ton  retient  i  que  Ton  ajoute  à  la  somme  des  chiffres  de  droite  à  gauche, 
en  partant  des  centaines,  soit  11;  on  pose  1,  chiffre  des  dizaines  et  l'on 
retient  i  que  Ton  ajoute  à  la  somme  des  chiffres  en  partant  des  mille  ;  soit  6, 
que  Ton  pose,  et  enfin  2,  à  partir  des  dizaines  de  mille.  Le  quotient  est  2616. 

En  général,  soit  (abcde)  un  nombre  écrit  dans  le  système  décimal,  et 
que  l'on  veut  diviser  par  9;  on  a 

a.  10^  =  9999.aH-rtr, 

6.10'=    999-^ -+-^» 
c  .  i<)î  =      99.  c  -f-  r , 

d.     10  =^  9.^     -f-      d  y 

e.       =  e; 

et,  en  ajoutant  et  en  divisant  par  9, 

abcde       _,  e-hd-^c-^-b-ha 
té =  fci 

9  9 

-h  d-h  c  -h  b  -h  a 

-h  10  {c  -r~  b  -h  a  ) 

-h  ïo*(6-f-  a) 

-+-  10'.  a. 

29.  Systèmes  de  numération.  —  Pour  classer  les  nombres,  pour 
étudier  leurs  propriétés,  leurs  combinaisons  et  leurs  transformations, 
on  peut  employer  divers  systèmes  de  numération,  et  plus  particuliè- 
rement celui  de  la  numération  décimale. 
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C'est  aux  Chinois  et  aux  Hindous  que  Yen  doit  l'idée  ingénieuse 
de  ces  échelles  arithmétiques,  de  cet  heureux  moyen  de  représenter 
tous  les  nombres  avec  peu  de  signes,  et  d'exécuter,  par  des  opéra- 
tions techniques  très  simples,  des  calculs  auxquels  l'intelligence 
humaine,  livrée  à  elle-même,  ne  pourrait  atteindre.  «  C'est  là,  dit 
CoNDORCET,  le  premier  exemple  de  ces  méthodes  qui  doublent 
ses  forces,  et  à  l'aide  desquelles  elle  peut  reculer  indéfiniment  ses 
limites,  sans  qu'on  puisse  fixer  un  terme  où  il  lui  soit  interdit  de 
parvenir.  » 

Tout  nombre  entier,  autre  que  l'unité,  peut  être  pris  pour  base 
d'un  système  de  numération.  On  a  ainsi  les  systèmes  de  numération 
binaire,  te  mairie,  quaternaire,  ...,  décimale,  duodécimale, 
qui  correspondent  aux  bases  deux,  trois,  quatre,  . .  . ,  dix,  douze. 

Pour  écrire  un  nombre  dans  un  système  de  base  B,  on  commence 
par  adopter  (B  —  i  )  caractères  destinés  à  représenter  les  (B  —  i  ) 
premiers  nombres.  Ces  caractères  sont  les  chiffres 

i,   2,   3,   4,    3,  G,   7,   8,  9,   a,   6,  c,    ... , 

que  l'on  énonce  comme  à  Tordinairc. 

Pour  la  numération  écrite,  on  fait  cette  convention,  qu'un 
chiffre,  placé  à  la  gauche  d'un  autre,  représente  des  unités  de 
l'ordre  immédiatement  supérieur,  ou  B  fois  plus  grandes.  Pour 
tenir  la  place  des  unités  qui  peuvent  manquer  dans  certains  ordres, 
on  se  sert  du  zéro,  o  ;  par  suite,  le  nombre  des  chiffres  employés 
est  toujours  égal  à  la  base  du  système. 

Pour  la  numération  parlée,  on  convient  d'appeler  unité  simple, 
dizaine,  centaine,  mille,  etc.,  les  unités  du  premier  ordre,  du 
second,  du  troisième,  du  quatrième,  etc.  Ainsi  les  nombres  lo, 
II,...,  19  se  liront  de  même  dans  tous  les  systèmes  de  numéra- 
tion ;  les  nombres  i  a,  i  b,  ao,  bo,  ...  se  liront  dix-a,  dix-bé^ 
a-dix j  bé-dix^  etc.  Et  5  i^  6«  71  c  se  lira  cinq  millions  bé-cent, 
soixante-a  mille  sept  cent  dix-cé. 

Les  règles  des  opérations  démontrées  pour  les  nombres  écrits 
dans  le  système  décimal  sont  les  mêmes  pour  les  nombres  écrits 
dans  un  système  quelconque  de  numération. 

Pour  opérer  rapidement  dans  un  système  quelconque  de  numé- 
ration, il  est  indispensable  de  savoir  par  cœur  toutes  les  sommes 
et  tous  les  produits  de  deux  nombres  d'un  seul  chiffre. 
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Aristote  avait  observé  que  le  nombre  4  pouvait  très  bien  remplacer 
le  nombre  lo,  comme  base  de  la  numération.  Weigel  publia  à  ce 
sujet,  en  1687,  le  plan  d'une  Arithmétique  tétractique,  Simon  Stevin,  de 
Bruges,  mort  en  i633,  avait  aussi  imaginé  le  système  de  numération  duo- 
décimale, se  rapprochant  beaucoup  plus  de  notre  manière  de  compter  les 
mois  de  l'année,  les  heures  du  jour,  les  degrés  de  la  circonférence.  Quant 
au  système  de  la  numération  binaire,  auquel  nous  avons  consacré  deux 
Chapitres  dans  nos  Récréations  mathématiques ,  il  date  de  cinquante- 
quatre  siècles;  il  fut  retrouvé  par  Leibniz. 

On  peut  donc  se  demander  si  l'adoption  d'une  base  autre  que  dix  n'eût 
pas  été  préférable  ;  en  d'autres  termes,  si  l'accident  de  notre  espèce  qui 
fait  que  nous  avons  dix  doigts  aux  deux  mains  s'accorde  avec  les  condi- 
tions requises  pour  que  le  système  de  numération  chiffrée  soit  le  plus 
parfait  possible.  Ceci  exige  qu'on  distingue  la  notation  des  nombres  entiers 
et  abstraits  de  celle  des  nombres  concrets  et  fractionnaires.  Sous  le  rap- 
port de  l'application  du  système  de  numération  à  celui  des  mesures,  et  à 
la  subdivision  de  l'unité  concrète,  on  est  convenu,  ainsi  que  Blffon  Ta 
remarqué,  que  le  nombre  douze,  à  cause  de  ses  quatre  diviseurs  :  deux, 
trois,  quatre,  six,  eût  été  une  base  plus  commode  que  le  nombre  dix,  qui 
n'a  que  deux  diviseurs  :  deux  et  cinq. 

D'autre  part,  Auguste  Comte  avait  remarqué  que  la  structure  de  la 
main,  composée  de  quatre  doigts  à  trois  phalanges,  ou  de  douze  pha- 
langes, permet  de  représenter  avec  les  deux  pouces  posés  sur  deux  pha- 
langes tous  les  nombres  jusqu'à  treize  fois  douze;  alors  les  phalanges 
de  la  main  gauche  représentent  des  unités  simples,  et  celles  de  la  main 
droite  des  grosses,  ou  unités  de  second  ordre.  Par  suite,  on  pourrait 
ainsi  compter  sur  ses  phalanges  dans  le  système  duodécimal,  plus  facile- 
ment et  plus  loin  que  sur  ses  doigts  dans  le  système  décimal.  Mais,  si  l'on 
se  reporte  au  Calcul  digital,  ignoré  de  Comte,  cette  assertion  est  inexacte. 
Au  moyen  de  ce  calcul,  professé  dans  les  écoles,  au  temps  de  Charle- 
MAGNE,  on  représentait  avec  les  doigts  des  deux  mains  tous  les  nombres 
jusqu'à  dix  mille. 

Il  serait  plutôt  permis  de  se  demander  si  le  choix  d'une  base  inférieure 
à  dix  ne  rendrait  pas  les  calculs  plus  sûrs  et  plus  faciles.  En  effet,  B  dési- 
g^nant  la  base  du  sytème  de  numération,  il  faut  retenir  de  mémoire  les 
"1  (B  —  i)(B  —  2)  valeurs  différentes  de  la  somme  et  du  produit  de  deux 
nombres  inégaux,  et  les  (B  —  i)  valeurs  des  premiers  carrés,  des  premiers 
cubes.  Par  conséquent,  les  premiers  frais  de  mémoire  diminuent  avec  la 
base  et  les  causes  d'erreur  seront  moindres.  Mais  cet  avantage  est  com- 
pensé par  la  nécessité  d'employer  plus  de  temps  et  de  place  pour  écrire 
les  nombres. 

30.  Échange  des  systèmes  de  numération.  —  Il  s'agit  d'écrire 
dans  un  autre  système  de  base  donnée  un  nombre  quelconque 
écrit  dans  un  premier  système.  De  là,  trois  problèmes  à  résoudre. 
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Exemple  V,  —  Tout  nombre  entier  est  la  somme  algébrique  de  puis- 
sances de  3,  toutes  différentes. 

Voir,  dans  nos  Récréations  mathématiques,  l'application  du  système 
binaire  aux  Boites  de  Poids,  au  Daguenaudier,  à  V Éventail  japonais, 
au  Jekim,  à  la  Tour  d* Hanoï, 

31.  Classiflcation  des  nombres.  —  Par  rapport  à  une  base  ou 
module  positif  M,  tout  nombre  entier  quelconque  a,  positif  ou 
négatif,  peut  se  mettre  d'une  seule  manière  sous  la  forme  li- 


néaire 


*7  —  M  j"  -r-  r, 

dans  laquelle  /*  désigne  Pun  des  M  nombres  positifs 

o,     I,    2,     3,     ...,    (M  — i). 

Le  nombre  x  est  le  quotient,  positif  ou  négatif,  de  a  par  M  à  une 
unité  près  par  défaut.  D^ailleurs,  si  Ton  avait  de  deux  manières 

a~y\x-~r        et        a  =  Mx'-f- r', 

la  diflférenee  nulle 

yi{x  —  x')->r  r  —  r\ 

et,  par  suite,  (/•  —  r)  serait  divisible  par  M,  ce  qui  est  impossible 
à  moins  de  supposer  r  =  r'.  Le  nombre  r  est  appelé  reste  de  a 
pour  le  module  M. 

Exemple.  —  Pour  le  module  M  =  2,  il  y  a  deux  formes  de  nombres,  les 
pairs  et  les  impairs;  pour  le  module  M  =  3,  il  y  a  trois  formes  de  nom- 
bres; pour  le  module  M  =  4>  il  y  en  a  quatre,  savoir  : 

4M  pairement  pairs, 

4M  -T-  I  pairement  impairs, 
4M  -f-  'À  impairemcnt  pairs, 
4M  -t   3  impairement  impairs. 

En  acceptant  les  restes  négatifs,  un  nombre  entier  quelconque 
est  encore  d'une  seule  niîinicre  de  la  forme 

a  =  Mx  =h  r, 

et  le  reste  minimum  r  ne  peut  surpasser  en  valeur  absolue  la  moi- 
tié du  module.  Dans  le  cas  de  M  pair,  on  convient  de  prendre 
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avec  le  signe  4-  le  reste  égal  en  valeur  absolue  à  la  moilié  du  mo- 
dule. 

Exemple,  —  Pour  le  module  M  =  5,  tous  les  entiers  sont,  d'une  seule 
manière,  de  Tune  des  cinq  formes 

Sx,     Sx  —  \,     bx±i'i, 

et  pour  le  module  M  =  6,  tous  les  entiers  sont  de  l'une  des  six  formes 

6a-,     Carrbi,     6a-=t2,     6j7-h3. 

32.  Nombres  congrus  ou  équivalents  pour  un  module.  —  Deux 
nombres  entiers  a  et  6,  positifs  ou  négatifs,  sont  dits  congrus  ou 
équivalents  pour  le  module  M  lorsque  leur  différence  est  divisible 
par  le  module.  Pour  exprimer  cette  relation,  on  peut  écrire 

a  =  b  -r-  mull.  de  M; 

mais  il  est  plus  commode  de  se  servir  de  la  notation  de  Gauss 

a^^b    (mod  M), 

qui  se  lit  a  congru  à  b,  pour  le  module  M.  D'autre  part,  on  a 
étendu  la  signification  du  mot  reste  en  disant  que  deux  nombres 
congrus  pour  le  module  M  sont  résidus  l^un  de  l'autre  pour  ce 
module. 

L'égalité  entre  deux  nombres,  en  supprimant  les  multiples 
du  module,  s'appelle  congruence  ou  équivalence.  La  notation 
de  Gauss  permet  de  mettre  en  évidence  l'analogie  qui  existe  entre 
les  égalités  et  les  congruences,  sans  introduire  de  confusion. 

Pour  un  même  module,  deux  nombres  congrus  à  un  troisième 
sont  congrus  entre  eux. 

On  peut  ajouter  ou  retrancher  membre  à  membre  des  con- 
gruences de  même  module. 

On  peut  multiplier  les  deux  membres  d'une  congruence  par  un 
même  nombre  entier. 

On  peut  multiplier  membre  à  membre  les  congruences  de  même 
module. 

On  peut  élever  à  une  même  puissance  les  deux  membres  d'une 
congruence. 
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En  d'autres  termes,  si  l'on  a,  pour  le  module  M,  les  congrneDces 

a  ^  b,        a'  ^  b',        a'  ^  6', 
on  a  encore 

a  —  a!  -^a  ^^b  ^b'  -\-h'. 

\a  -r-  j±/ï'  -r-  va'  -~\b  -¥-  jx6'  -t-  v6', 

aa'a   =  bb'b'^ 
ant  £=  ^«. 

Plus  généralement,  si  Ton  désigne  par  f{x)  un  polynôme  à 
coefGcIents  entiers,  positifs  ou  négatifs, 

/kx)  =  \x'^-^  Bj-'»-»-f-Cx'-î-:-...-h  K-r  -hL, 

la  congruence 

a  ~  b    (mod  M), 
donne  aussi 

/{^a)-:.^/{b)    (mod  M). 

33.  Impossibilité  de  congruences.  —  Si  l'on  remplace  succes- 
sivement X  par  tous  les  nombres  entiers  dans  un  pohnôme  /{x)  à 
coefficients  entiers,  et  si  Ton  prend  les  résidus  pour  le  module  M, 
ces  restes  se  reproduisent  périodiquement  de  M  en  M,  puisque 
Ton  a,  quel  que  soit  l'entier  x^ 

/(j7)    -/(x-i-M)    (mod  M). 

Ainsi,  par  exemple,  pour  f(x)  =  x^  et  pour  M=  lo,  on  re- 
trouve les  restes  des  carrés.  En  général,  la  suite  des  résidus  de 
/{x)  pour  M  valeurs  entières  et  consécutives  de  x  ne  reproduit 
pas  la  série  des  M  nombres 

o,     I,    2,     3,     . . . ,    (M  —  I) : 

on  en  déduit  alors  Timpossibilité  de  résoudre  la  congruence 

f{x)^  r    (mod  M), 

en  nombres  entiers,  si  r  désigne  l'un  quelconque  des  non^résidus. 
Par  exemple,  pour  M  =  5,  les  restes  de 

f{x)  =  x^  —  Sx-{-(j 
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forment  la  suite  périodique 

I,    4)    3,    4>    3; 

par  suite,  'f{x)  ne  peut  devenir  ^  o,  ni  ^  2,  pour  le  module  5  et, 
a  fortiori j  égal  à  2  ou  à  5  ;  d'où  il  suit  que  les  expressions 

x^ — Sa? -4- 6      et      ar' — Sa? -h  4, 

ne  peuvent  s'annuler  pour  des  valeurs  entières  de  x^  ni  lorsque 
l'on  augmente  les  coefficients  d\in  multiple  quelconque  de  5. 

Exemple  I,  —   Le  polynôme  /{x)  à  coefficients  entiers  ne  peut  s'an- 
nuler pour  une  valeur  entière  de  x,  si/Co)  et/(i)  sont  impairs. 
De  même,  si  aucun  des  nombresy(o),  /(i)  et  /( —  i)  n'est  divisible  par  3. 

34.  Preuves  par  congruences.  —  La  preuve  par  9  dans  le  sys- 
tème de  numération  décimale,  pour  les  quatre  opérations  fonda- 
mentales de  r Arithmétique*,  repose  sur  les  théorèmes  que  nous 
venons  d'énoncer  sur  les  congruences,  en  supposant  M  =  9.  En 
effet,  suivant  le  module  M  =  9,  toutes  les  puissances  de  dix  sont 
congrues  à  l'unité,  puisque  10"  —  1 ,  étant  un  nombre  formé  exclusi- 
vement des  chiffres  9999 est  divisible  par  9.  Par  conséquent, 

si  a,  6,  c,  rf,  . .  .  désignent  respectivement  les  chiffres  des  unités, 
dizaines,  centaines,  .  .  .  d'un  nombre  N  écrit  dans  le  système  déci- 
mal, on  a 

N  =  a-\-  10 b  -h  io*c-f-  ïo'rf-H..., 

^  t,  par  suite 

N  =  aH-6-4-c-hf/-+-...     (modQ). 

En  d'autres  termes,  le  reste  de  la  division  d'un  nombre  par  9  est 
égal  au  reste  de  la  division  par  9,  de  la  somme  de  ses  chiffres. 
De  même,  pour  le  module  M  =  1 1,  on  a  successivement 

10^  — I,        io*  =  -Hi,        io'=  — I,        ...; 

^^y  par  suite, 

N  =  a  —  6 -h  c  —  û^H-. . .     (mod  II). 

Par  conséquent,  si  l'on  remplace,  dans  les  quatre  opérations  fon- 
^^inentales  de  l'Arithmétique,  les  nombres  donnés  par  leurs  restes 
Vivant  le  module  9  ou  le  module  1 1 ,  les  nombres  obtenus  doivent 
E.  L.  —  I.  4 
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être  congrus  à  ceux  qu'on  déduirait  des  résultais;  sinon  il  y  aurait 
erreur  dans  les  calculs. 

Plus  généralement,  si  6  désigne  la  base  d'un  système  de  numé- 
ration, on  a  vu  que  tout  nombre  positif  N  peut  être  mis,  -d'une  seule 
manière,  sous  la  forme 


N  =  a-H66-Hce«-hé/e3 


•  •  » 


les  nombres  a,  f>,  c,  rf, . . .  étant  positifs  ou  nuls  et  plus  petits  que  0. 
D'ailleurs,  si  l'on  désigne  par  x  le  quotient  approché  par  défaut 
de  N  par  0,  à  une  unité  près,  le  chiffre  a  des  unités  est  le  reste 
minimum,  non  négatif,  de  N  suivant  le  module  0,  et  l'on  a 

et  ainsi  de  suite.  D'ailleurs  (6" — i),  nombre  formé  exclusivemenl 
par  les  chiffres  (6  —  i) ,  est  un  multiple  de  (6  —  i  )  ;  on  a  donc 

N  =  a4-^-hCH-rf-+-...     (modo — i). 

De  même,  pour  le  module  (6  -H  0>  ^"  ^ 

e  =  —  I     (mod  è"iPTj  ; 

en  élevant  à  la  puissance  d'exposant  n, 

ô«s(— i)«    (mod  6-hi)  ; 
et,  par  suite, 

N  =  a  —  b-hc  —  d-h,,,     (modO-hi). 

Par  conséquent,  dans  un  système  de  base  quelconque  6,  on  peut 
faire  les  preuves  des  opérations  par  congruences  suivant  les  modules 
(6—  i)et(6-f-  i). 

Ces  considérations  s'appliquent  encore  aux  systèmes  de  numé- 
ration dans  lesquels  on  considère  des  chiffres  à  caractéristique 
négative.  Ainsi  tout  nombre  positif  N  peut  être  mis  sous  la  forme 

N  =  a  -+-  66  -^  ce» -+-  rfe» -t-. .  .-H  /e«  ; 

les  nombres  a,  6,  c,  rf,  . . .  sont  des  entiers  nuls,  positifs  ou  néga- 
tifs, dont  la  valeur  absolue  ne  surpasse  pas  la  moitié  de  6,  /  seul 
étant  nécessairement  positif.  La  représentation  de  N  est  encore 
unique,  à  la  condition  de  supposer  pour  0  pair  que  le  nombre  égal 
à  db^6  soit  toujours  pris  avec  le  signe  -}-. 
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Si  Ton  groupe  les  chiffres  d'un  nombre  quelconque  par  tranches 
de  deux,  trois,  quatre, . . . ,  n  chiffres,  à  partir  des  unités  du  pre- 
mier ordre,  on  peut  considérer  ces  tranches  comme  des  chiffres  et 
supposer  le  nombre  N  écrit  dans  un  système  de  numération  qui 
aurait  pour  base  Tun  des  nombres  0^,  6*,  6*,  . . .,  6".  De  là  des 
règles  de  divisibilité  et  des  preuves  par  congruences  pour  les  modules 

(e«— i)et(6''-hi). 

Ainsi,  par  exemple,  lo^H- i  =  7.1  i.i3;  par  conséquent,  on  en 
déduit  des  règles  de  divisibilité  et  des  preuves  par  "j,  1 1  ou  i3,  en 
considérant  les  nombres  écrits  dans  le  système  décimal,  par  tranches 
de  trois  chiffres. 

Exemple  1.  —  Démontrer  que  a"-f-i  est  divisible  par  641  (Euler). 
On  a,  pour  le  module  6.|i, 

a'  =4»    2*=  16,    '2*  =  256, 
!2"=65536=  i54, 
2«=  23716  =  —  I. 

On  démontre  de  même  que 

•2*'  -4-  I  est  divisible  par 274  177, 

2«"-H  I  »  114689, 

2*'*H-  I  u  167  772  161, 

2*"-h  I  »  2  748  779  069  44  '  • 

Ce  dernier  exemple  prouve  que  le  calcul  par  congruences  est  parfois 
indispensable,  attendu  qu'il  est  impossible  d'écrire  le  nombre  2<"+ 1,  qui  a 
plus  de  20  milliards  de  chiffres;  la  bande  de  papier  qui  le  contiendrait 
ferait  le  tour  delà  Terre.  D'ailleurs,  on  ne  connaît  pas  d'autre  démonstra- 
tion de  ce  curieux  résultat,  dû  à  M.  Seelhoff,  de  Brème. 

Exemple  II.  —  Le  produit  de  nombres  de  la  forme  linéaire  Ma? -4-  i  est 
un  nombre  de  la  même  forme. 

Le  produit  de  nombres  de  la  forme  4^  -H  3  est  de  la  forme  4^+1  si  le 
nombre  des  facteurs  est  pair,  et  de  la  forme  4^ -H  3  si  le  nombre  des  fac- 
teurs est  impair. 

De  même,  pour  les  nombres  de  la  forme  M:r  —  i. 

Exemple  III,  —  Le  cube  d'un  nombre  entier  est  congru  à  o  ou  à  d=i, 
suivant  le  module  9. 

Si  un  nombre  n'est  pas  un  cube  parfait,  tout  nombre  formé  en  permu- 
tant les  chiffres  du  premier  d'une  manière  quelconque,  et  en  intercalant  des 
o  et  des  9,  n'est  pas  un  cube  parfait. 
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CHAPITRE  V. 

LES    NOMBRES    FIGURÉS. 


35.  Progressions  arithmétiques.  —  Définitions  et  propriétés. 

—  Nous  désignerons  les  termes  de  la  progression  par 

:- a,    by    c,     ...,    /i,    k,    /, 

la  raison  par  r,  le  nombre  des  termes  par  n  et  leur  somme  par  S. 

La  différence  de  deux  termes  de  la  progression  égale  le  produit 
de  la  raison  par  la  différence  des  rangs  des  deux  termes. 

Si  l'on  ajoute  terme  à  terme  dçs  progressions  arithmétiques,  on 
obtient  une  progression  arithmétique  dont  la  raison  est  la  somme 
algébrique  des  raisons  des  progressions  données. 

La  somme  de  deux  termes  équidistants  des  extrêmes  est  égale  à 
la  somme  des  extrêmes. 

La  somme  des  termes  d'une  progression  arithmétique  est  la  moitié 
du  produit  du  nombre  des  termes  par  la  somme  des  extrêmes. 

On  a  donc  les  formules 

l  —  a  =  (Ai  — i)r,         S=  : 

4*1,  par  suite, 

c,       9-a-T- C/i  —  î)r 
S  =  n. 

Exemple  I.  —  Les  nombres  triangulaires.  —  Si  Ton  dispose  des  boules 
en  triangles,  on  forme  les  nombres  triangulaires.  En  d'autres  termes, 
le  n*^"*  nombre  triangulaire  PJ  est  égal  à  la  somme  des  n  premiers 
nombres.  Le  double  d'un  nombre  triangulaire  de  rang  quelconque  est  le 
produit  du  nombre  qui  indique  son  rang  par  l'entier  suivant.  Ainsi 

PS  _  ^^^  -^^^ 

Cette  formule  se  démontre  géométriquement  de  la  même  manière  que 
l'on  démontre  que  Faire  d'un  triangle  est  la  moitié  de  l'aire  d'un  parallé- 
logramme. Elle  se  déduit  encore  de  la  somme  des  termes  d'une  progression 
arithmétique  de  raison  r  =  i;  mais  le  procédé  qui  sert  à  calculer  cette 
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somme  revient,  au  fond,  à  celui  qui  donne  l'aire  d'un   trapèze  comme 
moitié  de  celle  d'un  parallélogramme. 

Exemple  II.  —  L'octuple  d'un  triangulaire,  augmenté  de  l'unité,  est  un 
carré.  —  Ce  théorème  de  Diophante  peut  se  démontrer  géométriquement. 
En  d'autres  termes,  on  a 

8—^ ■  -M  =  (a/i-hi)«. 

Tout  carré  impair  diminué  de  i  est  l'octuple  d'un  triangulaire. 

Exemple  II L —  Aucun  triangulaire  n'est  terminé  parles  chiffres  a,  4  ?  9j  7» 

Car  l'octuple  plus  un  serait  terminé  par  3  ou  par  7,  ce  qui  ne  peut  être  le 
dernier  chiffre  d'un  carré. 

Exemple  IV.  —  Le  produit  de  quatre  nombres  en  progression  arithmé- 
tique, augmenté  du  bicarré  de  la  raison,  est  un  carré. —  En  effet 

a(a  -h  r)(a  4-  9.r)(a-4-  3^)-^  r^=  (a'-h  3ar-i-  r*)*. 

Exemple  V.  —  Le  produit  de  quatre  entiers  consécutifs  n'est  jamais  un 
carré.  —  En  effet,  la  différence  des  carrés  de  deux  entiers  consécutifs  est  au 
moins  égale  à  3,  et  ne  peut  être  égale  à  r*  =  i,  d'après  l'exemple  précédent. 

Exemple  VI.  —  Tout  multiple  d'un  carré  impair  est  la  différence  de 
deux  triangulaires.  —  En  effet,  on  a  Tidenlilé 

,              ,^       (lax -{- x-^  a)(iax-\- X -\-a -\-i) 
a(ir-^  0*  = — ' 

•2 

{•>.ax  —  X  -\-  a  —  i)  (ia X  —  X  -\-  a) 

2 

36.  Les  nombres  polygonaux.  —  Considérons  les  progressions 
arithmétiques  commençant  à  i  et  ayant  respectivement  pour  rai- 
sons les  nombres  i,  2,  3,  4? 

I,  a,  3,  4»  5,  6,  . . .,  /i, 

I»  3,  5,  7,  9,  II,  ...,  2/1  —  1, 

I,  4>  7>  10,  i3,  i6,  ...,  3/1 — 2, 

I,  5,  9,  i3,  17,  21,  ...,  4/1  —  3. 

La  somme  des  n  premiers  termes  de  ces  progressions  représente 
les  nombres  triangulaires,  carrés,  pentagonaux,  hexagonaux, 
de  rang  n.  En  général,  le  /i'*'"*  polygonal  PJ  de  q  côtés  est  égal  à 
la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  progression  arithmétique 
commençant  à  i ,  et  de  raison  [q  —  2).  On  a  donc 

Si  Ton  considère  des  polygones  réguliers,  homo  thé  tiques  par 
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rapport  à  Inn  dos  sommets,  et  conlenani  2,  3.  4 ^  pions  à 

i'*ji*ile  ilistance  sur  les  cotés,  on  obtient  une  représentation  géomé- 
iritpie  ilii  nomlin^  poivszonal  |>ar  l'ensemble  des  pions. 

On  (lémontrt^  facilement  par  le  calcul,  ou  par  une  configuration 
j;r*»métn«pio,  le>  lliéonmes  sui\ants  : 

I.  Tout  pohgonal  e>t  éi:al  au  nombre  qui  indique  son  rang, 
«iuf;uicnté  «rautant  de  fois  le  triani^ulaire  de  rang  précédent  qu'il 
\  a  irunitrs  ilans  son  ciNté  diminué  de  deux. 

II.  Tout  poU^oual  est  é^al  au  triangulaire  de  même  rang  aug- 
menté d\iutanl  de  fois  le  triangulaire  précédent  qu'il  y  a  d'unités 
ilauH  M>u  oAté  diminué  de  triais.  , 

1 1  e \ i > t e  une  srr^ > n t /c*  c \</><\ v  r/e  n om bres  poh 'gonaux  de  forme 
plu!«  réfiulit^re.  0\\  joint  le  centre  d'un  polvgone  régulier  à  tous  les 
M»uuuelN  et  r**n  con>idèrt*  tous  les  jHilvgones  homothétiques  par 
rapport  au  ceutiv;  pui>  on  place  des  pions  à  égale  distance  sur  les 
lAlê^  1*1  a\i  cenlrt\  de  telle  sorte  que  le  premier  polygone  de  ç 
lAléH  M'  compONC  d*un  pion  au  centre,  le  second  de  (iH-y)  pions, 
\v  irtMNiruie  *le  \\  ■  ^j  -*-  »y  pions,  et  ainsi  de  suite.  Ainsi  le/i*"^ 
nombre  /»o/i  i:%>nitl  «)  %\'nirr  i^*'  de  tf  côlé>  a  pour  expression 

t>i      \      ,/       j^— ... —  «n  —  i^Çf 
%'v^\  à  dire 

K\        I        ^' 

Si  Ton  ctm>idoiv  un  poK^oual  .1  centre  de  :>^  cotés,  et  si  Ton 
Mipprime  tou>  le>  piou^  xJtues  dun  coté  d'un  même  diamètre,  on 
>oil  facilement  que  Ton  |hmU  former  a\ec  les  pions  restants  un 
p\d\^ouul  de  pivmièiv  e>ptce.  de  même  rang  et  avant  (74-2) 
ciNicn.  .Vin>i,  Ton  a  la  fonuulo 

o;  >r\^    -  J-:  -1, 

l,ex  tAiMviccN  Nui>aut>  m'  rapp^Mlent  au\  poK^onaux  de  première 

r>p'N'r. 

/\:i-":;-.V  /.        l  »*  ii.j-lv-  vîx'  Ivvti  po'iU;:^  •.•..i'  t>t  i;n  ni»mbre  triangulaire 

/■..•v»î:-.V  //  --  lo  j»i.^vi'.:il  jvk-  »i  o,  ;:u  «ouibrf  j-out.^c^^nal  étant  aug- 
uuMitt'  *i^*   i   \toî>ni'  i:m  .'a:;o  xk^î^î  îr  .-.'u-  v-^î  îo  soviupK*  moin>  un  du  rang 

/'::"::  .':'  ///.  \.:.  ■,:•.»  iu^:*.*.l  •. .-  i  v -.-t^j:,  l'.ji:  ::o  }K'Ut  ètrelorminê  par  l'un 
\îo<  vh:iïiv>  >.  4.  S.  0, 
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Exemple  IV,  —  Tout  nombre  hexagonal  est  un  triangulaire  de  côté  im- 
pair, et  réciproquement. 

Exemple  V.  —  Aucun  nombre  hexagonal  ne  peut  être  terminé  par  l'un 
des  chiffres  a,  4>  7»  9» 

Exemple  VI,  —  Le  nonuple  plus  un  d'un  triangulaire  est  un  triangulaire 
dont  le  côté  est  le  triple  plus  un  du  côté  du  premier. 

Exemple  VII,  —  Le  triple  plus  un  d'un  octogonal  est  un  carré  dont 
le  côté  est  le  triple  moins  un  du  côté  de  l'octogonal. 

Exemple  VIII,  —  Le  double  plus  un  d'un  décagonal  est  un  triangu- 
laire dont  le  rang  est  le  quadruple  moins  deux  de  celui  du  décagonal. 

Exemple  IX.  —  Aucun  décagonal  ne  peut  être  terminé  par  l'un  des 
chiffres  3,  4»  8,  9. 

Exemple  X,  —  Construire  le  tableau  des  dix  premiers  nombres  poly- 
gonaux avant  dix  côtés  au  plus. 

Exemple  XI.  —  Étant  donné  un  nombre,  trouver  de  combien  de  ma- 
nières il  peut  être  polygonal  (Fermât).—  II  suffit  de  diviser  le  nombre  donné 
par  les  triangulaires  successifs,  en  ne  conservant  que  les  divisions  dans 
lesquelles  le  reste  est  égal  au  triangulaire  de  rang  précédent. 

Exemple  XII.  —  Trouver  un  nombre  qui  soit  polygonal  autant  de  fois 
qu'on  voudra  (Fermât).  —  Le  problème  se  ramène  à  la  détermination-d'un 
nombre  qui,  divisé  par  des  nombres  donnés,  donne  des  restes  donnés.  La 
solution  complète  de  ce  problème  rentre  dans  la  théorie  des  congruencc** 
du  premier  degré  qui  sera  exposée  plus  loin. 

Pour  plus  de  détails ^  voir  notre  article  intitule  :  V Arithmé- 
tique en  boules  (n°  696  de  Aa  Nature), 

37.  Sommation  des  factorielles.  —  On  appelle  factorielle  le 
produit  de  facteurs  en  progression  arithmétique.  Les  factorielles 
consécutives  donnent  lieu  à  des  formules  importantes  concernant 
les  sommes 

2,  =  rt  ->r  h  -4- ...  -4-  A:  H-  /, 
Sj  =  a6  -\-  bc  -+-...  -t-  hk  ->r  kl  y 
y^i  =  abc  -r-  bcd  -+-...  -h  ghk  ■+-  hkl. 


Posons,  pour  abréger,  [a  —  /•)  =  a  et  (/-|-/*)  =  X;  on  a  les 

égalités 

ab  —  aa  =  o.r.a^ 

bc  —  ab  =^  'ir.bj 
cd  —  bc  =  ir,c, 

» 

Il  —kl  =  xr.l] 
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en  ajoutant  et  en  simplifiant,  on  trouve 

/À  —  aa  =  ar.Si. 

En  partant  des  égalités 

abc      —  9.ab      =  3r.a6, 
abcd   — 7.abc    =  ir.abcy 
abcde  —  oiabcd  =  5  r. abcd, 


on  trouve,  de  même,  la  série  des  formules 

?r.li—  /). —  aor, 

3r.2ilj=       AD.  —  aab, 
4r.Sj=     hAlX  —  %abc, 
>r.S4=  ghkl\  —  aabcd. 


Exemple  I.  —  Démontrer  les  formules 

1.3-1-3.5-+-  ...  -r- {2  n  —  i)  {in  -r- i)  —  J/i(4/i'-h6Ai— i), 

I.3.3h-   ...  -r-(2Al—  1)^2 /l-+-l)(2/l-l-3)  =  /l(2/l'H-8/l*  -+-711  —  a). 

38.  Les  nombres  figurés.  —  Pour  la  progression  des  nombres 
entiers  commençant  à  Tunilé,  on  a  a  =  o  et  /•=i.  En  suppo- 
sant que  la  progression  contienne  successivement  />,  (/>  -H  i), 
(/>  -f-  2),  ...  termes,  on  a 

H-2-h3-r-...-h/>  =  J[y?(/?-M), 
1. 24-2. 3-f-3.4-f-.-. H-/?  (/>-+-!)  =  !/?(/> -m)  (/?-t-2), 
1.2.3 -1-2.3.4  -4-... -+-/>(/>  -r-  l)(/>-r-2)  =  {/?(/>  "T"  l)  (/>  H"  ^X/'-f-S), 

On  vérifie  immédiatement  a  posteriori  la  formule  qui  résume 
les  précédentes 

x  =  p 
(0  ^X{X  -^  l).  .  ,{X  -^  q  —2)  =  i />(/?-+- !)...(/>  H- 5'  — I), 


x  =  l 


en  montrant  que,  si  la  formule  est  exacte  pour  les  premières  valeurs 
de  Pj  elle  a  lieu  encore  pour  la  valeur  suivante. 
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En  effet,  q  restant  fixe,  la  formule  a  lieu  pour  p  z=:i  ;  mais,  lors- 
qu'on remplace/?  par  (^  +  i),  le  second  membre  augmente  de 


(p-\-l)(p-\-2)...(p-hq'-\) 


[{p-^g)—p]y 


c'est  précisément,  après  simplification,  l'accroissement  du  premier 
membre. 

Nous  avons  vu  que  le  nombre  triangulaire  de  rang  p  est  égal  à  la 
somme  des  p  premiers  entiers.  Autrefois,  on  désignait  encore  les 
nombres  triangulaires  sous  l'appellation  de  nombres  Jigurés  du  se- 
cond ordre ^  ou  à  deux  dimensions.  En  général,  on  appelle  nombre 
figuré  FJ  d^ordre  q  (ou  à  q  dimensions)  le  nombre  égal  à  la 
somme  des/)  premiers  nombres  figurés  d'ordre  (  </  —  i)  ;  on  a  donc, 
par  définition. 


et,  par  suite, 

(a) 


f;/  =  F'/-»  -r-  F?-»  -T-  Fï"»  -f. .  .-h  F/r», 


p7  —  F'7   .  -i-  Y'i-^ 


Si  l'on  construit,  par  additions  successives,  le  Tableau  des  nom- 
bres figurés  naturels,  triangulaires,  pyramidaux,  . . . ,  on  ob- 
tient (/y^^.  27): 

Fig.  27. 


F* 

F^ 

F» 

1 

1 

I 

'}. 

3 

4 

3 

6 

10 

4 

10 

20 

5 

i5 

35 

• 

•  • 

•   • 

Table  des  nombres  figurés. 


D'ailleurs,  la  formule  (1)  donne,  pour  le  calcul  direct, 


(3) 


p.7_  p{p-\-\),,.(p-\'q^\) 


Si  l'on  baisse  d'une  ligne  la  colonne  des  entiers  F*,  de  deux 
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lijijncs  celle  dos  triangulaires  K*,  de  trois  lignes  celle  des  pyrami- 
daux F^,  et  ainsi  de  suite,  le  Tableau  des  nombres  figurés  devient 
le  triangle  arilhinéli(|ue  de  Pascal,  et  Ton  a 

Les  résultats  qui  précèdent  ont  été  trou\c>  par  Fersi.vt.  en  iC36,  d'aprèf 
la  mclliocle  induclivc.  Il  s'exprime  ainsi  clans  ses  Notes  sur  Diophante* 
à  la  suite  <le  la  Proposition  IX  du  Livre  des  Poïj-gones  :  «  Propositionem 
pulclierrimam  et  mirahilein  quani  nos  inveninius  hoc  in  loco  sine  demon- 
stratione  opponenius.  In  pro<;ressione  naturali  qua'  ab  unitaie  sumit 
exordium  quilihet  numerus  in  proxinie  majorent  facit  duplum  sui  trian- 
;;uli,  in  trian<{:ulum  proxime  niajoris  facit  triplum  sua;  pyramidis,  in  py- 
ramidem  proxime  majoris  facit  quadruplum  sui  Iriangulotrianguli,  et  sic 
uniforniiet  ^onerali  ininfinitum  methodo.  Necexistimo  pulchrius  aut  gène* 
ralius  in  numcris  posse  dari  tlicorema  cujus  demonstrationem  margini 
insererc  nec  curai  nec  \acat.  » 

rostcrieurcmenl,  Fkrhit  écrit  à  Pascil  le  29  août  i654  *.  «  Nos  coups 
fourrés  continuent  toujours,  et  je  suis  aussi  hien  que  vous  dans  Tadmira- 
lion  de  quoi  nos  pensées  s'ajustent  si  exactement,  qu'il  me  semble  qu^elles 
aient  pris  une  même  route  et  fait  un  même  chemin  :  Vos  derniers  Traites 
du  Trianfrle  nrithmètùjue  et  de  son  appïication  en  sont  une  preuve 
authentique:  et,  si  mon  calcul  ne  me  trompe,  votre  onzième  conséquence 
courait  la  poste  de  Paris  à  Toulouse,  pendant  que  ma  proposition  des 
nomhres  figurés,  qui,  en  effet,  est  la  même,  allait  de  Toulouse  à  Paris.  Je 
n'ai  garde  de  faillir,  tandis  que  je  rencontrerai  de  cette  sorte,  et  je  suis 
persuadé  que  le  vrai  moyen  pour  l'empêcher  de  faillir  est  celui  de  con- 
<*ourir  avec\ous:  mais,  si  j'en  disais  davantage,  la  chose  tiendrait  du  com- 
pliment, et  nous  avons  promis  de  bannir  cet  ennemi  des  conversations 
douces  et  aisées.  » 

Voir  le  Traité  des  ordres  numériques  de  Pasktal. 

39.  Piles  d'obus  et  piles  de  boulets.  —  La  pile  d'obus  est  pris- 
matique et  se  compose  de  /)  tranches  triangulaires.  Le  nombre  des 
obus  qu'elle  contient  est  le  produit  par  p  du  triangulaire  corres- 
pondant. 

La  pile  de  hou/ets  à  hase  trian*j[iilaire ,  avant  /*  boulets  au 
coté,  contient  un  nonibn^  do  boulets  T,,  égal  à  la  s»>mme  des /?  pre- 
miers nombres  triangulaires;  c'est  le  nombre  pyramidal  de  rang  /i, 

F3  _  T    —^'3:       ^'^  ny  n  -  ù 

l/,  -    »  /i  —      -       — ^        •  •  •-  ^        ? 
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c'est-à-dire 

n(n  -r-  \)(n-^-i) 


T«  = 


I  .VI. 3 


La  pile  de  boulets  à  base  carrée,  ayant  n  boulets  au  côté,  con- 
tient un  nombre  de  boulets  Q,/  égal  à  la  somme  des  n  premiers 
carres.  On  peut  la  considérer  comme  formée  de  deux  piles  triangu- 
laires T/,  et  T/|_|  ;  on  a,  en  effet,  pour  chaque  tranche, 


/i(/i  -+-  i)        (n  —  i)n 


1 


par  suite,  en  remplaçant  n  par  i,  2,  3,  . . . ,  /<,  et  faisant  la  somme, 
on  voit  que  Q,/  est  la  somme  des  pyramidaux  de  rangs  n  et  (n  —  1). 
On  a 

Pour  les  trois  piles,  le  nombre  des  projectiles  est  égal  au 
nombre  des  projectiles  d'une  face  triangulaire,  multiplié  par 
le  tiers  du  nombre  des  projectiles  contenus  dans  trois  arêtes 
parallèles  partant  des  sommets  de  cette  face. 

Cette  formule  subsiste  pour  la  pile  quadrangulaire ,  que 
l'on  peut  considérer  comme  la  réunion  d'une  pile  à  base  carrée  el 
d'une  pile  prismatique. 

Pour  plus  de  détails,  voir  notre  article  intitulé  :  L Arithmétique 
en  bâtons  (n"697  de  La  Aature), 

Exemple  I.  —  On  a  les  inégalités 

/iî<6T,.  <(/i-f-,)3, 
/t'<3Q„<(/i-T-i)', 

qui  permettent  de  déterminer  /i,  connaissant  T„  ou  Q^.  au  moyen  de  la 
Table  des  cubes  {Algèbre  d'EiLKn). 

Exemple  II.  —  Le  nombre  des  boulets  d'une  pile  à  base  carrée  de  rang 
n  est  le  quart  du  nombre  des  boulets  d'une  pile  à  base  triangulaire  de 
rang  in. 

Exemple  III.  —  Le  nombre  des  boulets  contenus  dans Tcnscmble  des  /i pre- 
mières piles  triangulaires  est  égal  au  /i'*'"*  nombre  triangulo-triangulaire 

F*  —  /i(/i  ■+-  \){n  ■^'x){n  -\-  3) 
"~  1.2.3.4 
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Exemple  iV.  —   L^   &-ix.ire  '^r^  i-> -Lif-tf  c-.-Btfa«$  das^  l'ettse^ile  de< 


I  t 


Ertrnplt  V.  —  Eh:iu ■:■!:! .-«?.•■  •:::r:î*îLr-r:  la  f  nncl'f  ^ai  doaa«  [<  sombiv 
ErtmpU  VI.  —  Tr-a^rr  îr  l  :rLLrT  -Jr*  j-rojt-ctS^  qui  «<  tr«>aTeBt  ««r  la 
Ex*mfU  Vil.  —  \  E-Lr^i-:*  i-  uirT*  : -jLr  f-lle  xr»:iiqa*^4  Laf<$ parai- 
Ex*mf-U.   VI li  —  Tt:-^\'.t  \-û  r  'TLiZL.t   ït^  Fi  yxtmiiT*^  f^>lTsr*>Baa\  d«  7 

r,    r.  ^  i  r*  —  1    n    /i  —  1 

P:  —  I*;  —    ,.— P,  = j—  > 


Pvur  7  =  >  rt  l'vjr  '^  =  ,.  ••a  re:r.--. e  Ir*  e\jTtf*?i'>n*  de  T»  el  de  Qa- 
Er^mpU  /.r.  —   Tr-.''j\rr   li  ?-.'rïim^   ^ir^  n   fT^mier*  [M>iy^oBaa^  de  q 

.  ,        .  .  1  —  I    n    /i  —  f 

(I      —  «•       —  —  Il        —    r    — 


i 


Vy.'T^yii  y  =  0.  -.a  tr-.'j\'.  'i'  j-.'-r  U  }■:!■:  hcva^v-nile  de  n  |»îoii5  sur  le 

C'^'lc  dr:  I41  Li»^ 

Ex^mpU  .!'-  —  Trouver  U  ?>iiiiiie  dr*  |.»>Uronau\  de  rani  a  el  de  pre- 
mirre  e*}^-»:-?.  'i'.-iit  Ir»  cvlc*  î*:nt  3.  4-  -• '/•  —  '-'^  * 


Pî-r:-...-|-,  rr  n    7- i 


f\    n  —  I      '/  —  a      q  —  i< 
• * , 


1  1 


Exemple  .Xi.  —  Tr-.'uxer  1j  somme  de*  polygonaux  de  ran^  n  el  de  se- 
conde c*pcce.  dont  Irf  Cvl-*  **>nl  >.  ^.  '. ?/.  —  On  a 


I  •  ï  —  I 


.  —  L» .    —  q  —  i  — 


--T-P.— -^] 


Ezempl'fA'II.  —  Tro-^ver  ii  >■  a.me  de  lou*  les  foNjonauv  de*  n  pre- 
miers ran;iS  el  dont  ks  cOtrs  sont  3,  4-  5 ].  —  Deu\  cas. 

Exemple  A  II/.  —  Dan*  un  sy«iême  de  numérali«.'n  de  base  B.  la  somme 
de*  cLitfrcs  *!•:  l-.-'js  les  nombres  n".-i\jini  [»as  pi  us  de  n  chiffres  est 

Le  proi'jîl  des  chitTres  siçniûcalifs  de  lous  ces  nombres  esl  é^al  à  la  puis- 
sance d:r  h  l'acloîiclle    B  —  1   !  qui  a  pour  exposanl  /iB'-'. 
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40.  Binôme  de  Nei^on.  —  La  théorie  des  nombres  figurés  con- 
duit au  triangle  arithmétique  de  Pascal  et  à  la  formule  appelée 
binôme  de  Newton. 

Si  Ton  multiplie  le  poljnôme 

¥  =z  a-k-  bx  -^  cj7*-i-. .  .-^  kx'^-^-\-  Ix'^ 

par  (i  -H  x),  et  si  Ton  n'écrit  que  les  coefficients  de  F  et  ceux  du 
produit  P,  on  trouve 

pour  F a,        6,  c,         ...,        X*,  /; 

pour  P Uy     a -\- b,     b -{- c^     ...,     h-hk    A: -h /,     /, 

comme  dans  la  multiplication  d'un  nombre  par  1 1  (n"  18,  Ex.  7);' 
par  conséquent,  ces  coefficients  se  calculent  comme  dans  un  Ta- 
bleau de  sommes  (n*^  5). 

En  particulier,  les  coefficients  des  puissances  successives  de 
(i  -h-  x)  produisent  le  triangle  arithmétique  de  Pascal.  On  a  donc 
le  développement 

• 

{i-+-x)P=  1-+-  Cj,j7-hGJj7«-f-.. .  T-Clxi-h.,.-hC^xP; 

d'ailleurs,  si  l'on  remplace  dans  la  formule  (4)  du  n"  38  le  nombre  p 
par  (p  —  gr  -f- 1) ,  il  vient,  en  tenant  compte  de  la  formule  (3)  qui 
donne  l'expression  générale  des  nombres  figurés, 

py  _  py        _  />(/>  —  !)...(/?  — y  -Hi) 

On  a  donc  le  développement 

P        p(p — 0    •  p(p  —  \)..,ip — a-f-r) 

I  1.2  1.2. 3. ..y 

On  peut  vérifier  a /?05^e//orn' exactitude  de  ce  développement, 
en  faisant  voir  que,  si  cette  formule  est  une  identité  pour  une  va- 
leur entière  et  positive  de  l'exposant/?,  elle  a  lieu  encore  pour  l'ex- 
posant (/>  H-  i). 

En  remplaçant  x  par  (bla)  el  en  multipliant  les  deux  membres 
par  a'',  on  a  la  formule 

(«4-6)/»=  aP-h  ^aP'^b-^-  ^ ^ "~ '  qP-«6«-H..  .4- 6p. 

^  I  1.2 
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41 .  Propriétés  des  coefliriimts  do  déreloppemoit  de  •  i  ~  jr  ip.  — 

Le>  Ci>efficient5  de  ce  développement,  que  nous  désirerons  sou- 
vent.  j»<*ur  abréger,  pjir  i .  />i .  /*• />^-  s*3nl  en  nombre  -  p  —  i). 

On  a  d'ailleurs 

Les  coefficients  î  ésale  distance  des  extrêmes  sont  égaux  :  ils 
vont  en  cn:>issant  jusqu'au  milieu  du  développement. 

La  s^~>mme  des  coetlicients  est  enraie  à  a^  et  la  somme  alternée 
est  nulle,  ainsi  qu'on  le  \oit  en  remplaçant  x  par  —  i  et  par  —  i. 

On  en  de^Juit  les  sommes  drs  Ci^tlîcienls  de  deux  en  deux. 

I— /••—/•.  — fi  — .   .=  1*^=. 

Les  coet'ficients  étant  entiers.  C^  est  entier,  quelles  que  soient 
les  valeur*  des  nombres  entiers  p.-sîtifs  />  et  •/:  par  conséquent^  le 
produit  d*  q  nombrts  ^ntUrs  L^-ns^cuti/s  esi  dii'isii'le  par  le 
pr 'Induit  'i^s  q  pren\i':rs  nombres  entiers.  D"aiUeur>  CJ  est  nui 
pour  •/>/'. 

£".pf«r.>  /  —  Pr-sJiiî:  dff  <:^jf::iemSs  c/a  è-ÎM-Sme.  —  Ea  partant  de 
l"*i.f»r«*>:-Q 

,.  _  r-  _  ,^, 

:i  \r:z^*  :V:iIrîai*ai.  pocr  i^  pr.vîttit  d<r*  i>>«iSvieBt5 dv  développeaient  de 
:  —  j-  '.  li  vileir 


Ezf^.j  '''.II.  —  5:'r-^^  jr.vîr:-  .if  s  7  r'v^iV"/  ^s^jK^îexts.  —  En  se 

- •"' •": .'  ' .   /■■"'=    I  rC''   . 

"  ■  ■*  •  "i* —  1  ^  f 

^   .  ..._.  ^    r — ja — i>  ,^ 
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CHAPITRE  VI. 


L'ANALYSE  COMBINATOIHE. 


42.  Permutations.  —  Ce  sont  les  manières  de  disposer  n  objets 
différents  en  ligne  droite  et,  plus  particulièrement,  les  manières 
diverses  d'écrire  la  somme  ou  le  produit  de  n  nombres  inégaux 
deux  à  deux.  En  désignant  le  nombre  de  ces  manières  parP;,,  on  a 

P„  =  nP„_i        et        P,|  =  I  .'2.3. . . .  /*. 

En  d'autres  termes,  le  nombre  des  permutations  de  n  objets 
différents  est  égal  au  produit  des  n  premiers  nombres.  On  dé- 
signe encore  ce  produit  par  n\  que  l'on  appelle /ac/or/e/Ze  n. 

Lorsque  l'on  remplace,  dans  une  suite  d'objets,  chacun  d'eux 
par  le  suivant,  on  fait  une  permutation  circulaire.  Le  nombre 
des  permutations  de  n  objets  différents,  placés  sur  une  circonfé- 
rence, est  égal  à  P/,«i  ou  {n  —  i)  ! 

Formation  du  Tableau  des  permutations  de  n  nombres  dans 
l'ordre  numérique,  ou  de  n  lettres  dans  l'ordre  alphabétique.  — 
Connaissant  une  permutation,  trouver  son  rang  dans  le  Tableau. 
—  Inversement,  écrire  une  permutation  dont  le  rang  est  donné. 

L'analyse  combinatoirc  a  été  imaginée  par  Fermât  et  Pascal  pour  obte- 
nir la  solution  de  problèmes  sur  le  Calcul  des  probabilités.  Dans  son  Traité 
duTriangle  arithmétique,  Pascal  en  donne  deux  applications;  l'une  est 
intitulée  :  Usage  du  triangle  arithmétique  pour  les  combinaisons,  et 
l'autre:  Usage  du  triangle  arithmétique  pour  déterminer  les  partis 
qu'on  doit  faire  entre  deux  joueurs  qui  jouent  en  plusieurs  parties. 

Lorsque  la  permutation  des  lettres  d'un  mot,  ou  d'une  phrase,  forme  un 
nouveau  mot,  ou  une  nouvelle  phrase,  la  permutation  prend  le  nom 
à'anagramme.  Ainsi  les  mots  logarithme  et  algorithme  sont  formés 
des  mômes  lettres  dans  un  ordre  différent.  Pascal,  dans  les  Pensées,  s'est 
caché  sous  le  pseudonyme  de  Salomon  de  Tultie,  anagramme  de  Louis 
DE  Momtalte,  nom  sous  lequel  il  fit  paraître  les  Lettres  provinciales. 
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Exemple  /.   —  Calcaler  le  nombre  de«  p^nnatations  de  n  objets  poar 
toote«  les  Talears  enticre«  de  n  jusqu'à  25. 


1 

.2.5.  . 

, .  n     on  /i  ! 

1 
» 

6 

ï4 

120 

720 

S040 

4o32o 

3 

62880 

36 

28800 

>99 

16800 

i71#o 

01600 

62J70 

20800 

8 

71782 

91200 

1)0 

76713 

68000 

AWjl 

■r^^ 

88.»oo 

35>68 

74a8o 

96000 

6 

40237 

37057 

28000 

121 

t»45io 

oio88 

32000 

2432 

90200 

81766 

40000 

51090 

94^17 

«7094 

40000 

II 

24000 

7^777 

76076 

80000 

258 

J20l6 

73888 

49766 

40000 

6204 

4840I 

733>3 

94393 

60000 

1  55ii2 

10043 

3309H 

39H40 

00000 

I 

2 

3 

4 


8 

9 
10 

11 
12 
i3 

■î 
iS 

16 

"7 
18 

•9 
20 

21 
22 
>3 
24 

23 


Les  permutations  des  -ib  premiers  nombres. 

On  voit  ainsi  que  le  nombre  des  permutations  de  n  objets  augmente 
rapidement  avec  n.  Four  des  valeurs  plus  grandes  de  /i,  on  ne  calcule 
habituellement  que  le  nombre  des  chiffres  et  les  premiers  chiffres,  au  moyen 
d*une  formule  donnée  par  Stirling. 

Exemple  IL  —  Trouver  le  nombre  des  manières  de  permuter  un  mot 
formé  de  n  consonnes  et  de  n  voyelles  distinctes,  de  telle  sorte  qu*il  n'y  ait 
pas  deux  voyelles  ou  deux  consonnes  consécutives.  —  On  trouve  2(P|,)*, 
et  ainsi  pour  un  mot  composé  de  cinq  consonnes  et  de  cinq  voyelles,  toutes 
distinctes,  ce  nombre  est  égal  à  28800,  tandis  que  le  nombre  de  toutes  les 
permutations  est  Pi©  =  3  628  800. 
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Exemple  IIL  —  On  permute  les  chiffres  1,  2,  3,  4,  5  de  toutes  les  ma- 
nières possibles;  trouver  la  somme  des  nombres  formés  par  ces  permuta- 
tions dans  le  système  décimal. 

On  prend  la  somme  des  nombres  donnés  par  une  permutation  et  par  la 
permutation  complémentaire  ;  on  trouve  ainsi,  puisque  la  somme  des 
nombres  de  deux  permutations  complémentaires,  telles  que 

2451 3 
42i53 

66666 

est  constante,  que  la  somme  cherchée  est  la  moitié  du  produit  de  P^  par 
le  nombre  66666. 

43.  Permutations  ûg^ées.  —  Ce  sont  les  dispositions  de  n 
jetons  sur  les  cases  d'un  échiquier  de  n^  cases,  de  telle  sorte  qu'il 
n'y  ait  pas  deux  jetons  sur  une  même  ligne  ->  ou  sur  une  même 
colonne  ^,  Ces  dispositions  correspondent  au  problème  des  tours 
au  Jeu  d^ échecs, 

A  toute  permutation  de  n  nombres  correspond  une  permutation 
figurée,  et  inversement  ;  nous  trouverons  l'application  des  permu- 
tations figurées  dans  la  théorie  des  déterminants. 

Ldi  Jig.  a8  représente  les  permutations  figurées  de  quatre  élé- 
ments 1,  2,  3,  4;  elles  sont  rangées  dans  l'ordre  numérique, 
d'après  la  permutation  correspondante  placée  au-dessous  de  cha- 
cune d'elles.  Les  cases  ombrées  figurent  les  jetons. 

Nous  montrerons  plus  loin,  au  Chapitre  VIII,  que  cette  repré- 
sentation des  permutations,  qui  constitue  un  ensemble  important 
des  théories  de  V Arithmétique  de  position,  trouve  encore  une 
intéressante  application  dans  les  produits  des  sommes  de  quatre 
carrés,  et  dans  la  théorie  des  factorielles. 

Exemple  I.  —  Dans  toute  permutation  figurée,  le  nombre  des  jetons 
situés  sur  les  cases  de  couleur  opposée  à  celle  d'un  coin  de  l'échiquier  est 
toujours  pair  {voir  n**  8). 

En  effet,  soient 

(i»ri)»     (^i^s),     (3,^3),     ....,     {n,yn), 

les  coordonnées  des  jetons  d'une  permutation  figurée  yxy^yz  ^  -  »  yn  ,  en 
prenant  le  coin  de  coordonnées  (i ,  1)  pour  origine.  La  somme  de  toutes 
Jes  coordonnées 

(l  -H  ^Ki) -4- (2 -+-7,) -+-(3+^3)  H-  ...  -^(/l-H^/»)» 

E.  L.  —  L  5 


4K 
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▼aiit  >viiiemiii«nt  [e  «iouble   le  la  «omme  he*  n  premier»  oombres  et.  par 
«aice.  an  anmhr*  pair.  D'iaCre  part,  -rt   'C-ya  «upprîme   les  parenthèses  à 


Fîtf.    :!*. 


3    12% 


Jl%Z         J2i%         32«>l 


3   %    I    2         3   %    2    I 


%I23.4I32         «2k3        «231 


%   3    I    2    -   %   3    2    I 


Les  pcrmatatioQS  ii$iin*es  de  qoatre  èlêmeats. 


§ommft  paire,  qai  correspondent  à  îles  jetons  posés  sur  des  cases  de  même 
routeur  que  la  caâe(i.n.  il  reste  un  total  pair.  Par  suite,  les  parenthèses 
à  somme  impaire,  qui  correspondent  au\  jetons  placés  sur  des  cases  de 
couleur  opposée  à  celle  du  coin  ii.O*  forment  un  nombre  pair;  elles  sont 
donc  en  nombre  pair. 

Exemple  II.  —  Trouver  le  nombre  G«  des  permutations  des /i  premiers 
chiiïre«Y  dan^  lesquelles  la  somme  des  chiffres  à  égale  distance  des  ex- 
trêmes est  la  même.  En  d'autres  termes,  trouver  le  nombre  des  permu- 
tations figurées  qui  sont  symétriques  par  rapport  au  centre  de  Téchi— 
quier. 

Si  n  est  impair,  il  y  a  une  tour  au  centre  de  Téchiquier,  et,  en  suppri- 
mant la  ligne  et  la  colonne  du  milieu,  on  obtient  un  échiquier  dont  le 
côté  est  (n  —  i).  On  a  ainsi 

Gjii^l    =    Gl;|. 

Soit  CyîyÇ'.  29)  un  échiquier  pair  de  côté  2/1;  la  position  d'un  jeton  a  dans 
la  première  colonne  donne  la  position  d'un  jeton  a'  dans  la  dernière  co- 
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loDoc;  en  supprimani  les  lignes  et  les  colonnes  qui  contiennent  a  et  a',  il 
reste  on  ensemble  de  cases  ijui  correspond  à  un  échiquier  de  (an  —  a) 


Permuli 
s  de  côté.  Mais  a  peut 


Exemple  III.  —  Déterminer  le  nombre  R„  des  permutations  figurées  qui 
coïncident  avec  elles-mêmes  en  faisant  tourner  l'écbiquier  d'un  quart  de 
tour  {fie.  3o). 

La  permutatioa  est  symétrique  par  rapport  au  centre  de  l'échiquier,  cai- 


F 


Permutations  tournantes. 


elle  coïncide  avec  elle-même  par  rotation  de  deun  quarts  (le 
puisque  les  jetons  vont  par  quatre,  sauf  au  centre, 

R4n+,  =  Ri„,        et        Ri„+»  =  RiB+i  =0; 
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puis,  comme  précédemment,  en  observant  que  le  jeton  ne  peut  être  placé 
dans  un  coin  de  l'échiquier, 

R4n  =  (4/1—2)  R4»-4; 
par  suite 

R4;,  =  2.6.io.  ...(4/*  —  a)- 

Exemple  IV,  —  De  combien  de  manières  peut-en  effectuer  le  produit 
de  n  facteurs  distincts,  en  supposant  que  tous  les  produits  diff'èrent  des 
facteurs  et  diffèrent  entre  eu\? 

Soit  0/1  ce  nombre  de 'manières;  le  nombre  de  multiplications  à  faire 
dans  chacune  des  manières  est  toujours  (/i  —  i).  On  a  d'abord,  pour  deux 
facteurs  a  et  6,  les  multiplications  ab  et  ba\  donc  Oj  =  2. 

Prenons  un  troisième  facteur  c;  on  peut  le  combiner  comme  multipli- 
cateur ou  comme  multiplicande  avec  le  produit  effectué,  ce  qui  donne 

ciab)    et     {ba)c\ 

mais  on  peut  aussi  faire  intervenir  le  nombre  c,  pendant  la  multiplication, 
de  quatre  manières  : 

acb^     cab^     bca,     cba\ 

on  a  donc  O3  =  60j.  Prenons  un  quatrième  facteur  d  et  combinons-le 
avec  l'un  des  O3  produits  entièrement  effectués,  abc  par  exemple.  On  a 
deux  manières  distinctes  : 

d(abc)    et    (abc)d; 

mais,  si  Ton  introduit  le  facteur  d  pendant  l'opération,  abc  exige  deux 
multiplications.  Donc,  en  faisant  intervenir  d  dans  l'intervalle  de  la  mul- 
tiplication de  a  par(ôc),  il  y  a  quatre  manières  : 

ad{bc)j     da(bc)j     a{dbc),     a{bdc)  ^ 

et  autant  pour  la  multiplication  de  {bc)  par  a;   en  tout  dix  manières.  On 

a  donc 

04=1003. 

Désignons  par  M  une  des  manières  employées  pour  obtenir  le  produit 
de  (/i —  I  )  facteurs,  et  introduisons  le  nouveau  facteur/.  Celui-ci  peut  sr 
combiner  conmie  multiplicande  ou  comme  multiplicateur,  ce  qui  donne 
les  deux  cas  M/  et  /M:  mais,  si  on  l'introduit  avant  d'avoir  effectué  le 
produit  M,  il  y  a  (n—  2)  multiplications  dont  chacune  donne  quatre  ma- 
nières; donc  en  tout 

2  -i-  4 ( w  —  2 )     ou     ^n  --  (\\ 
par  suite 

On=(4/i-6)0,,_,, 
et 

0,1  =  2 . 6 . 1  o  ...  {f\n  —  6 )  =  2^»- ' .  1 . 3 . 5  . . .  (  2 /i  —  3  ) . 
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Cette  démonstration  est  due  à  0.  Rodrigues;  mais  le  résultat  précédent 
est  de  M.  Catalan  (Journal  de  Liouville,  i^  série,  t.  III  et  VI). 

44.  Permutations  avec  répétition.  —  Ce  sont  les  diverses  ma- 
nières de  disposer  n  objets  en  ligne  droite,  ces  objets  n'étant  pas 
tous  distincts.  Par  exemple,  si  a  lettres  sont  égales  à  a,  si  ^  lettres 
sont  égales  à  6,  . . . ,  X  lettres  à  /,  avec  la  condition 

le  noijibre  des  permutations  avec  répétition  est 

n\ 


a!p!  ...  X! 


Exemple  /.  —  De  combien  de  manières  peut-on  effectuer  le  produit 
de  n  facteurs  égaux  ou  inégaux? 

Si  a  facteurs  sont  égaux  àa,  pà6,  y^^)***»  ^^  désignant  par 
a,  b,  c,  ...  des  facteurs  quelconques  inégaux,  il  faut  diviser 

Ort  =  2»-*.  1.3.5.  ...  (2/1  —  3), 

par  le  produit  des  factorielles 

a!  ?!  y!  ... 

Exemple  IL  —  De  combien  de  manières  peut-on  remplacer  le  produit 
de  n  facteurs  par  des  produits  de  deux  facteurs  dans  le  cas  de  n  pair, 
et  par  des  produits  de  deux  facteurs  et  d'un  seul,  dans  le  cas  de  n  impair? 

Exemple  III,  —  De  combien  de  manières  peut-on  décomposer  un  pro- 
duit de  3n  facteurs  en  n  produits  de  trois  facteurs? 

On  trouve 

(3/1)! 

(3!)«.  n\' 

45.  Arrangements  simples.  —  Les  arrangements  simples  de 
p  objets  distincts,  pris  ^^  à  y,  sont  les  manières  de  disposer  en  ligne 
droite  q  de  ces  objets,  de  telle  sorte  que  deux  dispositions  diffèrent 
soit  par  le  choix,  soit  par  Vordre  des  objets. 

En  désignant  leur  nombre  par  A^,  on  déduit  ces  arrangements 
des  arrangements  AJ~*,  en  écrivant  successivement  à  la  suite  de 
ces  derniers  les  (/?  —  7  +  0  lettres  qui  n'y  entrefnt  pas 

par  suite, 

K=PiP—  i)(/>-2)  ...  (;?  — ^-hi). 
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Ainsi,  le  nombre  des  arrangements  simples  de  p  objets,  pris 
q  à  q,  est  le  produit  des  q  nombres  entiers  décroissants  à  par- 
tir de  p. 

Si  p  =  q,  on  retrouve  les  permutations  ;  si  ^  <C  y^  on  a  A^  ^^^  o, 
conformément  à  la  définition. 

Si  Ton  exprime,  de  deux  manières  différentes,  le  nombre  de  fois 
qu^une  lettre  a  entre  dans  le  tableau  des  arrangements  à  une  place 
déterminée,  à  la  première  par  exemple,  on  a  encore  la  formule 
de  récurrence 

'^p  —  r^p-i' 

Exempte  /.  —  Former  les  arrangements  simples  de  p  lettres,  prises  q  à 
q^  en  suivant  Tordre  alphabétique. 

Connaissant  un  arrangement  simple,  trouver  son  rang  dans  le  tableau. 

Inversement,  écrire  un  arrangement  simple  de  rang  donné. 

Exemple  II.  —  Trouver  la  somme  de  tous  les  nombres  du  système  dé- 
cimal qui  n'ont  pas  plus  de  cinq  chiffres,  et  formés  seulement  des  chiffres 
o,  1,2,  3,  4>  les  chiffres  ne  pouvant  être  répétés. 

Exemple  III.  —  Décomposer  le  tableau  des  arrangements  simples  de 
p  lettres,  prises  q  k  q^  d'après  la  considération  d'une  lettre  a. 

Exemple  IV.  —  Décomposer  le  tableau  des  arrangements  simples  de 
p  lettres,  prises  q  ^  q^  d'après  la  considération  de  deux  lettres  a  e\  b. 

46.  Arrangements  complets.  —  Les  arrangements  complets  de 
p  objets,  pris  q  ^  q^  sont  les  manières  de  disposer  en  ligne  droite 
q  de  ces  objets,  ces  objets  pouvant  être  répétés  jusqu'à  q  fois, 
mais  de  telle  sorte  que  deux  dispositions  diffèrent  soit  par  le  choix, 
soit  par  V ordre  de  ces  objets. 

En  désignant  leur  nombre  par  B^,  on  a 

Ainsi,  le  nombre  des  arrangements  complets  de  p  objets,  pris 
q  à  q^  est  le  produit  de  q  nombres  égaux  à  p. 

Si  l'on  écrit  tous  les  nombres  du  système  de  base /?  jusqu'à 
q  chiffres,  en  complétant  par  des  zéros  à  la  gauche  tous  ceux  qui  ont 
moins  de  q  chiffres,  et  en  commençant  par  ooo.  •  .o,  on  forme  les 
arrangements  complets  de/?  chiffres  pris  q  et  q» 

Exemple  /.  —  Connaissant  un  arrangement  complet  de/?  chiffres  pris 
7  à  ^,  trouver  son  rang  et  inversement. 
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Exemple  IL  —  Trouver  la  somme  de  tous  les  nombres  du  système  dé- 
cimal qui  n'ont  pas  plus  de  q  chifTres. 

Exemple  III.  —  Décomposer  le  tableau  des  arrangements  complets  de 
p  lettres,  prises  q  ^  q,  d'après  la  considération  d'une  lettre  a. 

Exemple  IV.  —  Décomposer  le  tableau  des  arrangements  complets  de 
p  lettres,  prises  q  ^  q,  d'après  la  considération  de  deux  lettres  a  et  b. 

AT,  Combinaisons  simples.  —  Les  combinaisons  simples  de 
p  objets,  pris  g  ^q^  sont  les  groupes  que  l'on  peut  former  avec  q  de 
ces  objets,  de  telle  sorte  que  deux  groupes  diffèrent  par  le  choix 
et  non  par  Vordre  des  objets.  Ainsi 

les  Permutations  Pq  ne  diffèrent  que  par  l'ordre, 

les  Combinaisons  CJ  »  »       le  choix, 

les  Arrangements  AJ  diffèrent  par  l'ordre  ou  par  le  choix. 

On  a  la  formule 

x\p  —  r q,\jp  , 

et,  par  suite, 

Qq  ^    ;?(/?  —  l)...(/?  —  y-H    I)  ^ 

^  1.2.3. . .q 

Ainsi,  le  nombre  des  combinaisons  simples  de  p  objets,  pris  q 
à  q^  est  le  produit  des  q  nombres  entiers  décroissants  à  partir  de 
/>,  divisé  par  le  produit  des  q  premiers  nombres. 

On  peut  encore  écrire 

A  toute  combinaison  CJ  en  correspond  une  autre,  complémen- 
taire. 

Si  l'on  suppose  que  les  objets  sont  des  lettres  que  l'on  peut  ran- 
ger dans  chaque  combinaison,  suivant  l'ordre  alphabétique,  et  si  l'on 
observe  que  le  tableau  des  combinaisons  est  symétrique  par  rapport 
à  toutes  les  lettres  qui  y  entrent,  on  voit  que 

le  nombre  des  lettres  du  tableau  est ^C?î 

le  nombre  de  fois  que  a  s'y  trouve  est -  C^  ; 

le  nombre  des  combinaisons  contenant  a  est.. .  ^^^-i- 
On  a  donc  la  formule 

d'où  Ton  déduit  encore  l'expression  de  CJ. 
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Enfin  on  a  la  formole 


^Cî=  /i-f-r  C;.,.         >^/r/*     -^i 


-i 


qoe  Ton  démonlre  en  ajoaUnt  à  chacune  des  combinaisons  du 
tableaa  C^,  chacone  des  •  />  —  y  —  i  •  lettres  qni  nV  entrent  pas 
et  en  ob^serrant  qae  Ton  reproduit  ainsi  q  fois  le  tableau  C^. 

EiempU  /.  —  De  combien  de  manières  peat-oa  afipGqaer  q«atre,  au 
pta.4.  At^  «epc  coolenrs  du  spectre  soUîre.  sur  tes  CKes  d'an  tétraèdre 


réjniiert 

Poor  qaatre  coolenrï  distiactes 3  C^  on  70 

trois            »                 »         îCi  •>  io5 

dem.            *                 »         îCf       »  63 

j      aae              *                •         .......  C|  »  7 

Ea  loat x|5 

Exemple  II.  —  Dénoiitrer  directemeat  que  le  nonbre  de  tootes  le$ 
combiaaiéoas  possibles  de  p  lettres  est  é^  à  a^  —  1 .  —  En  effet,  preaoas,  par 
exemple,  qaatre  lettres  a,  6.  c,  d\  formons  tootes  les  combîaaisons  pos— 
sibles  de  ces  quatre  lettres;  ajoutoa5-j  l'anité:  nous  formons  le  tableau 
de  çaoche,  dont  le  nombre  des  combinaisons  est.  en  comptant  1,  égal  à  a^. 
Ajoutons  ane  lettre  e.  nous  formons  le  tableaa  de  droite,  .\insi  le  nombre 
des  combinaisons  possibles  de  cinq  lettres  est  le  double  de  celui  de  quatre 
lettres,  et  ainsi  de  suite. 

Fig.  3i. 

a.  b.  c,  d,  ae,  6e,  ce.  </e, 

ab,  ac,  ad,  bc,  bd,  cd,  abe.  ace,  ade.  bce.  bde^  cde. 

abc,  abd,  acd,  bcd,  abce.  abde,  acde,  bcde, 

abcd,  .  abcde. 

Combinaisons  de  qaatre  et  de  cinq  lettres. 

On  peut  donner  une  autre  démonstration  fondée  sur  la  considération  du 
^vstème  de  la  numération  binaire.  Si  Ton  considère  les  unités  des  différents 
ordres  jusqu'au  /i'^"*  comme  des  objets  différents,  tous  les  nombres  du  sys- 
tème binaire  ayant  n  chiffres  au  plus  représentent,  après  suppression  du 
zéro,  toutes  les  combinaisons  de  n  objets  pris  un  à  un.  dea\  à  deux,  .... 
jusqu'à  71,  c'est-à-dire  tous  les  nombres  qui  ont  i,  a.  3,  .. .,  chiffres  signi- 
ficatif?) dans  le  système  binaire.  Le  nombre  total  des  combinaisons  est  donc 
égal  au  nombre  du  système  binaire  formé  par  n  fois  le  chiffre  i  ou  2'* —  i. 
Le  Jekinty  boulier  chinois  de  Fo-cni,  est  une  représentation  sensible  de 
cette  démonstration. 
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De  même,  le  nombre  de  toutes  les  combinaisons  de  n  objets  distincts 
pris  un  à  un,  deux  à  deux,  trois  à  trois,  . . .,  en  supposant  que  chaque  ob- 
jet puisse  être  pris  deux  fois,  est  égal  à  Z^  —  i,  comme  cela  résulte  de  la 
considération  du  système  de  la  numération  ternaire,  ou  du  boulier  corres- 
pondant. Et  ainsi  de  suite. 

Exemple  III,  —  De  combien  de  manières  peut-on  décomposer  le  produit 
N  =  abc, . ./,  de  /i  facteurs,  en  un  produit  de  deux  facteurs? 

C'est  la  moitié  du  nombre  des  combinaisons  de  n  objets  pris  un  à  un, 
deux  à  deux,  ...,  nà  n,  ou  2"-*,  en  comptant  le  produit  i.N,et  en  con- 
sidérant comme  une  seule  manière  le  produit/?^  et  le  produit  qp. 

Exemple  IV,  —  Les  combinaisons  du  tableau  C^  étant  rangées  suivant 
Tordre  alphabétique,  trouver  le  rang  d'une  combinaison  donnée.  Inverse- 
ment, écrire  la  combinaison  de  rang  donné. 

Exemple  V,  —  Même  question  pour  le  tableau  alphabétique  de  toutes 
les  combinaisons  possibles  de  p  lettres,  chacune  d'elles  ne  pouvant  être 
prise  plus  d'une  fois. 

• 

48.  Addition  des  combinaisons  simples.  —  On  a  la  formule 

qui  correspond  à  la  loi  de  formation  du  triangle  arithmétique,  et, 
puisque  les  deux  premières  lignes  du  tableau  des  nombres  de  com- 
binaisons et  du  triangle  sont  les  mêmes,  on  en  déduit  que  les 
tableaux  sont  identiques. 

Exemple  /.  —  Vérifier  la  formule  (i)  par  l'expression  de  G^. 
Exemple  II,  —  Décomposer  le  tableau  Ç/j,  par  la  considération  de  dcu\ 
lettres  a  et  b, 

Gombinaisons  ne  contenant  ni  a  ni  b G^_i 

Gombinaisons  contenant  a  et  non  b, . .    C^'-i 

»  »  6  et  non  a CJJlJ 

.  )>  »  a  et  bl Q/jr_\\ 

on  a  donc  la  formule 

^p  —  l-^,,_2  -T- 2Uj_j  -t- L.p_,, 

que  l'on  peut  vérifier  par  l'expression  de  G^  ou  déduire  de  la  formule  (1), 
par  l'addition  des  égalités 

^P-\  -  -  ^p-t  "•"  ^/>-j» 

^p-i  —  ^p-t  ^  ^p-t' 
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Exemple  III,  —  Décomposer  le  tableau  des  combinaisons  CJ  par  la  con- 
sidération de  trois  lettres  a,  b,  c. 

Combinaisons  ne  contenant  aucune  des  trois  lettres ^p-s 

))  contenant  une  des  trois  lettres C J  C^lJ 

»  »  deux  des  trois  lettres C|  CpZ\ 


p- 
'/- 
p- 

u  »  les  trois  lettres CJC^lJ. 


On  a  donc  la  formule 
On  trouve,  par  induction,  la  formule  suivante 

cj  =  C2_,  -h  G»  Gji).  -f-  G?  Gjiî  -i-. . .  -4-  c;  c^i; , 

ou,  sous  la  forme  symbolique, 

(I)  G»*A*c»:;:(C-i-ir, 

en  considérant  les  indices  supérieurs  comme  des  exposants.  On  peut 
démontrer  directement  cette  formule  par  la  considération  de  r  lettres  dé- 
terminées, ou  la  vérifier  a  posteriori.  (  Voir  un  de  nos  articles  dans  la 
Nouvelle  Correspondance  mathématiquCy  t.  II,  p.  70. 

Exem,ple  IV.  —  Si  l'on  désigne  par  ap  le  nombre  des  arrangements 
simples  de  a  lettres  prises  /?  à/?,  on  a  la  formule 

(a  -h  b)p=  Oj,-^^  Up-i bi -+-  f—^ ap-t bt-\-. .  .-^  bp, 

1  M.    m  ^ 

que  l'on  appelle  formule  du  binôme  des  facto  rie  lies  de  Vandermonde. 

En  effet,  (a  -+-  b)p  est  le  nombre  des  arrangements  simples  de  (a  -h  b) 
lettres  prises  p  k  p;  si  l'on  partage  ces  lettres  en  deux  groupes,  l'un  de 
a  lettres,  l'autre  de  b  lettres,  ces  arrangements  pourront  se  diviser  en  diffé- 
rentes classes 

1°  Arrangements  ne  contenant  que  des  lettres  du  premier  groupe; 

2®  »  contenant  (/?  —  i) lettres  du  premier  groupe  et  i  du  second; 

•3°  »  ^^         (p — 2)  '*  2  »       : 

4°  «  «         (^  —  3)  »  3  M       ; 

Cherchons  combien  il  y  a  d'arrangements  de  la  (^  -*- 1)'^"»  classe.  Nous 
commençons  par  former  les  arrangements  des  a  lettres  du  premier  groupe 
prises  (/?  —  q)  k  {p  —  q);  dans  ces  arrangements,  on  introduira  q  lettres 
du  second  groupe  et  Ton  variera  leur  ordre  de  toutes  les  manières  possibles, 
sans  changer  l'ordre  des  premières,  ce  qui  peut  se  faire  âepq  manières,  et 
l'on   obtiendra  ainsi  PqCip-q  arrangements  distincts  de  (a +  6)   lettres 
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prises  q  ^  q»  Enfin,  comme  il  y  a  -^  manières  de  prendre  q  lettres   du 

second  groupe,  le  nombre  des  arrangements  distincts  de  la  classe  de  rang 
{q  -h  i)  est 

-  I    Clp-q  bq       ou        CJÎ  ap-  ,j  bq. 

H  ' 

En  faisant  varier  q  de  o  k  p  el  faisant  la  somme,  on  trouve  la  formule 
donnée. 

Si  l'on  remplace  les  arrangements  simples  par  les  arrangements  complets, 
oa  retrouve  la  formule  du  binôme  (n*^  40). 

49.  Combinaisons  complètes.  —  Les  combinaisons  complètes 
(ou  avec  répétition)  dep  objets,  pris  ç'^q^  sont  les  groupes  que  Ton 
peut  former  avec  q  de  ces  objets,  ces  objets  pouvant  être  pris  jus- 
qu'à q  fois,  de  telle  sorte  que  deux  groupes  diffèrent  par  le  choix 
et  non  par  l'ordre  des  objets. 

Si  l'on  désigne  par  D^  le  nombre  des  combinaisons  complètes, 
on  a: 

Nombre  des  lettres  du  Tableau  D^ q     DJÎ 

Nombre  de  fois  que  a  se  trouve  dans  DJÎ -     DJ, 

Nombre  des  combinaisons  contenant  a I^Jl' 

Nombre  de  fois  que  a  se  trouve  dans  Dj~* --    --  DJ"  ' . 

Par  suite, 
d'où  l'on  déduit 

P  q\ 

Ainsi,  le  nombre  des  combinaisons  complètes  de p  objets,  pris 
qà  q,  est  le  produit  des  q  nombres  entiers  croissants  à  partir  de 
Py  divisé  par  le  produit  des  q  premiers  nombres. 

En  renversant  l'ordre  des  facteurs  du  numérateur  de  D^,  on  a 

ainsi,  le  nombre  des  combinaisons  complètes  de  p  objets j  pris  q 
à  y,  est  égal  au  nombre  des  combinaisons  simples  de{  p  '\~q  —  i  ) 
objets,  pris  qàq.  On  peut  démontrer  directement  ce  résultat  de  la 
manière  suivante.  Désignons  par 

ai,      «j,     «3,      ...,     dp, 
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Exemple  III.  —  Décomposer  le  tableau  Dj  par  la  considération  de 
trois  lettres  «r,  ^,  c. 

« 

Combinaisons  ne  contenant  aucune  des  trois  lettres  . . .  ^^^-3 

»            contenant  une  des  trois  lettres CJD^lJ 

»                   »          deux  des  trois  lettres C|  D^I* 

»                   »          les  trois  lettres CJ  DJ~' 

On  a  donc  la  formule 

D/,  =  D2_,  +  3  D1,Z\  +  3  D^IÎ  +  D/r'  ■ 

On  trouve,  par  induction,  la  formule  suivante 

On  peut  démontrer  directement  cette  formule  par  la  considération  de  r 
lettres  déterminées,  ou  la  vérifier  a  posteriori. 

Si  l'on  exprime  les  combinaisons  complètes  au  moyen  des  combinaisons 
simples,  on  trouve  une  formule  qui  ne  diffère  pas  sensiblement  de  la  for- 
mule (i)  du  n°  48  {Ex.  III). 

51.  Les  inversions.  —  Il  y  a  inversion  ou  dérangement  dans  une? 
permiilation  de  nombres,  inégaux  deux  à  deux,  écrits  sur  une  ligne 
horizontale,  toutes  les  fois  qu'un  nombre  se  trouve  placé  à  la  gauche 
d'un  nombre  plus  petit. 

Pour  compter  le  nombre  des  inversions,  on  peut  procéder  de 
deux  manières  différentes,  soit  en  comptant  pour  chaque  terme  le 
nombre  des  termes  qui  sont  à  la  droite  plus  petits  que  lui,  soit  en 
comptant  pour  chaque  terme  le  nombre  de  ceux  qui  sont  à  la  gauche 
plus  grands  que  lui,  et  en  faisant  le  total  pour  tous  les  termes  dans 
Tun  ou  l'autre  cas. 

On  divise  les  permutations  de  n  nombres  en  deux  classes,  sui- 
vant que  le  nombre  des  inversions  est  pair  ou  impair.  Les  deux 
classes  sont  également  nombreuses. 

L'échange  de  deux  éléments  quelconques  d'une  permutation 
change  la  classe  de  la  permutation.  Plus  généralement,  un  nombre 
pair  d'échanges  d'éléments  quelconques  d'une  permutation  n'en 
modifie  pas  la  classe  5  un  nombre  impair  d'échanges  produit  sur  la 
permutation  primitive  un  changement  de  classe.  (Bézout.  ) 

Exemple  I.  —  Déterminer  le  nombre  total  D^  des  inversions  dans  le 
tableau  des  P,,  permutations  de  n  éléments.  Écrivons  d'abord  (/i  -hi)  fois 
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le  tableau  P»,  nous  obtenons  ainsi  (n-hi)Dn  dérangements.  Plaçons 
maintenant  le  (/n-i)'^"**  élément  à  la  dernière  place,  à  ravant-dernière, 
...,  à  la  seconde  placera  la  première  dans  chacun  des  tableaux;  nous  pro- 
duisons successivement  pour  chaque  permutation 

o,     I,     '?,,     ...,     (n  —  i),     n 

nouveaux  dérangements  et  nous  avons  construit  le  tableau  des  P/j+i  per- 
mutations de  (n  -f- 1)  éléments.  On  a  donc 

Drt4-l=(/t-4-l)D„+  — ^ ^Pn. 

Posons  Dn=  P/iQ/i,  il  vient 

n 


Q«-.i  =  Q«-^ 


'2. 


> 


remplaçons  successivement  n  par  i,  2,  3,  . . .,  (/i  —  i),  et  faisons  la  somme 
des  égalités  obtenues  ;  nous  trouvons 

Q/i  =  —  et  Dfl=^P/|G;,. 

4 

On  vérifie  immédiatement  ce  résultat  en  observant  que  le  nombre  total 
des  inversions  d'une  permutation  et  de  la  permutation  renversée  est  égal 
au  nombre  GJ  des  combinaisons  de  n  éléments  pris  deux  à  deux. 

Exemple  IL  —  Le  nombre  total  des  inversions  contenues  dans  les  per- 
mutations circulaires  de  n  éléments  est  l  (n  —  i)  n(n  ■+■  1). 

o2.  Les  cycles.  —  On  peut  encore  déterminer  la  classe  d'une  per- 
mutation par  la  méthode  plus  expéditive  des  cycles,  due  à  Cauchy. 
Considérons  une  permutation  quelconque  de  quinze  nombres,  et 
plaçons  au-dessus  de  chacun  de  ses  termes  les  nombres  entiers 
suivant  l'ordre  ordinaire 

1,2,    3,4,5,    6,7,    8,    9,  10,  II,  12,  i3,  14,  i5; 
8,  6,  12,  I,  5,  i{,  2,  II,  i3,  i5,    4,    9,    3,  10,    7. 

Au-dessous  de  i  se  trouve  8  ;  au-dessous  de  8  se  trouve  1 1  ;  au- 
dessous  de  1 1  se  trouve  4  î  au-dessous  de  4  se  trouve  i .  On  forme 
ainsi  le  premier  cycle 

I,  8,  II,  4. 

En  partant  du  nombre  2,  on  forme  un  deuxième  cycle 

2,  6,  i4,  10,  i5,  7. 
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En  partant  du  nombre  3,  qui  ne  figure  pas  dans  les  deux  cycles 
précédents,  on  forme  un  troisième  cycle 

3,  12,  9,  i3; 

enfin  il  reste  le  cycle  formé  par  un  seul  nombre,  5. 

Cela  posé,  l'échange  de  deux  éléments  augmente  ou  diminue,  de 
I,  le  nombre  des  cycles  de  la  permutation,  suivant  que  les  éléments 
échangés  appartiennent  au  même  cycle  ou  à  des  cycles  différents. 
On  en  déduit  que  deux  permutations  appartiennent  à  une  même 
classe  ou  à  des  classes  différentes  suivant  que  les  nombres  de  leurs 
cycles  sont  ou  ne  sont  pas  de  même  parité. 

Pour  déterminer  la  classe,  on  remarquera  que  la  permutation 
suivant  Tordre  naturel  contient  un  nombre  de  cycles  égal  an 
nombre  des  éléments  de  la  permutation. 

La  théorie  des  inversions  et  des  cycles  trouve  son  application 
dans  un  grand  nombre  de  questions  d'Algèbre  5  le  lecteur  trouvera 
une  interprétation  intéressante  de  cette  théorie  dans  le  Jeu  du  Ta- 
rjuin  (voir  nos  Récréations  mathématiques). 

Exemple  I.  —  On  appelle  écart  d'un  élément  la  différence  entre  son 
rang  dans  la  suite  naturelle  et  son  rang  dans  une  permutation.  Démon- 
trer que  si  Ton  supprime  un  terme  quelconque  d'une  permutation  des 
/i  premiers  entiers,  la  variation  du  nombre  des  inversions  est  de  même 
parité  que  l'écart  du  terme. 

Exemple  IL  —  Après  avoir  formé  le  tableau  C^  des  combinaisons 
simples  de/)  lettres,  prises  ^  à  q,  on  suppose  que  a  lettres  deviennent 
les  mômes  que  a;  quel  est  le   nombre   des  combinaisons   diiïérenles? 

Les  combinaisons  qui  contiennent  r  fois  a  sont  en  nombre 

et  il  faut  faire  la  somme  de  ces  expressions  de  r  =  o  à  r  =  a. 

Exemple  III,  —  On  forme  le  tableau  des  arrangements  simples  AJJ  de 
p  lettres  prises  q  ^\  q\  on  suppose  ensuite  que  a  lettres  sont  les  mêmes 
que  a;  combien  y  a-t-il  d'arrangements  différents? 

Les  arrangements  qui   contiennent  r  fois  a  correspondent,  en  retirant 

celte  lettre,  à  une  combinaison  G^Za  î  introduisons  r  fois  a  dans  cette 

combinaison   et  permutons  les  lettres  de  toutes  les  manières  possibles  : 
nous  obtenons  des  arrangements  différents   en  nombre 

-7  W-a» 
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et  il  faut  ensuite  faire  la  somme  de  ces  expressions  de  r  =  o  à  r  =  a,  en 
supposant  o!  =  i. 

Exemple  IV,  —  Parmi  toutes  les  permutations  de  q  lettres,  combien  y  en 
a-t-il  qui  contiennent  une,  deux,  trois,  . ..,  lettres  à  des  rangs  désignés. 

Exemple  V.  —  On  a  la  formule 


/iCJ  -f-(n  - 1)  C«-»  CJ  -f-  (  /i  -  2)  GJ-«  Gî  4-. . .  =  ;:V::  C«^.^. 


pn_ 
p-\-q 


En  effet,  soient  p  objets  d'une  première  espèce  et  q  d'une  seconde. 
Si  Ton  forme  toutes  les  combinaisons  de  ces  (/?  -h  q)  objets,  pris  /i  à  n,  et  que 
dans  chacune  d'elles  on  mette  successivement  à  la  première  place  chacun 
des  objets  qui  s'y  trouvent,  sans  s'occuper  de  l'ordre  des  autres,  le  nombre 
des  dispositions  obtenues  sera  nO/^^q* 

Ces  dispositions  peuvent  se  partager  en  deux  classes:  celles  qui  commen- 
cent par  un  des  p  objets  de  la  première  espèce  et  celles  qui  commencent 
par  un  des  q  objets  de  la  seconde  espèce.  Le  nombre  des  groupes  de  la  pre- 
mière classe  est  précisément  le  premier  membre  de  la  formule  à  démontrer, 
.  et,  comme  chacun  des  objets  se  trouve  au  premier  rang  le  même  nombre 
de  fois,  le  rapport  du  nombre  des  dispositions  de  la  première  classe  au 

nombre  total  des  dispositions  est  égal  à  — — —  (H.  Laurent.) 


E.  L.  -  L 


82  LIVRE    I.     —    LES    NOMBRKS    ENTIERS. 


CHAPITRE  VIL 


LA  GEOMETRIE  DE  SITUATION. 


Nous  placerons  ici  quelques  considérations  générales  sur  plu- 
sieurs problèmes  de  la  Géométrie  de  situation;  ces  problèmes  se 
rapportent  directement  à  l'Arithmétique,  car  leur  solution  dépend 
de  la  théorie  des  combinaisons. 

LES  ÉCHIQUIERS  ARITHMÉTIQUES. 

Nous  avons  montré,  au  Chapitre  VI,  l'emploi  de  l'échiquier, 
pour  la  solution  de  divers  problèmes  d'Arithmétique;  nous  don- 
nerons encore,  dans  ce  Chapitre  et  dans  les  suivants,  quelques 
autres  exemples  qui  permettent  de  simplifier  et  de  généraliser  les 
méthodes  de  solution  de  problèmes  célèbres,  dont  la  difficulté  avait 
été  signalée  par  Euler;  nous  citerons,  en  particulier,  le  problème 
des  rencontres  et  celui  de  la  décomposition  d'un  polygone  en 
Iriangles,  par  des  diagonales. 

Tout  échiquier  arithmétique  est  un  tableau,  fini  ou  indéfini,  de 
nombres  placés  dans  les  cases  de  carrés  égaux  et  contigus  :  ces 
termes  se  déduisent  les  uns  des  autres  d'après  une  loi  de  forma- 
tion spéciale,  linéaire,  permanente  dans  toute  l'étendue  du  tableau  ; 
les  conditions  initiales  peuvent  être  arbitraires;  mais,  en  général, 
on  suppose  connus  tous  les  termes  d'une  colonne  verticale  et 
ceux  d'une  demi-rangée  horizontale  ou  diagonale.  Ainsi,  tout 
tableau  de  sommes  et  de  dilTérences  est  un  échiquier  arithmétique; 
d'ailleurs  on  a  immédiatement  cette  propriété  fondamentale  :  Si 
plusieurs  échiquiers  ont  la  même  loi  de  formation,  il  en  est  de  même 
pour  l'échiquier  obtenu  en  superposant  les  échiquiers  donnés, 
après  avoir  multiplié  tous  les  termes  d'un  même  échiquier,  par 
un  nombre  quelconque,  positif  ou  négatif. 


CHAPITRE    VII.    —    LA   GÉOMÉTRIE    DE    SITUATION.  83 

S3.  Le  carré  arithmétiqne.  —  Il  est  défini  par  une  colonne  et 
par  une  demi-rangée  d^unités;  on  forme  un  terme  quelconque 
par  Taddition  de  celui  qui  le  précède  et  de  celui  qui  le  surmonte. 

Fig.  32. 
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Carré  arithmétique  de  Fermât. 


leiue 


Si  l'on  désigne  par  FJ  le  terme  contenu  dans  la  (ar-|-i)» 
ligne  et  dans  la  (j*  -|-  i)*^™«  colonne,  on  a  par  définition 


On  forme  ainsi  le  triangle  arithmétique  de  Pascal,  dans  une 
disposition  spéciale  plus  symétrique  et  plus  commode  pour  la 
suite  des  calculs;  d'ailleurs  la  loi  de  formation  nous  montre  que 
tout  terme  FJ  du  tableau  est  le  nombre  de  manières  de  se  rendre 
de  la  case  (0,0)  à  la  case  (x,  y),  comme  dans  la  marche  de  la  tour 
au  jeu  des  échecs,  par  déplacements  d'un  seul  pas  dans  les  deux 
sens  1  et  ->.  Si  l'on  désigne  les  deux  sens  par  a  et  6,  à  chacun  des 
déplacements  indiqués  correspond  une  permutation  avec  répéti- 
tion de  X  lettres  a  et  dey  lettres  6,  et  inversement.  On  a  donc 


Le  carré  arithmétique  ne  diffère  pas  du  Tableau  des  nombres 
figurés,  qui  a  été  étudié  par  Fermât  (n®  38);  mais  la  méthode  de 
calcul  pour  obtenir  l'expression  d'un  terme  quelconque  du  Ta- 
bleau, en  ne  passant  que  par  les  permutations  avec  répétition  de 
deux  éléments,  est  beaucoup  plus  simple  que  la  méthode  anté- 
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rieure  de  Fermât,  pour  le  calcul  des  nombres  figurés  et  des  combi- 


naisons. 


54.  Échiquier  triangulaire.  —  Il  a  été  considéré  par  M.  Delan- 
NOT  et  appliqué  à  la  solution  de  problèmes  difficiles  sur  le  Calcul 
des  probabilités  (*  ).  Dédoublons  le  carré  arithmétique,  changeons 
tous  les  signes  du  carré  supérieur  et  transportons-le  sur  l'autre,  de 
telle  sorte  que  la  parallèle  au-dessous  de  la  diagonale  >k  vienne 
coïncider  avec  la  parallèle  située  au-dessus;  nous  obtenons  alors 
une  transversale  formée  de  zéros,  et  en  nous  bornant  à  la  partie 
commune  des  deux  échiquiers  qui  est  située  au-dessous  de  cette 
ligne,  nous  avons  le  Tableau  {fig-  33) 

Fig.  33. 
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Échiquier  triangulaire  de  Delannoy. 


La  loi  de  formation  de  l'échiquier  est  semblable  à  celle  du  carré 
arithmétique  ;  chacun  des  termes  du  Tableau  représente  le  nombre 
de  manières  de  se  rendre  de  la  première  case,  par  déplacements 
successifs  d'un  seul  pas,  dans  les  deux  sens  >|.  et  ->,  mais  sans  tra- 
verser la  diagonale,  c'est-à-dire  de  telle  sorte  qu'à  un  instant  quel- 
conque le  nombre  des  pas  horizontaux  ne  dépasse  jamais  le 
nombre  des  pas  verticaux. 

En  désignant  par  TJ  le  terme  de  la  (jr  -\-  i)»^'™^  ligne  et  de  la 
(^-i-  i)»^™«  colonne,  on  a,  par  définition, 

xr  —  pr pr+i 


(i)  H.  Delannoy,  Emploi  de  l'échiquier  pour  la  solution  de  problèmes 
arithmétiques.  Congrès  de  Nancy,  Paris  et  Limoges.  —  Sur  la  durée  du  Jeu 
{Bulletin  de  la  Société  mathématique,  t.  XVI). 
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et,  par  suite. 


Pour  les  nombre»  de  la  diagonale, 

Si  l'on  continue  le  Tableau  au-dessus  de  la  ligne  des  zéros,  on 
voit  immédiatement  que  les  termes  s^métriquemenl  placés  par 
rapport  à  celte  ligne  sont  égaux  et  de  signes  contraires. 

RehAbqiib.  --  Od  voit  encore  que  les  termes  du  Tableau,  renfermés  dana 
l'angle  ^T^,  et  situés  sur  une  même  parallèle  à  ladiagonale  ^7,  sont  respec- 
tivemenl  les  coefficients  du  développement  de 


Le  carré  arithmétique  possède  de  nombreuses  propriétés  qu'il  est  facile 
de  déduire  de  celles  que  nous  avons  établies  aux  n°*  4  et  10.  On  les  trouve 
reproduites  dans  \es  Jlg.  34  et  35;  par  suite,  les  mêmes  propriétés  s'ap- 


pliqueront i  l'échiquier  triangulaire   supposé   prolongé  indéfiniment,   en 
remplaçant  T^  dans  les  formules,  en  fonction  des  combinaisons.  On  par- 


vient ainsi  à  de  nombreuses  relations;  on  en  obtient  d'autres,  en  applî- 
quant  aux  coefficients  de  (i  ^  s)  (t -t- s)"  le  procédé  de   démonstration 
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que  nous  avons  indiqué  au  n^  74.  Ainsi  Ton  peut  trouver  facilement,  pour 
réchiquier  triangulaire  restreint,  la  somme  de  termes  consécutifs  d'une 
ligne  ou  d'une  colonne,  la  somme  alternée  de  termes  consécutifs  d*une 
parallèle  à  la  diagonale  ascendante,  ou  la  somme  des  carrés  de  tous  les 
termes  d'une  telle  ligne. 

Exemple  I.  —  Déterminer  le  nombre  des  permutations  avec  répétition 
de  X  lettres  a  et  de^  lettres  b  qui  commencent  par  a  ou  par  6. 

On  trouve  respectivement 

Cx+y-i     et     Gjj^.y_|. 


Exemple  IL  —  Parmi  les  permutations  qui  commencent  par  a,  déter- 
miner le  nombre  de  celles  qui  sont  telles  qu'en  s'arrétant  à  une  lettre  quel- 
conque, le  nombre  des  b  ne  soit  jamais  supérieur  à  celui  des  a. 

X  —  Y 

On  trouve  Tj-j  =  — 7^  C^x-^-y-x  î  V^^  suite,  le  nombre  des  permu- 
lations    commençant  par    a,    qui   possèdent   la    propriété  opposée,   est 


'-C 


X 


jr+j^-f 


Exemple  III  {Problème  des  deux  files  de  soldats),  —  De  combien  de 
manières  peut-on  disposer  des  nombres  tous  différents  sur  deux  rangées 
parallèles,  de  telle  sorte  que  les  nombres  aillent  toujours  en  croissant,  de 
gauche  à  droite,  et  de  haut  en  bas. 

Supposons  d*abord  n  =  12  et  qu'il  s'agisse  de  placer  les  nombres  sur 
deux  rangées  égales,  conformément  aux  conditions  de  l'énoncé.  Considé- 
rons une  des  marches,  par  déplacements  >j.  et  ->  sur  l'échiquier  triangu- 
laire de  6,  pour  se  rendre  de  o  sur  le  coin  opposé  en  diagonale.  Si  l'on  écrit 

Fig.  36. 


i. 


8 


9        . 
10 


11 


12 


Les  files  de  soldats. 

successivement  les  nombres  ï,2,  3,  ...,  en  passant  de  Tautre  côté  de  la 
ligne,  toutes  les  fois  qu'elle  se  brise,  et  si  l'on  écrit  sur  deux  rangs  les 
nombres  situés  de  part  et  d'autre,  on  forme  le  Tableau 


3, 


4,    1,     9,    10, 
6,     8,     II,     12, 
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qui  remplit  les  conditions  de  Ténoncé.  Inversement,  toute  disposition  sur 
deux  rangées,  conforme  aux  conditions  de  Ténoncé,  conduit  à  une  marche 
sur  Téchiquier  triangulaire.  Ainsi,  le  nombre  des  files  égales,    pour  in 

nombres  donnés,  a  pour  expression  TJ  =  Cj^. 

Exemple  IV.  —  Si  Ton  remplace  TJ  par  t^  on  a  la  formule 

En  effet,  si  l'on  considère  Téchiquier  triangulaire  ayant  aoUn^i  pour 
hypoténuse,  tn+i  désigne  le  nombre  des  marches  par  pas  >j.  et  ->  pour 
aller  de  a^  à  an-^i»  Le  nombre  de  celles  qui  passent  par  a^,  sans  passer 
par  di,  atj  . ..,  a^-i,  est  évidemment  égal  au  nombre  des  marches  de  bi 
à  bn-pi  multiplié  par  le  nombre  des  marches  de  a^-p  à  ctn+i,  c'est-à-dire 
à  tn-p  tp.  En  faisant  />  =  i ,  2,  . . . ,  /i,  et  en  sommant,  on  obtient  la  formule 
demandée. 

Fig.  37. 
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Exemple  V»  —  Démontrer  la  formule 

tn-\  —  G,t  tfi-t  ■+■  ^n-\  hi-Z  —  •  •  •   =0. 

Exemple  VI.  —  Trouver  la  somme  de  tous  les  termes  contenus  dans 
les  X  premières  lignes  et  les  y  premières  colonnes  du  carré  arithmétique. 

Exemple  VIL  —  Si  l'on  remplace,  pour  abréger,  Fg  =  G  J;,  par  y»,  et  si 
Ton  suppose  ^0=  i?  on  a  la  formule 

Cette  formule  se  démontre,  comme  à  VExemple  IV,  en  classant  les 
marches  de  la  tour  qui  joignent  l'origine  à  toutes  les  cases  d'une  parallèle 

à  la  diagonale  ascendante  f  ,  d'après  le  nombre  de  celles  qui  vont  de  l'ori- 
gine à  an  et  qui  passent  par  a^,  sans  passer  par  «i,  aj,  . . . ,  ap^y  {fig*  37). 
Exemple  VIII,  —  Démontrer  que  la  somme  alternée 

qoqn  —  qiqn  -i-^qiqn-t—  .  ••  -*-(  —  O^^/t'Zo 

est  nulle  pour  n  impair,  et  égale  à  2"-^v  pour  //  pair  égal  à  2v. 
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OU  (2)  représente  le  terme  d'un  échiquier  pentagonal,  soumis  à  la 
loi  de  formation  du  carré  arithmétique.  Et  Ton  sait  qu'il  en  est  de 
même  dans  la  superposition  d'échiquiers  soumis  à  cette  même 
loi.  c.   Q.   F.   D. 

La  considération  de  Téchiquier  hexagonal  de  M.  Delannoy  permet  de 
résoudre  immédiatement  le  problème  suivant  sur  le  jeu  de  dames.  Une  so- 
lution beaucoup  moins  simple  a  été  donnée  dans  un  intéressant  Mémoire, 
par  M.  D.  André  {Bulletin  de  la  Soc.  math,,  t.  VII,  p.  43). 

Exemple  /.  —  Sur  un  damier  présentant  une  largeur  donnée  de  cases 
et  une  hauteur  indéfinie,  par  combien  de  chemins  un  pion  qui  ne  recule 
jamais  et  qui  part  d'une  case  donnée  peut-il  arriver  à  une  autre  case 
donnée? 

Le  déplacement  du  pion,  au  jeu  de  dames,  se  fait  par  pas  successifs,  dans 
les  deux  sens  -^^^,  sur  des  cases  de  même  couleur,  tandis  que  les  bords 
du  damier  xx'  et  jry  sont  parallèles  à  la  direction  >)r.   Soit  M  la  position 

Fig.  40. 
X  a  M        b        ^ 


X 


y 


t 


du  pion  sur  le  bord  supérieur  du  damier,  de  telle  sorte  que  xM  et  M^  con- 
tiennent respectivement  a  et  b  cases.  Si  l'on  fait  tourner  le  damier  d*un 
demi-quart  de  tour  dans  le  sens  opposé  aux  aiguilles  d'une  montre,  les 
déplacements  du  pion  deviennent  parallèles  aux  directions  >^  et  ->,  c'est- 
à-dire  parallèles  à  ceux  d'une  tour,  tandis  que  les  bords  verticaux  xx' 
^^  yy'  deviennent  parallèles  à  la  diagonale  "^k.  On  est  ainsi  ramené  à  la  con- 
sidération de  l'hexagone  arithmétique.  (  Voir  n°  6,  Exemple  III,) 

LES  POLYGONES. 

57.  Décomposition  des  polygones  convexes.  —  Il  s'agit  de  trou- 
ver toutes  les  manières  de  décomposer  un  polygone  convexe  en 
triangles  au  moyen  de  diagonales  qui  ne  se  rencontrent  pas  dans 
l'intérieur  du  polygone.  On  observera  d'abord  que  le  nombre  des 
diagonales  d^ un  polygone  convexe  est  égal  à  ^n{n'-  3),  puis- 
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mais  on  suppose  à  l'avance  que  les  cases  de  deux  transversales 
parallèles  à  la  diagonale  descendante  \  sont  garnies  de  zéros. 

Fig.  39. 
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Hexagone  arithmétique  de  Delanooy. 

Ainsi  \dijig,  89  représente  l'hexagone  arithmétique  pour  a  =  3 
et  6  =  4»  en  désignant  par  a  l'abscisse  du  zéro  de  la  première  co- 
lonne et  par  b  l'ordonnée  du  zéro  de  la  première  ligne.  Un  terme 
quelconque  HJ  de  l'hexagone  est  la  somme  de  l'une  ou  l'autre  des 
suites  de  différences 

(1)  (-oncî^i'.^-^^'-ci-^^'*^*'-*], 

ou 

pour  toutes  les  valeurs  o,  i ,  2,  3,  . . . ,  /i  de  A  qui  ne  rendent  pas 
négatifs  les  indices  supérieurs.  En  effet,  on  voit  d'abord  que  ces 
deux  sommes  sont  les  mêmes;  car  chacun  des  premiers  termes 
d'une  différence  quelconque  de  la  première  suite  est  égal  au  der- 
nier terme  de  la  différence  de  rang  précédent  dans  la  seconde 
suite.  On  voit  ensuite  que,  pour  or  =^y  —  6,  c'est-à-dire  pour  tous 
les  nombres  situés  sur  la  parallèle  supérieure  à  la  diagonale,  au- 
dessus,  on  a  H^^  o,  car  toutes  les  différences  (i)  s'annulent;  de 
même,  pour  j^  =  2:  —  a,  c'est-à-dire  pour  tous  les  nombres  situés 
sur  la  parallèle  au-dessous  de  la  diagonale,  on  a  encore  HJ^  o, 
car  toutes  les  différences  (2)  s'annulent.  En  outre,  sur  les  axes  H x 
etHy,  pour  a:  =  o  etj^<;  6  ou  pour^  =  oet^  <  a,  chaque  terme 
de  l'une  ou  l'autre  des  expressions  précédentes  donne  HJ=i. 
D'ailleurs,  toute  différence  donnée  par  l'une  des  expressions  (i) 
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supprime  le  triangle  ÂKL,  il  reste  un  polygone  de  (j!;+  2)  côtés 
divisé  en  x  triangles;  mais,  du  sommet  A,  il  ne  part  plus  que 
(2:  — y  —  i)  diagonales,  puisque  AR  devient  un  côté. 

Dans  le  second  cas,  si  une  ou  plusieurs  diagonales  aboutissent 
en  L,  la  diagonale  AK  n^est  pas  tracée,  et  si  Ton  considère  le 
faisceau  des  diagonales  tracées  du  point  L,  on  peut  faire  glisser 
son  sommet  le  long  de  LK  jusqu^en  K;  mais  Tune  des  diagonales 
du  faisceau  vient  coïncider,  soit  sur  le  côté  KH,  soit  sur  une  autre 
diagonale  tirée  de  K;  on  remplace  alors  la  diagonale  supprimée 
par  AK,  et  Ton  obtient  ainsi  une  décomposition  d'un  polygone 
de  (x  -|-  3)  côtés,  mais  avec  une  diagonale  en  plus  aboutissant  au 
sommet  A.  En  faisant  l'opération  inverse,  on  démontre  l'exactitude 
de  la  formule  de  récurrence  et,  par  suite,  celle  de  la  formule  précé- 
dente. 

Ainsi,  le  nombre  des  décompositions  d'un  polygone  rfe  (  jr  -h  3) 
côtés  par  x  diagonales^  et  telles  que  {x  — y)  diagonales  abou- 
tissent à  un  sommet  désigné^  est  égal  à 

Jf    '  I       1 

Pour  obtenir  le  total  Pn+2  d^  toutes  les  décompositions  d\in 
polygone  de  (n  -h  2)  côtés  en  triangles,  il  sufCt  de  prendre  la 
somme  de  tous  les  termes  de  la  ligne  correspondante  de  Téchi- 
quier  triangulaire;  mais  cette  somme  est  égale  au  nombre  placé 
immédiatement  au-dessous  du  dernier  terme  considéré.  On  a  donc 

p       ___L    c«    -       ^^^^-       _..  1.3.5... (a/i-i) 

Au  lieu  de  tracer  [n  —  3)  diagonales  d'un  polygone  de  n  côtés, 
pour  le  décomposer,  on  peut  en  tracer  une  de  moins,  et  la  dé- 
composition contient  un  quadrilatère.  En  suivant  notre  méthode, 
on  peut  construire  le  tableau  des  décompositions  par  la  considé- 
ration d'un  sommet  désigné.  On  peut  aussi  tracer  deux  diago- 
nales  de  moins,  et  chaque  décomposition  contiendra  deux  quadri- 
latères ou  un  pentagone,  et  ainsi  de  suite.  On  arrive  ainsi  à  de 
nombreuses  formules  que  nous  laissons  au  lecteur  le  soin  d'éta- 
blir. En  prenant,  dans  chaque  cas,  le  total  des  solutions  pour  un 
polygone  de  n  côtés,  on  parvient  à  la  démonstration  de  ce  théo- 
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rème,  énoncé  par  Prouhet  sous  une  forme  peu  différente  (Nouv. 
Ann.  de  Math, y  i^  série,  t.  V,  p.  384). 

Le  nombre  X^  des  manières  de  décomposer  un  polygone  con- 
vexe de  n  côtés,  en  (d-\-  i) parties,  au  moyen  de  d  diagonales 
qui  ne  se  coupent  pas  à  r intérieur  du  polygone,  est 


X«  —   ^    ,       C«-3  *^n' 


Les  lettres  C  et  D  désignent  respectivement  des  combinaisons 
simples  et  des  combinaisons  complètes.  En  remplaçant  n  par 
(n  -H  2)  et  rf  par  (n  —  i),  on  retrouve  la  formule  (2).  D^ailleurs, 
on  peut  encore  étudier  le  cas  011  l'on  trace,  dans  un  polygone  de  n 
côtés,  plus  de  (n  —  3)  diagonales,  avec  certaines  conditions  d'in- 
tersection. 

Remarque.  —  En  résumé,  les  problèmes  suivants  :  Décompo- 
sition d'un  polygone  en  triangles.  —  Les  deux /lies  de  soldats. 
—  Permutations  figurées  qui  coïncident  avec  elles-mêmes  en 
faisant  tourner  V échiquier  d'un  quart  de  tour,  —  Permuta- 
tions figurées  symétriques  par  rapport  à  une  diagonale  et 
n  ayant  aucune  tour  sur  cette  diagonale,  —  Manières  d^ effec- 
tuer le  produit  de  facteurs  inégaux,  —  Déplacements  de  la 
tour  sur  V échiquier  triangulaire,  —  Permutations  avec  répé- 
tition de  deux  lettres,  —  Marches  du  pion  au  jeu  de  dames, 
et  d'autres,  que  nous  traiterons  plus  lard,  tels  que  Les  fractions 
étagées,  —  Le  scrutin  de  ballottage,  reviennent  l'un  à  l'autre,  tant 
il  est  vrai  que  les  vérités  mathématiques  de  l'ordre  arithmétique 
sont  peu  nombreuses  ;  souvent  des  vérités  qui  paraissent  distinctes 
et  éloignées  l'une  de  l'autre  ne  diffèrent  que  par  la  forme  exté- 
rieure et,  en  quelque  sorte,  par  le  vêlement  qui  les  couvre. 

Exemple  /.  —  Le  nombre  des  points  d'intersection  des  diagonales  d'un 
polygone  de  n  côtés,  à  l'intérieur  de  ce  polygone,  est  égal  à  G^,  si  trois 
diagonales  ne  concourent  pas  en  un  même  point.  —  En  effet,  le  nombre  de 
CCS  points  est  égal  au  nombre  C^^  des  quadrilatères  intérieurs  que  l'on  peut 
former  avec  quatre  des  n  sommets  du  polygone. 

Exemple  II.  —  Si  l'on  joint  de  toutes  les  manières  possibles  n  points 
d*un  plan,  les  lignes  de  jonction  se  coupent  en  3Cj^  nouveaux  points. 

En  effet,  les  côtés  opposés  des  quadrilatères  considérés  dans  l'exemple 
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précédent  se  coupent  en  deux  autres  points,  distincts  des  sommets  et  du 
point  «rintersection  des  diagonales. 

Autrement.  —  Le  nombre  de  toutes  les  lignes  de  jonction  est  C2;  le 
nombre  de  toutes  les  lignes  de  jonction  qui  ne  passent  pas  par  deux  points 
désignés  est  Gjl.,;  par  suite,  puisque  cbaque  point  d*intersection  se  trouve 
sur  deux  droites,  le  nombre  des  points  d'intersection  de  toutes  les  lignes, 
autres  que  les  n  points  donnés,  est 

1  n  n      _  "'"  --ni  n  —  aUn  —3)  _    p. 

Exemple  IlL  —  Dans  un  polygone  convexe  de  n  côtés,  le  nombre  des 
points  extérieurs  d'intersection  des  diagonales  est  égal  à 

li  ni  n  —  3  K  /i  —  4 )  ( />  —  5 ). 

Kn  effet,  le  nombre  des  diagonales  qui  ne  passent  pas  par  deux  sommets 
désignés  est 

J/M/i     -3)    -2(/i  —  31  H- I  =  ^^^w'— 7/1  H- i4); 

par  suite,  le  nombre  de  tous  les  points  d'intersection  des  diagonales,  tant 
à  l'intérieur  qu'à  rextérieur  du  polygone,  est 

i/i^/i       3){n^  —  yn-^il); 

si  l'on  en  retranche  It*  nombre  Cj^  des  points  d'intersection  à  l'intérieur  du 
polygone,  on  trouve  la  formule  demandée. 

ICj't'nip/r  IV,  -  Ancienne  méthode  pour  trouver  le  nombre  des  manières 
de  dérompn.ser  un  polygone  en  triangles  par  des  diagonales. 

Soit  AnC...lIKL  un  polygone  <le  (^/i-t-i)  côtés;  désignons  par  Ph-m  le 
nombre  des  manières  de  le  décomposer  en  triangles.  Le  nombre  des  dé- 
compositions dont  fait  partie  le  triangle  ABC  est  évidemment  P^,  nombre 
de  décompositions  du  pol\gone  AC...lIKL;lo  nombre  des  décompositions 
<lont  fait  partie  le  triangle  ABI)  est  PaP^-i,  car  le  triangle  BGD  peut  se 
combiner  avec  chacun  des  P/i .  1  modes  de  décomposition  relatifs  au  poly- 
gone \1)K...KL;  le  nombre  des  décompositions  dont  fait  partie  le  tri- 
angle ABK  est  P^P/i-j,  car  chaque  mode  relatif  au  quadrilatère  BCDE  doit 
se  combiner  avec  chacune  des  décompositions  du  polygone  AEF...KL; 
et  ainsi  de  suite.  Puisque  Ton  obtient  toutes  les  décompositions  possibles 
et  chacune  une  seule  fois,  on  a  donc 

(l)  P/i-hl  ~  P/i  H-  P3  P/i-I  -r-  P^  P/i-i  -r-.  .  .4-  P/i-1  Ps-^  P/i» 

Considérons  maintenant  le  polygone  ABC...1IK  de  n  côtés,  et  exami- 
nons les  modes  de  décomposition  dans  lesquels  on  emploie  chacune  des  dia- 
gonales issues  du  sommet  A.  Par  un  raisonnement  analogue  à  celui  qui 
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précède,  on  voit  que  pour  AG  le  nombre  des  décompositions  est  Pj  P„_i; 
pour  AD  il  est  égal  à  P^  P/i-s,  et  ainsi  de  suite.  En  répétant  la  même  opé- 
ration pour  tous  les  sommets,  le  nombre  total  des  modes  considérés  sera 

donc 

/i(P3P,._,-+-P4P;,--, -+-... 4- P,.-,P,H-P„-iP3). 

On  obtient  de  cette  manière  toutes  les  décompositions  possibles;  mais 
on  les  trouve  ainsi  plusieurs  fois.  En  efTet,  chaque  décomposition  se  fait  au 
moyen  de  (n  —  a)  triangles  ayant  (3/i  —  6)  côtés  et  dans  lesquels  les  n 
côtés  du  polygone  entrent  chacun  une  seule  fois  ;  donc  (in  —  6  )  côtés  sont 
formés  par  les  diagonales,  et,  comme  chacune  de  celles-ci  appartient  à  deux 
triangles,  on  voit  que  chaque  mode  emploie  (n  —  3)  diagonales.  Or  toute 
décomposition  doit  é>'idemment  se  reproduire  autant  de  fois  que  les  (/i  —  3) 
diagonales  qui  y  entrent  ont  d'extrémités,  c'est-à-dire  (2/1  —  6)  fois;  on  a 
donc 

p    _  Ai(P,P;,-i-^P,P;i-i-l-...-t-Pn-iPv-i-P/»-tP») 
""  2/1  —  6 

La  comparaison  des  deux  égalités  précédentes  donne 

n 
par  suite 
,,,  „  2.6.10. .  .(4/1  —  2)        „  1 .3.5. . .  (9./1  —  1) 

^ ^ >  ^»"'  = (ir^. ^  *  (Tl-ITT)"! — 

Ce  problème  célèbre  a  été  posé  par  Euler  à  Srgner,  qui  a  donné  la  for- 
mule (i)  dans  le  tome  Vil  des  Novi  Commentarii;  la  formule  (2)  parait 
due  à  ËuLER.  Cette  question  a  été  développée  par  Lamé,  Catalan,  Rodri- 
GUER  et  BiNET  dans  les  tomes  III  et  IV  du  Journal  de  Liouville,  On  a 
encore  la  formule 

P/I4 1  —  C^P,,  -t-  CJ_|  P/i_i  — . . .  =  o. 

Exemple  V,  —  Connaissant  le  nombre  ti  des  triangles  ne  contenant 
qu'une  seule  diagonale,  dans  la  décomposition  d'un  polygone  de /i  côtés  en 
(n  —  2)  triangles  par  (n  —  3)  diagonales,  trouver  les  nombres  t^  et  t^  des 
triangles  contenant  deux  et  trois  diagonales. 

On  a  immédiatement 

ti-\-  ti-\-  1^=  n  —  2, 

2ti-\-  t^=  n; 
d'où  l'on  tire 

tt=  n  —  2/1, 

/3=^i  — 2. 
Ainsi  /}  est  au  moins  égal  à  2.  On  peut  former  un  tableau  à  double 
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entrée  contenant  les  nombres  des  décompositions  de  P„,  en  prenant  pour 
coordonnées  ai  et  /i;  on  obtiendra  ainsi  de  nouvelles  formules. 

Exemple  VL  —  Le  nombre  des  manières  de  décomposer  un  polygone  de 
(p  —  2)q  -^  2  côtés,  en  q  polygones  âe p  côtés,  est 

(^-q)(pq-q-t)...(pq-^q  +  :^\  ^ j,  _„  ^^^.^^^ 

I .2.3. . .q 


LES  RÉSEAUX. 

58.  Les  réseaux.  —  Un  réseau  géométrique  est  le  système  formé 
par  des  points  A,  B,  C,  . . . ,  disposés  d'une  manière  quelconque 
dans  l'espace,  et  reliés  entre  eux  par  une  ou  plusieurs  lignes, 
droites  ou  courbes,  que  l'on  appelle  chemins.  Les  points  A,  B, 
Cjj  ....  sont  appelés  carre/ours.  Un  carrefour  est  dit  pair  ou  im- 
pair, suivant  que  le  nombre  des  chemins  qui  y  aboutissent  est  pair 
ou  impair.  Un  réseau  est  continu  quand  un  mobile  placé  sur  l'un 
des  chemins,  ou  sur  l'un  des  carrefours,  peut  se  rendre  à  un  autre 
point  quelconque  sans  quitter  les  chemins.  Dans  son  Mémoire  sur 
le  Problème  des  ponts  de  Kônigsberg  (*),  Euler  a  indiqué  deux 
théorèmes  qui  se  rapportent  à  ce  sujet.  Nous  donnerons  d'abord 
l'énoncé  et  une  démonstration  très  simple  du  premier  d'entre 
eux. 

Lorsqu  un  réseau  renferme  des  carrefours  impairs,  ceux-ci 
sont  en  nombre  pair,  —  En  effet,  si  l'on  fait  le  compte  de  tous 
les  chemins  qui  aboutissent  à  chacun  des  carrefours,  la  somme  de 
tous  les  nombres  obtenus  est  un  nombre  pair,  puisque  chaque 
chemin  a  été  compté  deux  fois.  Cette  somme  étant  un  nombre 
pair,  il  faut  nécessairement  que,  parmi  les  nombres  entiers  qui  Tont 
fournie,  ceux  qui  sont  impairs  soient  en  nombre  pair. 

Exemple  1.  —  Calculer  le  nombre  des  sauts  du  cavalier  des  échecs 
sur  un  échiquier  rectangulaire  formé  de  p  lignes  et  de  q  colonnes. 

On  peut  passer  de  l'une  des  (q  —  i)  premières  colonnes  à  la  colonne  sui- 


(*)  Euler,  Solutio  problematis  ad  Geometriam  situs  pertinentis,  dans  les 
Mémoires  de  r\cadémie  des  Sciences  de  Berlin,  pour  1759.  Pour  plus  de  détails, 
voir  nos  liécrcations  mathématiques^  t.  I,  au  Chapitre  intitulé  :  Le  jeu  des  ponts 
et  des  lies,  et  une  Note  de  M.  Em.  Lemoixe  sur  Quelques  questions  de  Géomé- 
trie de  position  (Congrès  d'Alger). 
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vante  par  (/>  —  2)  sauts  descendants  et  par  le  même  nombre  de  sauts  as> 
cendants  ;  on  a  donc 

sauts,  et  un  nombre  égal  en  chevauchant  de  la  droite  vers  la  gauche. 

De  même,  en  passant  à  la  ligne  précédente  ou  à  la  suivante,  il  y  a  un 
nombre  de  sauts  égal  au  double  de 

2{p  —  i)  (q  —  9.), 

Donc  le  nombre  des  sauts  du  cavalier  sur  l'échiquier  rectangulaire 
de  pq  caseSy  en  comptant  l'aller  et  le  retour,  est  égal  au  double  de 

(7/>  — 3)(2gr— 3)  — I. 

Plus  généralement,  si  le  saut  du  cavalier  se  compose  de  r  pas  dans  un 
sens  et  de  s  pas  dans  Tautre,  en  supposant  r  et  5  respectivement  plus  petits 
'  que/>  et  q^  le  nombre  des  sauts  du  cavalier,  en  comptant  l'aller  et  le  retour, 
est  le  double  de  Texpression 

{7.p  —  r  —  s)i'iq  —  r  —  s)  —  {r  ~  s)*\ 

cependant,  on  doit  diviser  ce  nombre  par  2,  lorsque  l'un  des  nombres  r,  s 
ou  (r  —  s)  est  nul. 

On  calcule  le  nombre  des  pas  du  roi  en  considérant  celui-ci  comme 
Fensemble  de  deu\  cavaliers  dont  l'un  des  pas  est  1  et  l'autre  o  ou  i.  On 
trouve  ainsi  le  double  de 

^pq  —  3/9  —  Zq  -T-JL. 

Sur  l'échiquier  de/>'  cases,  la  tour  peut  être  considérée  comme  l'en- 
semble de  cavaliers  dont  l'un  des  pas  est  nul,  et  dont  l'autre  est  l'un  quel- 
conque des  entiers  plus  petits  que  p.  On  trouve  ainsi  que  le  nombre  des 
déplacements  de  la  tour  sur  l'échiquier  de  p^  cases  est  le  double  de 

p*{p-i). 

Sur  l'échiquier  de  p^  cases,  le  système  des  deux  fous  peut  être  consi- 
déré comme  l'ensemble  de  cavaliers  dont  les  pas  égaux  sont  tous  les 
nombres  entiers  plus  petits  que  p.  On  trouve  ainsi  que  le  nombre  des 
déplacements  des  deux  fous  sur  l'échiquier  de  p^  cases  est  le  double  de 

i/?(/)  — l)(2/>—  I). 

Enfin,  la  reine  peut  être  considérée,  dans  son  mouvement,  comme 
Tensemble  d'une  tour  et  des  deux  fous;  par  suite,  le  nombre  de  ses 
déplacements  est  le  double  de 

î/>(/>  — i)(5i?-i). 
E.  L.  —  I.  7 
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Exemple  IL  —  Le  nombre  des  manières  de  placer  deux  reines  sur 
l'échiquier  de  p^  cases,  de  telle  sorte  qu'elles  ne  soient  pas  en  prise,  c'est- 
à-dire  qu'elles  ne  soient  pas  situées  sur  une  même  ligne  parallèle  aux  bords 
ou  aux  diagonales  de  l'échiquier  est 

!/>(/>  — 0(/>  —  a)(3/>--i). 

En  effet,  ce  nombre  est  égal  à  l'excès  du  nombre  des  combinaisons  des 
p^  cases,  prises  deux  à  deux,  sur  la  moitié  du  nombre  des  déplacements 
possibles  de  la  reine,  ou 

/?«(/>*— 0  _  /?(/>  — t)(5/>  —  i) 

Le  même  calcul  s'applique  à  d'autres  pièces  de  l'échiquier,  et  Ton  trouve 
pour  deux  rois 

et  pour  deux  cavaliers 

i(/)-l)(/)3-h/?i— 8/?-r-l6). 

Exemple  III ,  —  Le  problème  des  tours  au  Jeu  des  échecs,  —  Soit  un 
échiquier  rectangulaire  de  dimensions  y>  et  ejr;  le  problème  des  r  tours 
consiste  à  placer  r  tours  sur  les  pq  cases  de  l'échiquier,  mais  de  telle  sorte 
que  deux  quelconques  d'entre  elles  ne  soient  pas  situées  sur  une  même 
ligne  ou  sur  une  même  colonne.  Désignons  par  E;.  et  E^-i  le  nombre  des 
solutions  du  problème  des  r  tours  et  des  (r  —  i)  tours  sur  cet  échiquier  ;  on 
a  d'abord  Ei=/)gr,  et,  en  supposant  q<:P^  on  voit  que  E^  est  nul  pour 
r  >  ^.  Si  l'on  supprime  l'une  des  r  tours  d'une  solution  E;.,  on  obtient  une 
solution  Er-i  ;  mais,  inversement,  si  l'on  part  d'une  solution  E;._i,  on  peut 
placer  la  r**"**  tour  sur  l'une  des 

{p  —  r-^i)(q  —  r-+-i) 

cases  libres;  on  a  donc  la  formule 

(i)  rEr^(p  —  r-\-\){q-r'^\)Er-i\ 

par  suite,  le  nombre  E;.  est  égal  à  l'une  des  quatre  expressions  équiva- 
lentes 

(2)  h^p^'i^  ^J^?'   ^5^?'  /'îcjcj, 

/ 

dans  lesquelles  les  lettres  A  et  C  désignent  respectivement  des  arrange- 
ments et  des  combinaisons  simples. 

Supposons  qu'on  ait  groupé  les  cases  de  l'échiquier  en  deux  portions 
absolument  quelconques,  continues  ou  discontinues,  et  que  l'on  connaisse 
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les  solutions  du  problème  des  r  tours  sur  Tun  des  échiquiers  partiels,  pour 
toutes  les  valeurs  de  r  =  o  à  r  =  9;  nous  allons  montrer  comment  on  peut 
obtenir  les  solutions  des  r  tours  sur  Tautre  échiquier  partiel.  Les  solutions 
du  problème  des  r  tours  sur  Téchiquier  depq  cases  peuvent  être  distri- 
buées en  (r-h  i)  classes,  de  telle  sorte  que  la  classe  de  rang  («-f-i)  ren- 
ferme les  solutions  contenant  (r  —  s)  tours  sur  le  premier  échiquier  par- 
tiel et  s  tours  sur  le  second.  Nous  désignerons  par  T^  le  nombre  des 
solutions  de  cette  classe;  on  a  donc 

(3)  E;.  =  T?  -H  T»  -t-  T«  -h. . .-+-  T;. 

Partons  d'une  solution  de  la  classe  s;  il  y  aura  (p  —  r)  colonnes  et 
(q  —  r)  lignes  formant  (p  —  r){q  —  r)  cases  libres  sur  Tune  desquelles  on 
pourra  poser  une  nouvelle  tour;  on  obtiendra  ainsi 

(p  -  r)(q  -  r)Tj.-* 

positions  qui  appartiendront  aux  solutions  du  problème  des  (r  + 1)  tours  sur 
réchiquier  de  pq  cases,  et  respectivement  à  la  classe  de  rang  s  ou  de  rang 
(5  +  1),  selon  que  la  tour  aura  été  ajoutée  sur  le  premier  échiquier  partiel 
ou  sur  le  second.  Mais,  inversement,  en  partant  d'une  solution  du  pro- 
blème des  (r  -+-  i)  tours  sur  l'échiquier  complet,  on  voit,  par  la  suppression 
de  l'une  quelconque  d'entre  elles,  que  les  solutions  de  la  classe  s  ont  été 
comptées  (r  —  s  -^  2)  fois  chacune,  et  que  celles  de  la  classe  {s  ■+•  i)  ont  été 
comptées  s  fois;  on  a  donc 

(4)  (/>-r)(gr-r)Tî.-î  =  (r-5-4-2)T;7}-+-5Tj^.,. 

Les  formules  (3)  et  (4)  permettent  de  résoudre  le  problème  des  (r-f-i) 
tours  sur  le  second  échiquier  partiel,  lorsque  le  problème  des  r  tours  est 
connu  sur  chacun  d'eux,  c'est-à-dire  lorsque  l'on  connaît  les  nombres 

To       To  To  pt         Ti       T*  T'* 

Soit,  par  exemple,  Téchiquicr  carré  de  seize  cases  divisé  en  deux  frag- 
ments; le  premier  échiquier  partiel  est  formé  des  cases  du  coin,  repré- 

Fig.  4t. 
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Echiquier  de  16  cases. 

sentées  par  des  points  (Jl^^»  40 î  '^  second  est  représenté  par  des  croix. 
On  a,  pour  le  premier  échiquier  partiel, 

Tî  =  4,        Tî  =  a,        To  =  o,        T2=o; 
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la  formule  (4)  devient 
si  l'on  fait  successivement 


r  =  I 


s  —  iy'i, 


5=1,2,  3, 


r  =  3, 

*  =  I,  2,  3,  4, 


on  trouve 


T}  =  i2,        T}  =  32.        TJ  =  8,  T}  =  o, 

Ti=38,        T|  =  56,        T{  =  4, 
Tî  =  32,        T{=i6, 

Tt  =  4. 
Considérons  maintenant  Téchiquier  carré  de  36  cases  :  le  premier  échi- 

Fig.  42. 
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Échiquier  de  36  cases. 

quier  partiel  représenté  par  dos  croix  est  le  second  échiquier  de  la  figure- 
précédente;  on  a  donc 

T?=i2,        Tî  =  38,        TS=32,        T2  =  4. 

La  formule  de  récurrence  devient 

(  6  -  r)îT;r»  =  (r  -  5 -+.  9/)TJ;} -T- ^T-;.^,, 

el,  si  l'on  fait  successivement 


r  =  1, 

r  =  2, 

r  =  3, 

/'  =  4, 

r  =  5, 

5  =  1,2, 

s  =  1,2,3, 

5=1,  2,  3,  4, 

5  =  1,2,  3, 

4,.^, 

5-1, 

2,  3,  4,  >,6, 

on  trouve 

T|  =  24,      Tl  =  224, 

TJ-5I2,        Tl-272, 

TJ=i6, 

Tl  =  o, 

T|=  i88, 

T|=i28o,      T|=i896, 

Ti-5i2, 

Tî=8, 

T?  -  576,       TJ  =  2376, 

TI-2016, 

TJ=i6o, 

T{  -  652, 

Tt=  i568, 

TJ=384, 

Tl  -  208, 

T|=  160, 

Tt  =  8. 
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Considérons  encore  Téchiquier  rectangulaire  de  56  cases;  le  premier 
échiquier  partiel  contenant  les  points  est  équivalent  au  second  échiquier 
partiel  de  la  figure  précédente  ;  on  a  donc 

Tî  =  a4,    TJ  =  i88,    TJ=576,    T2  =  652,    Tî  =  ao8,    TS  =  8,    TÇ  =  o. 


Fig. 

43. 
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Échiquier  de  56  cases. 


On  formera  le  Tableau  (Jig.  43) 


32 


632  3912 

8.,!  2 

6784 

1200 

16 

356  5568 

25752 

39904 

17352 

II 52 

1704 

19952 

63 104 

56672 

9648 

3532 

283o4 

521 52 

18688 

2816 

i3io4 
632 

9648 

Il  52 

r6 

Exemple  IV,  —  Le  problème  des  fous  au  Jeu  des  échecs.  — Il  s'agit  de 
placer  des  fous  sur  les  64  cases  de  l'échiquier,  de  telle  sorte  que  deux  quel- 
conques d'entre  eux  ne  soient  pas  en  prise,  c'est-à-dire  ne  soient  pas  situés 
sur  l'une  ou  l'autre  des  diagonales  ou  sur  leurs  parallèles.  Il  est  évident 
que  les  ceiUres  des  cases  blanches  de  l'échiquier  peuvent  être  considérés 
comme  places  sur  les  croix  de  la  figure  précédente,  et  la  marche  du  fou 
devient  celle  de  la  tour.  Donc,  d'après  le  dernier  calcul,  on  peut  placer 
sur  les  cases  blanches  de  l'échiquier 

I,     2,     3,     4,    5,    6,     7 

fous  et  les  nombres  des  solutions  correspondantes  sont 

32,     356,     1704,     3532,     2816,     632,     16. 

Nous  désignerons  respectivement  ces  nombres  par/n  en  prenant  pour  r 
Tune  des  valeurs  de  i  à  7;  d'ailleurs /^  est  nul  pour  r  >  7. 
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Sur  les  cases  blanches  et  noires  de  Téchiquier,  on  pourra  placer  jusqu  a 
i4  fouSf  et  si  n  désigne  l'un  des  nombres  entiers  de  i  à  i4t  le  nombre  F„ 
de  manières  de  placer  n  fous  sur  les  64  cases  de  l'échiquier  est  donné  par 

Pour  Al  =  8,  on  trouve  22522960  solutions.  (Perott,  Bulletin  de  la  Soc. 
mcith.,  t.  XI.) 

Exemple  V,  —  Le  problème  des  reines.  —  Ce  problème  est  traité 
complètement  jusqu'aux  échiquiers  de  11  cases  de  côté,  dans  nos  Récréa- 
tions mathématiques  (t.  I,  2*  édition). 

59.  Le  tracé  des  réseaux.  —  Dans  le  Mémoire  que  nous  avons 
cité  plus  haut,  Euler  a  encore  démontré  la  proposition  suivante  : 
Tout  réseau  continu  qui  ne  contient  que  des  carrefours  pairs 
peut  être  décrit  d^un  seul  trait  formant  un  circuit  fermé ,  sans 
omission  ni  répétition,  quel  que  soit  le  point  de  départ  qui 
coïncide  avec  le  point  d^ arrivée. 

Nous  démontrerons  ce  théorème  en  même  temps  que  le  suivant, 
énoncé  par  Clausen  dans  le  n°  494  des  Astronomische  Nachrich" 
ten  :  Tout  réseau  continu  ayant  2  n  points  impairs  peut  être 
décrit  en  n  traits  continus,  sans  omission  ni  répétition,  et  non 
en  un  moindre  nombre. 

En  effet,  si  l'on  part  d'un  point  impair  A  et  si  Ton  chemine 
au  hasard,  sans  repasser  sur  la  même  voie,  on  sera  forcé  de  s'ar- 
rêter à  un  certain  endroit.  En  observant  que,  dans  cette  marche, 
on  ne  change  point  la  parité  des  carrefours  que  Ton  traverse,  on 
en  conclut  que  le  point  d'arrêt  est  un  point  impair  B.  En  suppri- 
mant le  parcours  AB,  on  obtient  un  réseau  qui  ne  contient  plus 
que  (2/1  —  2)  carrefours  impairs.  Après  n  parcours  analogues,  il 
ne  peut  donc  rester  qu'un  ou  plusieurs  réseaux  restreints  dont  les 
carrefours  sont  tous  pairs. 

Maintenant,  si  l'on  part  d'un  point  quelconque  M  d'un  réseau 
restreint  et  si  l'on  chemine  au  hasard,  sur  de  nouveaux  chemins, 
on  ne  se  trouvera  arrêté  qu'en  revenant  au  point  de  départ  après 
avoir  décrit  un  circuit  fermé.  Lorsque  l'on  aura  tracé  un  certain 
nombre  de  ces  boucles,  on  aura  parcouru  tout  le  réseau;  mais, 
puisque  celui-ci  est  continu,  ces  boucles  peuvent  se  souder  les 
unes  sur  les  autres  et  sur  les  n  chemins  qui  ont  été  décrits  primi- 
tivement. Par  suite,  le  réseau  peut  être  décrit  en  n  traits  continus, 
et  ne  peut  l'être  en  un  moindre  nombre.  c.  q.  f.  d. 
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On  a  encore  le  curieux  théorème  suivant  dû  à  Trémaux,  ancien 
élève  de  TLcole  Pol)' technique  :  Tout  réseau  continu  peut  être 
décrit  d'un  seul  trait,  en  passant  deux  fois  sur  tous  les  che- 
mins, sans  quHlsoit  nécessaire  de  connaître  le  plan  du  réseau. 

Pour  obtenir  la  solution  de  celte  question  qui  démontre  qu'un 
labyrinthe  n'est  jamais  inextricable,  on  applique  les  trois  règles 
suivantes,  en  ayant  le  soin  de  tracer  sur  chaque  chemin  parcouru 
un  petit  trait  transversal  à  l'entrée  et  à  la  sortie  des  carrefours. 

i®  En  pariant  d'un  carrefour  initial  quelconque,  on  suit  une 
voie  quelconque  jusqu'à  ce  que  l'on  arrive  à  un  chemin  fermé  ou 
à  un  nouveau  carrefour.  Si  le  chemin  qu'on  a  suivi  se  trouve  fermé, 
on  revient  sur  ses  pas  et  l'on  peut  alors  considérer  ce  chemin 
comme  supprimé,  puisqu'il  a  été  parcouru  deux  fois.  Si  le  chemin 
aboutit  à  un  carrefour,  on  prend  une  voie  quelconque,  au  hasard, 
en  ayant  soin  de  marquer  d'un  trait  transversal  la  voie  d'arrivée  et 
la  voie  de  départ.  On  continue  l'application  de  cette  première 
règle,  chaque  fois  que  l'on  arrive  à  un  carrefour  inexploré.  Au 
bout  d'un  certain  temps,  on  arrivera  nécessairement  à  un  carrefour 
déjà  visité;  mais  cette  situation  peut  se  présenter  de  deux  manières 
différentes,  selon  que  le  chemin  d'arrivée  a  déjà  été  suivi  une  pre- 
mière fois,  ou  ne  contient  encore  aucune  trace  de  passage. 

2®  En  arrivant  à  un  carrefour  déjà  visité,  par  une  voie  nouvelle, 
on  doit  rétrograder  en  marquant  par  deux  traits,  sur  cette  voie, 
l'arrivée  au  carrefour  et  le  départ. 

3®  Lorsque  l'on  arrive  à  un  carrefour  déjà  exploré  par  une  voie 
déjà  parcourue,  on  prend,  avant  tout,  une  voie  nouvelle  s'il  en 
existe  ou,  à  son  défaut,  une  voie  qui  n'aura  été  parcourue  qu'une 
seule  fois. 

Nous  laisserons  de  côté  la  démonstration  de  ce  théorème,  que 
l'on  trouve  dans  nos  Récréations  mathématiques^  au  Chapitre 
sur  le  Jeu  des  labyrintlies. 

60.  Nombre  des  tracés  des  réseaux.  —  Si  l'on  prend  pour  point 
de  départ  un  point  quelconque  d'un  réseau  à  carrefours  pairs,  on 
peut  partir  de  ce  point,  dans  deux  sens  différents,  pour  revenir  au 
point  initial.  Par  conséquent,  le  nombre  des  circuits  complets  est 
toujours  un  nombre  pair,  et  le  nombre  des  circuits  est  le  même 
quel  que  soit  le  point  de  départ. 
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Considérons,  par  exemple,  deux  carrefours  A  et  B  réunis  par 
2/z  chemins  qui  ne  s'entrecroisent  pas;  le  nombre  des  circuits  dis- 
tincts est  égal  à 

2.1.2.3. ..  (2n  —  i),    ou    2(2/1  —  i)! 

En  effet,  si  l'on  part  d'un  point  quelconque,  autre  que  A  ou  B, 
on  a  deux  sens.  En  arrivant  à  l'un  des  carrefours,  on  a  le  choix 
entre  (2/1  —  i)  chemins;  puis,  en  arrivant  à  l'autre  carrefour,  entre 
(2/1  —  2)  chemins,  et  ainsi  de  suite.  On  doit  observer  que,  si 
l'on  part  d'un  carrefour,  le  nombre  des  circuits  semble  être  (2/1)! 
c'est-à-dire  n  fois  le  résultat  précédent;  mais  ces  parcours  ne  sont 

Fig.  44. 


B 


Réseau  à  deux  carrefours. 

pas  distincts  comme  circuits.  Il  j  a  une  différence  de  même 
nature  dans  les  nombres  de  permutations  d'objets  disposés  en 
ligne  droite  ou  sur  un  circuit  fermé  (n"  34).  Afin  d'éviter  toute 
confusion,  on  évalue  le  nombre  des  circuits  d'un  réseau  en  par- 
tant d'un  point  et  non  d'un  carrefour. 

On  ramène  la  recherche  du  nombre  des  tracés  complets  des 
réseaux  à  points  impairs  à  la  détermination  du  nombre  des  cir- 
cuits des  réseaux  à  carrefours  pairs,  par  le  théorème  suivant  : 
Pour  décrire,  sans  omission,  ni  répétition,  un  réseau  ayant  2n 
carrefours  impairs,  en  n  traits  etn  sauts,  pour  revenir  au  point 
de  départ,  on  joint  ces  points  par  n  chemins  de  toutes  les  ma- 
nières possibles,  en  nombre  égal  à 

N  =  j.3.5...  (2/1  —  3)(2n~i)=  — ^ — f-, 
et  le  nombre  cherché  est  la  somme  des  nombres  des  circuits 
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desîi  réseaux  à  carrefours  pairs  que  ron  a  obtenus.  On  obser- 
vera, d'ailleurs,  que  l'on  ne  doit  sauter  que  d'un  carrefour  impair 
à  un  autre  impair,  et  que  le  nombre  des  tracés  est  indépendant  de 
la  position  du  point  de  départ. 

61 .  Théorèmes  des  impasses.  —  On  appelle  impasse  tout  frag- 
ment d'un  réseau  qui  n'a  d'autres  points  communs  avec  le  reste  du 
réseau  que  les  extrémités  de  deux  chemins,  de  telle  sorte  que  la 
suppression  d'une  partie  de  chaque  chemin  détermine  la  sépara- 
tion du  réseau  en  deux  autres;  le  réseau  total  se  compose  d'une 
impasse  et  d'un  réseau  partiel.  Deux  cas  peuvent  se  présenter, 
suivant  que  les  deux  chemins  de  l'impasse  aboutissent  à  un  même 
point  du  réseau  partiel  ou  à  deux  points  différents. 

Premier  cas.  —  Supposons  que  les  deux  chemins  ^  et  6  de  l'im- 
passe aboutissent  à  un  carrefour  A.  du  réseau  partiel  ;  désignons 
par  I  et  par  R  les  nombres  des  circuits  de  l'impasse  et  du  réseau 
partiel,  et  par  2/?  le  nombre  des  chemins  du  réseau  partiel  qui 


Fig.  45 


L'impasse  à  uo  seul  carrefour. 

aboutissent  au  carrefour  A..  Dans  un  circuit  quelconque  du  réseau 
partiel,  on  passe/?  fois  au  carrefour  A  el,  à  l'un  quelconque  des 
passages,  il  faut  décrire  complètement  un  des  circuits  de  l'impasse; 
par  suite,  le  nombre  des  circuits  du  réseau  total  est 

/?IR. 

Si  le  point  A  était  un  point  simple  du  réseau  partiel,  on  ferait 
/?  =  2.  Si  l'impasse  était  formée  d'un  seul  chemin  dont  les  extré- 
mités viendraient  aboutir  au  carrefour  A,  on  ferait  1  =  2.  Enfin, 
si  q  impasses  indépendantes  les  unes  des  autres  aboutissent  au 
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carrefour  A  et  si  Ton  désigne  parli,  I2,  ...,  Iq  les  nombres  de 
leurs  circuits,  on  trouve,  par  la  suppression  successive  des  impasses, 
que  le  nombre  des  circuits  du  réseau  total  est 

p(p  -+-  I). . .(/)  -^  gr  --  i)  I,  I,Ij.  . .  I^R. 

Exemple  I,  —  Le  nombre  des  circuits  formés  par  /*  circonférences 
égales,  tangentes  deux  à  deux,  dont  les  centres  sont  en  ligne  droite,  est  2". 

Exemple  II,  —  Le  nombre  des  circuits  d'une  rosace  à  n  feuilles  est  égal 
à  ^«(/i  — i)! 

Deuxième  cas.  —  Supposons  que  les  deux  chemins  a  et  6  de 
rimpasse  I  aboutissent  à  deux  carrefours  A  et  B  du  réseau  par- 
tiel R;  alors  ces  carrefours  sont  impairs,  ainsi  que  les  premiers 
carrefours  A'  et  B'  de  Timpasse,  qui  se  trouvent  sur  les  deux  che- 

Fig.  4G. 


L'impasse  à  deux  carrefours. 

mins.  Pour  évaluer  le  nombre  des  circuits  du  réseau  total,  partons 
du  point  a  de  AA',  dans  un  sens  ou  dans  l'autre;  il  faut  décrire 
l'impasse  et  le  réseau  partiel  d'un  seul  trait,  et  dans  un  sens  déter- 
miné; par  conséquent,  le  nombre  total  des  circuits  est 


1  R 
1  — 

2  '}. 


IR 

ou     —  ; 
2 


en  d'autres  termes,  le  nombre  des  circuits  du  réseau  total  est  la 
moitié  du  produit  des  nombres  de  circuits  de  l'impasse  et  du  réseau 
partiel.  D'ailleurs,  on  observera  que  l'application  de  ce  théorème 
est  illusoire,  si  l'impasse  I  se  réduit  à  une  impasse  simple. 
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Exemple  III,  —  Les  sommets  A  et  B  d'un  rectangle  ABGD  sont  réunis 
par  (2/?  —  i)  chemins;  les  sommets  G  et  D  par  (  2^  —  i)  chemins,  les  som- 
mets A,  D  et  les  sommets  B,  G  sont  réunis  par  un  seul  chemin;  calculer 
le  nombre  des  circuits  du  réseau.  —  On  trouve 

2(2/)  —  i)!  (2^  —  i)! 

62.  Théorème  des  carrefours.  —  Pour  évaluer  le  nombre  des 
circuits  d'un  réseau  à  carrefours  tous  pairs,  on  commence  par  sup- 
primer toutes  les  impasses  qui  peuvent  exister.  On  ramène  ensuite 
le  réseau  à  un  ou  plusieurs  autres  contenant  un  carrefour  en  moins, 
et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  que  les  réseaux  obtenus  ne  contiennent 
plus  que  deux  carrefours.  La  suppression  d'un  carrefour  se  fait  par 
l'emploi  du  théorème  de  M.  G.  Tarry  (*)  :  Lorsque  in  chemins 
a^bjC^d^  , ,  .^  aboutissent  à  un  carrefour,  le  nombre  des  circuits 
du  réseau  est  égal  à  la  somme  des  nombres  des  circuits  des  N 
réseaux  obtenus  en  soudant  deux  par  deux,  de  toutes  les  ma- 
nières possibles,  les  n  chemins  a^  b^  c^  rf,  ...  ;  et  d^ ailleurs, 

«T          o   -       /             ^       ('>.nV 
!N  =  1 .3.J. .  .(2/1  — i)  = • 

Dans  l'application  de  ce  théorème  on  doit  faire  les  deux  re- 
marques suivantes  :  i°  Si  la  suppression  d'un  carrefour  amène  la 
désagrégation  du  réseau,  on  recommence  l'opération  après  avoir 
appliqué  les  théorèmes  des  impasses.  2°  Les  N  réseaux  partiels 
obtenus  par  la  suppression  d'un  carrefour  ne  sont  pas  toujours  dis- 
tincts, car  deux  réseaux  sont  équivalents  lorsqu'ils  possèdent  le 
même  nombre  de  carrefours  et  que  deux  carrefours  quelconques 
sont  réunis  par  le  même  nombre  de  chemins. 

Exemple  I.  —  Le  nombre  des  circuits  de  la  figure  formée  par  les  côtés 
et  les  diagonales  d'un  pentagone  régulier,  sans  fragmenter  les  diagonales, 
est  264.     * 

Exemple  II,  —  Le  nombre  des  circuits  formés  par  les  arêtes  d'un  oc- 
taèdre régulier  est  74i. 

Exemple  III,  —  Le  nombre  des  circuits  de  la  figure  formée  par  les 
côtés  et  les  diagonales  d'un  heptagone  régulier  est  129976320,  si  l'on  ne 
fragmente  pas  les  diagonales.  C'est,  conformément  à  la  règle,  le  nombre 


(•)  Bulletin  de  V Association  française  pour  l'avancement  des  Sciences.  Con- 
grès de  Nancy  (i885). 
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des  dispositions  circulaires  des  dés  d'un  jeu  de  dominos,  jusqu'au  double — 
six,  sans  les  doubles.  En  intercalant  les  doubles,  il  faut  multiplier  1^ 
nombre  précédent  par  3^,  et,  pour  obtenir  le  nombre  des  dispositions  rec — 
tilignes,  il  faut  encore  multiplier  par  le  nombre  28  des  dominos.  (Reiss-ss 
Annali  di Afatematica,  1876.  —  Tarrt,  ioc,  cit.) 

Exemple  IV.  —  Le  nombre  des  circuits  formés  par  les  côtés  cl  les  dia — 
gonales  de  Tennéagone  régulier,  sans  fragmenter  les  diagonales,  est 

911  520  067  oai  235  200. 

C'est  le  nombre  des  dispositions  circulaires  des  dés  d'un  jeu  de  dominos, 
jusqu'au  double-huit,  sans  les  doubles.  En  intercalant  les  doubles,  il  faut 
multiplier  le  résultat  précédent  par  4*,  et,  pour  obtenir  le  nombre  des 
dispositions  rectilignes,  il  faut  encore  multiplier  par  le  nombre  4^  ^^^ 
«lominos. 

Le  nombre  précédent  a  été  calculé  en  moins  de  trente  heures  par 
M.  G.  Tarrt  et  aussi  par  M.  l'abbé  Jolivald.  La  méthode  de  Tarrt  est 
d'autant  plus  remarquable  que  la  solution  du  problème  de  Theptagone, 
donnée  par  Reiss,  et  qui  était  alors  la  seule  connue,  comporte  à  elle  seule 
5o  pages  in-4"  de  développements.  Cependant,  si  Ion  observe  que  les 
nombres  de  solutions  sont,  pour 

le  pentagone •>.' .  î .  1 1 , 

l'heptagone -i".  3.  5.  4j*-3i  , 

Tennéagone 2**.  3*.  5*.  7.  1 1 .  9911  -241» 

il  nous  semble  que,  malgré  son  extrême  élégance,  la  méthode  de  Tarrt 
n'est  pas  le  dernier  mot  de  la  simplicité. 

Exemple  V.  —  Le  nombre  des  circuits  du  réseau  des  n  carrefours  formés 
par  les  côtés  et  les  diagonales  d'un  polygone  régulier  de  (2n-f- 1)  côtés 
est  égal  au  nombre  des  tracés  en  n  traits  et  en  n  sauts  de  la  figure  formée 
par  les  côtés  et  les  diagonales  d'un  polygone  régulier  de  2n  côtés. 

Exemple  VI.  —  Le  nombre  des  circuits  d'un  système  de  n  circonfé- 
rences égales,  tangentes  entre  elles,  et  dont  les  centres  sont  les  sommets 
d'un  polygone  régulier  de  n  côtés,  est  égal  au  nombre  des  manières  de 
Iracer  deu\  fois,  sans  omission,   le*  côtés  d'un  polygone  de  n  côtés. 

\lw  désignant  ce  nombre  par  R.,,  la  suppression  d'un  carrefo^ur  donne 
la  formule 

Ri        H„  ,  R2       . 

—     — ,  -H  I,         avec        — -   =  3, 

•2"  2'--'  2* 

par  suite 

R«  ^  (Al -^1)2'». 

Autrement  (*)•  —  Si  l'on  observe  qu'un   cercle  étant  décrit  dans  son 
(  ')  Voir  notre  article  de  la  Nature^  iS85. 
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entier  on  ne  peut  en  décrire  en  entier  qu'un  autre  voisin  dans  un  circuit 
complet,  on  ramène  le  tracé  à  celui  des  cercles  ayant  leurs  centres  en 
ligne  droite  (n*  61,  Exemple  1).  Donc,  puisqu'il  y  a  n  cercles,  il  y  a 
n. 2"  tracés.  En  outre,  si  aucun  cercle  n'est  décrit  dans  son  entier,  on  doit 
ajouter  a*». 

Exemple  VU.  —   Si  l'on   désigne  par  a^Uj/i  le  nombre  des  circuits 
formés  par  in  circonférences  tangentes  {Jig.  4?)  et  par  2*'*+* Uj»^! 

Fig.  47. 


le  nombre  des  circuits  formés  par  (2/1-1-  1)  circonférences  (Jig»  48),  on 
a  les  deux  formules 


Si  l'on  pose 
il  en  résulte 


Un  =  ^^.7-1  —  W/i-î  ; 


cette  formule  de  récurrence  permet  de  calculer  Uj»  et  Uj/i-i 


Fig.  /,8. 


LES   REGIONS. 

63.  Les  régions.  —  Un  point  placé  sur  une  droite  indéfinie 
dans  les  deux  sens  la  divise  en  deux  fragments  ou  semi-droites; 
deux  points  d'une  droite  la  divisent  en  deux  fragments  indéfinis  et 
un  segment  fini  ;  en  général,  n  points  d'une  droite  la  divisent  en 
(/i  -f-  i)  fragments,  dont  deux  sont  indéfinis.  Donc,  si  l'on  désigne 
par  S  le  nombre  des  points,  par  A  le  nombre  des  segments  finis 
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et  indéfinis,  para  le  nombre  des  segments  finis  et  par  x  le  nombre 
des  segments  indéfinis,  on  a 

A  =  a-^a,         S— A  —  i, 
a  —  a ,  S  =  a  —  I . 

Une  droite  illimitée,  tracée  dans  un  plan,  le  divise  en  deux  ré- 
gions indéfinies,  c'est-à-dire  en  deux  parties  telles  qu'on  ne  peut 
aller  d'un  point  de  Tune  à  un  point  de  l'autre  sans  rencontrer  la 
droite,  à  la  condition  de  ne  pas  sortir  du  plan.  Des  droites  paral- 
lèles, en  nombre  />,  divisent  le  plan  en  (/?  -h  i)  régions  indéfinies- 
Ces  régions  peuvent  être  garnies  de  deux  couleurs,  de  telle  sorte 
c[ue  deux  régions  voisines  soient  de  couleurs  diflerentes. 

Un  système  de  droites  concourantes  et  indéfinies  divise  le  plan 
en  un  nombre  de  régions  indéfinies  égal  au  double  du  nombre  des 
droites  concourantes.  Ces  régions  peuvent  être  recouvertes  de 
deux  couleurs,  de  telle  sorte  que,  de  part  et  d'autre  de  chaque  ligne 
de  séparation,  les  couleurs  soient  diflerentes.  Mais  ceci  n^aurait  pas 
lieu  pour  un  nombre  impair  de  semi-droites  issues  d'un  point. 

L'ensemble  de  p  droites  parallèles  et  d'une  transversale  divise 
le  plan  en  a()0-|-  i)  régions  illimitées.  Deux  systèmes  formés  de 
p  droites  parallèles,  et  de  q  droites  parallèles,  divisent  le  plan  en 
(/?4-  i)  ((7+0  régions,  parmi  lesquelles  i{p  +  q)  sont  illimi- 
tées. Comme  l'échiquier,  on  peut  encore  les  garnir  de  couleurs, 
de  telle  sorte  que,  de  part  et  d'autre  de  chaque  ligne  de  sépara- 
tion, les  couleurs  soient  diflerentes. 

Si  Ton  prolonge  les  côtés  d'un  triangle,  le  plan  est  divisé  par 
les  trois  droites  en  sept  régions,  dont  six  sont  illimitées  et  une 
seule  finie,  qui  est  l'intérieur  du  triangle. 

Si  l'on  prolonge  les  côtés  d'un  quadrilatère  quelconque,  concave 
ou  convexe,  on  forme  onze  régions,  dont  huit  sont  illimitées. 

Lorsque  l'on  considère  un  plus  grand  nombre  de  droites,  il 
faut  tenir  compte  en  même  temps  des  points  de  concours  et  des 
segments;  nous  prendrons  les  notations  suivantes  : 

finis a 

Nombre  des  segments  [  indéfinis a 

finis  et  indéfinis A 

finies f 

Nombre   des   régions    j   indéfinies o 

finies  et  indéfinies F 
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On  a  d^abord,  par  définition 

A  — <7-t-a,        F=/~o. 

Cela  posé,  si  l'on  considère  n  droites  d'un  plan,  non  parallèles 
deux  à  deux,  et  telles  que  trois  quelconques  d'entre  elles  no 
soient  pas  concourantes,  on  a,  en  désignant  par  S  le  nombre  des 
points  d'intersection, 


S-GJS, 


A  ^  ns, 
a  -  2/1, 


F  r^  l  -T-  /n-  G», 

o  r-=  an. 


En  effet,  supposons  ces  formules  démontrées  pour  un  système 
•le  n  droites,  et  calculons  les  accroissements  des  cinq  quantités 
S,  A,  a,  F,  ^,  lorsque  l'on  trace  une  nouvelle  droite  non  parallèle 
à  l'une  quelconque  des  précédentes,  et  ne  passant  par  aucun  point 


Fig.  19- 


de  concours.  Nous  supposerons  d'abord  que  la  droite  XY  a  été 
tracée,  de  telle  sorte  que  tous  les  points  d'intersection  des  pre- 
mières droites  sont  d'un  même  côté  de  XY.  On  observe  :  i®  (|ue 
S  augmente  du  nombre  n  des  points  situés  surXY;  2®  que  a 
augmente  des  deux  segments  indéfinis  de  cette  droite;  3"  (jue  A 
augmente  de  (2/14-  i),  c'est-à-dire  des  (/i 4-  1)  segments  finis  et 
indéfinis  de  XY,  et  des  n  segments  finis  des  droites  qui  aboutissent 
à  XY;  4**  que  ç  augmente  des  deux  régions  cpi  et  ©2  ;  5'*  que  F 
augmente  de  ces  deux  régions  et  en  outre  des  {n  —  1)  régions 
finies  situées  au-dessous  de  XY.  Ainsi  les  formules  précédentes 
sont  générales. 
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On  voit  encore  que  radjonclion  de  XY  permet  de  recouvrir  les 
régions  situées  au-dessus  de  XY  de  deux  couleurs  seulement,  et 
toujours  de  telle  sorte  que  deux  régions  adjacentes  à  un  même 
segment  soient  garnies  de  couleurs  diflerentes  ;  il  suffit,  en  eflet. 
d^ajouter  au-dessus  de  XY  la  couleur,  qui  est  contraire  à  celle 
de  la  région  du  dessous.  En  outre,  il  est  facile  de  voir  que  les 
résultats  précédents  subsistent  lorsque  la  droite  XY  se  déplace  et 
traverse  le  point  de  concours  de  deux  droites.  Nous  ferons  d'ail- 
leurs observer  que  ces  résultats  s'étendent  à  des  figures  tracées 
sur  le  plan,  ou  sur  une  surface  simple  indéfinie  dans  tous  les 
sens  (comme  le  paraboloïde  h^-porbolique) ,  pour  lesquelles  les 
droites  sont  remplacées  par  des  traits  indéfinis  dans  les  deux  sens, 
tels  que  chaque  trait  ne  se  recourbe  pas  sur  lui-même.  Deux 
traits  indéfinis,  qui  ne  se  rencontrent  pas,  seront  considérés 
comme  des  droites  parallèles;  de  plus,  on  suppose  que  deux  traits 
indéfinis  ne  peuvent  se  rencontrer  qu'en  un  seul  point  de  con- 
cours, en  se  traversant  mutuellement. 

Nous  allons  étudier  les  modifications  à  apporter  aux  formules 
précédentes  lorsque  p  droites  viennent  concourir  en  un  même 
point,  ou  lorsque  q  droites  deviennent  parallèles. 

I®  Lorsque  p  droites  viennent  concourir  en  un  même  point,  le 
nombre  des  points  de  concours  diminue  évidemment  de  (Cl  —  i), 
puis(|uc  le  nombre  des  points  d'intersection  de  ces  droites  ne 
compte  plus  que  pour  i.  Les  nombres  '^  et  a  des  régions  et  des 
segments  indéfinis  ne  changent  pas;  le  nombre  A  des  segments  finis 
et  indéfinis  diminue  de  {p'^ —  '^-P)^  ^^  ^^  nombre  F  des  régions  finies 
et  indéfinies  diminue  de  (  i  — /;  -h  Cj,). 

'À^  Lorsque  <7  droites  deviennent  parallèles,  le  nombre  des  points 
de  concours  diminue  de  CJ;  le  nombre  total  F  des  régions  diminue 
aussi  de  iA^  el  le  nombre  Ados  segments  finis  et  indéfinis  diminue 
de  (q'-rj). 

Par  C(mséquent,  si  l'on  désigne  par  t^  le  nombre  des  droites  de 
direction  unique,  par  igle  nombre  des  groupes  de  q  droites  paral- 
lèles, par  S^  le  nombre  des  groupes  de/?  droites  concourantes,  on  a 

et 

\'^)  O    =    »^|   -f-    02       -+-    ^3       -*—     .    •    .    -f-    ^y;  -^      .    .   .     . 
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Lorsque  loiites  les  droites  ont  des  directions  différentes,  on  ci 
S  =  C*  ;  donc,  en  tenant  compte  des  diminutions, 

^.  JCJ=     St-+-3S3-t- ... -4-CîSp -h  ... 

(  -h  Tj  H-  3  ÎT3  -H  .  .  .  H-  CJ  îlp  -H  . . . 

.  J  A  =  a  Sj  -h  3  S3  -f-  . . .  -f-  />  Sy,  -!-  . , . 

(  -+-  tii  -f-  a  Tj  ~-  . . .  -T-  /?  îTp  -h 

On  peut  démontrer  directement  cette  dernière  formule  en  ob- 
servant que,  de  chaque  point  de  concours  de  p  droites,  parlent 
'^p  segments  et  que,  pour  toute  direction  de  q  droites  paral- 
lèles, il  j  a  2^  segments  infinis,  comptés  deux  fois. 

Si  l'on  calcule  F,  on  trouve  la  relation 

(5)  S-+-F=.Vh-i, 

<[ue  l'on  peut  vérifier  a /^05/c/70//.  Eniîn,  si  F^  est  le  nombre  des 
régions  à  p  frontières  (ou  arêtes),  on  a  les  deux  formules 

<  <•))  F  =  F,  H-  Fj  -i-  F3  -+-  . . .  -h  Fp  -T-  . . .  . 

(7)  2A  =  Fl  -+-  2Fj  -h  . . .  -f-/>Fy,  —  . . .   . 

Exemple  1.  —  Soient/?  points  tels  que  trois  d'entre  eux  ne  soient  pas 
en  ligne  droite,  et  quatre  d'entre  eux  sur  deux  droites  parallèles  ;  les 
«Iroites  qui  les  joignent  se  rencontrent  en  3Cj^  nouveaux  points  (  n**  57, 
Exemple  /). 

Le  nombre  des  segments  finis  sur  chaque  droite  est  (^G^-»  h-  3)  ;  le  nombre 
total  des  segments  est 

A  =  G«C«_, -4-3CJ5. 

On  en  tire,  par  la  formule  (5),  le  nombre  total  des  régions 

F  =  G»C2_j-h3CJ-t-  i-;,  — 3G;;. 
c'est-à-dire 

F  =  -J-(/>  — i)(7>3  — j/?î-h  i8/>  — 8). 

Autrement.  —  Le  nombre  des  lignes  de  jonction  est  n  —  G/,;  le  n(»mbre 
des  régions  est 

F  =  1 4- /i  H-  Gj  - /?[ I  - (/? - 1) -4-  g;._, ], 

parce  que  les  droites  se  coupent  au  nombre  de  {p  —  i)  en  />  points.  Après 
simplification,  on  retrouve  le  résultat  précédent. 

E.  L.  —  L  8 
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Exemple  II.  —  L'n  système  de  n  circonférences  partage  le  plan  en 
n{n'/- 1  )  4- a  réf^ion^,  au  plus,  dont  une  seule  est  illimitée. 

Exemple  lit.  —  Si  Ton  trace  dans  le  plan  n  systèmes  de  circonférences 

concentriques  contenant  respectivement  Ci,  Cf,  . . . ,  c^  circonférences,  et 

si  Ion  pose 

B  =  i:c,c,, 

le  plan  est  partagé  en  ( 'i H  -t-  i )  régions,  au  plus,  dont  une  seule  est  illimitée. 
Exemple  IV'.  —  Si  l'on  trace,  dans  un  plan,  n  systèmes  de  circonférences 
concentriques,  et  b  circonférences  non  concentriques  deux  à  deux,  le  plan 
sera  partagé  en  régions  dont  le  nombre  est  au  plus 

•ji  1  Cl  -4- ( ^  —  i)-r-a, 

Les  trois  théorèmes  précédents  s'appliquent  aux  sphères  de  l'espace. 

Exemple  V.  —  Si  Ton  trace,  dans  un  plan,  n  systèmes  de  parallèles 
contenant  respectivement  a^,  a^,  . . .  ,  a^  droites,  et  m  systèmes  de  cir- 
conférences concentriques  contenant  respectivement  C|.  Cj,  ....  C/„  cir- 
conférences, et  si  l'on  pose 

A  =  2:^1,.  A'=i:c,, 

B  :r^lrt,rtj,  \V=  Sc,Ci, 

le  plan  est  partagé  en 

,_i-A4-B-*-2AA'-+-aB' 

régions    au    plus ,    et    le   nombre    des    régions    illimitées    ne    peut    sur> 
passer  2B. 

Exemple  VI.  —  Si  l'on  ajoute  b  droites  et  d  circonférences  quelconques, 
le  nombre  précédent  augmente  de 

Les  cinq  théorèmes  précédents  sont  dus  à  Steixer. 

6i.  Le  problème  des  quatre  couleurs.  —  Les  formules  que  nous 
venons  d'établir  dans  le  numéro  précédent  supposent  que  toutes 
les  lignes  tracées  dans  un  plan  sont  illimitées  dans  les  deux  sens; 
alors  deux  couleurs  suffisent  pour  garnir  la  carte,  de  telle  sorte 
que  deux  régions  séparées  par  une  ligne  soient  recouvertes  de 
couleurs  différentes.  Il  y  a  lieu  de  reprendre  ces  formules,  lorsque 
le  plan  est  divisé  d'une  manière  quelconque  par  des  droites  et 
des  courbes.  On  parvient  ensuite  à  la  démonstration  de  ce  théo- 
rème, proposé  pour  la  première  fois  par  Guthrie,  puis  par  de  Mor- 
gan :  Quel  que  soit  le  mode  de  division  d^une  carte  ou  dUin 
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globe,  représentant  la  Terre  ou  un  continent,  en  états,  terri- 
toires,  districts,  départements ,  il  suffit  de  quatre  couleurs 
pour  colorier  cette  carte,  avec  cette  seule  condition  que  deux 
districts  ayant  une  limite  commune  soient  recouverts  de  deux 
couleurs  différentes,  La  première  démonstration  de  cette  propo- 
sition a  été  donnée  par  M.  Kempe,  en  1880,  dans  V American 
Journal  àe  Sylvester.  Pour  plus  de  détails,  voir  notre  article  de 
la  Revue  scientifique  du  7  juillet  i883,  intitulé  :  Le  problème 
géographique  des  quatre  couleurs, 

M.  Tait,  professeur  à  l'Université  d'Edimbourg,  a  publié  là- 
dessus  plusieurs  considérations  fort  ingénieuses.  Si  l'on  considère 
un  réseau  dont  les  carrefours  ne  contiennent  que  des  points 
triples,  ces  points  tous  impairs  sont  en  nombre  pair,  et  l'on  dit  que 
le  réseau  possède  un  isthme,  lorsque  la  suppression  du  chemin 
correspondant  désagrège  le  réseau.  Cela  posé,  on  a  le  théorème 
suivant  :  Dans  tout  réseau  à  n  points  triples,  sans  isthmes,  on 
peut  partager  les  in  chemins  en  trois  groupes  de  n  chemins,  de 
telle  sorte  que  les  trois  chemins  qui  aboutissent  à  un  même 
carrefour  appartiennent  à  trois  groupes  différents, 

La  démonstration  de  ce  théorème  se  déduit  immédiatement  de 
la  proposition  de  Guthrie  ;  cependant,  il  y  aurait  un  grand  inté- 
rêt à  trouver  une  démonstration  directe  et  rigoureuse  du  théorème 
de  Tait.  Mais,  dit  Fauteur,  «  d'après  l'expression  de  l'éminent 
mathématicien  Kirkmann,  que  j'ai  consulté  sur  ce  sujet,  le  théo- 
rème présente  cet  irritant  intérêt  qu'il  se  joue  aussi  bien  du 
doute  que  de  la  preuve  »  (  *  ). 

LES  POLYÈDRES. 

60.  Les  polyèdres  conTexes.  —  On  a  le  théorème  suivant  (2)  : 
Dans  tout  polyèdre  convexe,  le  nombre  des  arêtes  augmenté 


(  >  )  Tait,  Note  on  a  theorem  iii  Geometry  of  position  y  dans  les  Transactions  of 
ihe  Royal  Society  (i88o).  Listing's  TopologiCj  Introductory  address  in  the 
Edinburgh  math.  Society  y  nov.  i883,  et  Philos.  Magaz.,  i88'|.  —  Reprint  of 
math,  papers  front  the  Educational  Times;  i88i,  p.  11 3. 

(*)  Ce  théorème  remarquable  est  habituellement  aUribué  à  Euler  {NoviCom^ 
mentarii  Petrop.f  1752);  mais  on  le  trouve  dans  les  Œuvres  inédites  de  Des- 
cartes, publiées  par  Foucher  de  Careil  (t.  II,  p.  ai4;  Paris,  1860).  La  démon- 
stration du  texte  est  due  à  Caucuy. 
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de  '1  est  égal  au  nombre  des  faces  augmenté  du  nombre  des 
sommets. 

En  d'autres  termes,  si  Ton  désigne  par  A,  F,  S  les  nombres  des 
arêtes,  des  faces  et  des  sommets  du  poljèdre,  on  a  l'égalité 

(l)  F~S=A-r-2. 

Considérons  d'abord  une  surface  polyédrale,  convexe  et  ouverte, 

terminée  à  une  ligne  brisée  plane  ou  gauche.  SI  l'on  conser>'e  les 

notations  précédentes,  les  éléments  analogues  de  cette  surface 

vérifient  l'égalité 

F  -r-  S  -  A    ri. 

En  effet,  cette  formule  a  lieu  pour  une  seule  face;  car,  pour 
un  polygone,  F=  i  et  S  =  A.  11  suffit  donc  de  montrer  que  la 
formule,  étant  vérifiée  dans  le  cas  de  F  faces,  l'est  encore  dans  le 
cas  de  (F  -h  i)  faces.  Pour  cela,  modifions  la  ligne  brisée  qui  ter- 
mine la  surface  polyédrale,  en  adaptant  un  polygone  de  n  côtés. 
Si  cette  face  laisse  toujours  la  surface  ouverte,  son  périmètre 
ne  pourra  coïncider  entièrement  avec  celui  de  la  ligne  terminale 
primitive.  Si  elle  possède  avec  cette  face  p  arêtes  communes,  elle 
a  avec  elle  (/?  -r  i)  sommets  communs.  En  désignant  par  A',  F',  S' 
les  nombres  des  arêtes,  des  faces  et  des  sommets  de  cette  nouvelle 
surface  polyédrale,  on  aura  donc 

F'=F-+-î,        S'r^S  f-Aï -r/?      I),        A'--\-T-/i~/>, 

(l'oii  Ton  tire 

F'-r-S'=   A'-M. 

Cela  posé,  revenons  au  cas  d'un  polyèdre  convexe.  Pour  obtenir 
une  surface  polyédrale,  il  suffit  d'enlever  une  face,  ce  qui  ne  mo- 
difie pas  les  nombres  A  et  S;  donc  la  relation  (i)  est  démontrée. 

Si  l'on  désigne  par  fp  le  nombre  des  faces  k  p  arêtes,  par  Sp  le 
nombre  des  sommets  des  angles  polyèdres  à  p  arêtes,  on  a  les  for- 
mules 

aA  =  3/i-h  4/4-h. .  .-4-/?/^-t-. . ., 
aA  =  3  58-+-4^*-t-..  '-r-psp-^ 


•  •  «  • 


CHAPITRE    VII.    —    LA    GÉaHÉTRIE    DE    SITUATION.  H7 

On  déduit  facilement  des  précédentes 

9.  F  —  4  H-  *3  -f-  2  «4  -^-  3  53  -J- . . . , 

Exemple  /.  —  Il  n'existe  aucun  polyèdre  convexe  qui  ne  renferme  au 
oins  une  face  triangulaire  ou  un  angle  trièdre.   En  effet,  on  a  la  formule 

Exemple  II.  —  il  n'existe  aucun  polyèdre  convexe  dont  toutes  les  faces 
^îent  plus  de  cinq  arêtes.  —  Il  n'existe  aucun  polyèdre  convexe  dont  tous  les 
angles  polyèdres  aient  plus  de  cinq  arêtes. 

Exemple  III.  —  L'angle  droit  étant  pris  pour  unité,  la  somme  de  tous 
les  angles  d'un  polyèdre  convexe  égale  le  quadruple  du  nombre  des  som- 
mets, diminué  de  2. 

Exemple  IV.  —  Trouver  le  nombre  des  diagonales  d'un  polyèdre  convexe 
qui  ne  sont  pas  situées  dans  les  faces  du  polyèdre. 
Si  l'on  pose 

iM  —  1 . 3 .  y^,  H-  2 . 4 .  /*  -+-  3 . 5 .  /s  -f- . . . , 
et  si  l'on  désigne  par  D  le  nombre  des  diagonales,  on  a 

8D  =  (L-4-2)(L-h4)  — 4M. 

Exemple  V.  —  Le  nombre  «des  régions  formées  par  n  plans,  tels  que 
deux  ne  soient  pas  parallèles,  que  trois  quelconques  d'entre  eux  ne  soient 
pas  parallèles  à  une  même  droite,  et  que  quatre  ne  passent  pas  par  un 
même  point,  est 

les  régions  finies  sont  en  nombre  Cjî_^. 

Exemple  V'I.  —  Si /?!,/>*,  ....pn  désignent  les  nombres  de  plans  paral- 
lèles de  n  systèmes,  et  si  l'on  pose 

le  nombre  des  régions  de  l'espace  formées  par  ces  n  systèmes  est  égal  à 

parmi  ces  régions,  (2B  -f-  2;  sont  illimitées,  et  les  autres  forment  des  vo- 
lumes finis. 

Exemple  VII.  —  Le  système  formé  par/?  plans  quelconques  et  q  sphères 
partage  l'espace  en  un  nombre  de  régions  au  plus  égal  à 

i-h  C/,-4-  C«  -4-  Cj,-^pqip  —  i)-^-2q  -4-2C}. 

Les  régions  illimitées  sont  en  nombre  2  -+-  9.p(p  —  1). 

Exemple  VIII.  —  Si  l'on  considère  des  systèmes  de  plans  parallèles  en 
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nombres  Pi^  pt*  Pi,  ...,  el  de  sphères  concenlriques  en  nombres  qij  q±, 
^3,  . . .,  et  si  Ton  pose 

A  =  S/?,,        B  =  S/>,/?„        C  —  ^PiPtPz, 

cet  ensemble  divise  Tespace  en  un  nombre  de  régions  qui  ne  surpasse  pas 

,  -^  A  _^  B  -H  C  "h  2(  AB'-+-  BA)  -+-  '}.\'-i-  aC:. 

Le  nombre  des  régions  illimilées  est  (zB  -i-  2). 

Les  quatre  exercices  précédents  sont  dus  à  Steiner.  —  Voir  une  Note  de 
M.  Laisant  intitulée  :  Régions  du  plan  et  de  l* espace  (Congrès  d'Alger, 
1881). 

f)6.  Les  polyèdres  convexes  réguliers.  —  Il  ne  peut  exister 
que  cinq  espèces  de  polyèdres  convexes  dont  toutes  les  faces 
aient  le  même  nombre  n  de  côtés  et  dont  tous  les  angles  po- 
lyèdres aient  le  même  nombre  m  d'arêtes. 

En  cflTel,  on  a,  par  livpolhèsc, 

•i  A  =  n  F  =  m  S  ; 
par  suite,  la  formule  de  Descartes  donne 

f\ni 


V  = 


2(  ni  -^  n)  --  tnn 


Puisque  m  doit  être  entier  et  positif,  on  ne  peut  faire  que  les 
hypothèses  suivantes,  renfermées  dans  le  Tahleau  ci-après,  dans 
lequel  D  désigne  le  nomhre  des  diagonales. 

Fig.  00. 
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Remarque.  —  Nous  ne  développerons  pas  davantage,  pour  le 
moment,  ces  études  sur  la  Géométrie  de  situation;  cependant  il  y 
a  Heu  de  rappeler  les  travaux  de  Poinsot,Cauchy  et  Bertrand  sur 
les  Polyèdres  étoiles;  ceux  de  M.  Catalan,  sur  les  Polyèdres 
semi' réguliers ,  considérés  d'abord  par  Ârchimède  ;  ceux  de 
Bravais,  sur  la  Cristallographie  et  sur  la  Phyllotaxie ;  ceux  de 
M.  Cayley  sur  les  Arbres  géométriques  et  leur  emploi  dans  la 
théorie  des  combinaisons  chimiques. 

Dans  deux  importants  Mémoires,  trop  ignorés  aujourd'hui, 
Listing  a  posé  les  principes  généraux  de  la  Géométrie  de  situation. 
Ses  Vorstudien  zur  Topologie  (1847)  ont  été  l'objet  d'un  rapport 
sommaire  dans  le  Traité  d^ Electricité  et  de  Magnétisme  de 
Clerk  Maxwell,  et  d'un  exposé  élémentaire  par  M.  Cayley, 
dans  le  Messenger  of  Mathematics  (1878).  Dans  son  Mémoire 
de  1861,  Der  Census  railmlicher  Complexe,  Listing  s'occupe 
de  la  formation  et  de  la  classification  des  nœuds;  cette  idée  a  été 
reprise  dans  plusieurs  Mémoires  présentés  à  la  Société  royale  des 
Sciences  d'Edimbourg,  par  M.  Tait,  qui  a  retrouvé  la  plupart  des 
résultats  de  Listing,  à  propos  de  l'idée  de  Thomson  sur  les  vortex- 
atoms.  La  Géométrie  des  nœuds  est  un  des  chapitres  de  la  Géo- 
métrie du  tissage;  nous  exposerons,  dans  le  second  volume  de 
cet  Ouvrage,  les  lois  arithmétiques  de  la  Géométrie  des  tissus  à  fils 
rectilignes. 

Exemple  I.  —  Les  hélices  paradronies.  —  Considérons  un  long  ruban 
étroit  ou  une  bande  de  papier,  dont  les  bords  sont  garnis  d'une  petite  ligne 
noire  ou  d'un  liséré.  Si  l'on  réunit  ensemble  les  deux  extrémités,  sans 
torsion  du  ruban,  on  forme  une  surface  composée  de  deux  faces  et  de 
deux  lisérés;  on  ne  peut  aller  d'un  point  de  l'une  des  faces  à  un  point  de 
l'autre,  en  cheminant  sur  le  ruban,  sans  traverser  l'un  des  lisérés.  Si  l'on 
coupe  le  ruban  suivant  sa  longueur,  on  en  obtient  deux  autres  séparés. 

Il  n'en  est  plus  ainsi  lorsque  l'on  réunillesdeux  extrémités  du  ruban,  après 
avoir  eiïectué  n  demi-torsions  dans  un  même  sens  :  i®  Lorsque  n  est  un 
nombre  pair,  la  surface  a  encore  deux  faces  et  deux  lisérés  formant  chacun 
un  circuit  fermé;  si  l'on  coupe  le  ruban  dans  sa  longueur,  il  se  trouve  di- 
visé en  deux  autres  possédant  chacun  n  demi-torsions,  comme  le  ruban 
primitif;  mais  les  deux  demi-rubans  ne  peuvent  être  sépares  l'un  de  l'autre 
et  se  trouvent  noués  ^nfois.  2**  Lorsque  le  nombre  n  des  demi-torsions 
est  impair,  la  surface  ne  présente  qu'une  seule  face  et  qu'un  seul  liséré;  si 
l'on  coupe  le  ruban  dans  sa  longueur,  le  ruban  reste  unique  avec  2n  demi- 
torsions,  et,  pour  n  >  I,  il  tstnoué. 
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Ces  curieux  résultats  sont  tirés  de  la  Topologie  de  Listing;  ils  ont  été 
la  base  d'un  opuscule  qui  eut  un  grand  succès  à  Vienne,  il  y  a  quelques 
années,  et  dans  lequel  il  s'agissait  de  montrer  que  Ton  pouvait,  sans  esca- 
motage ou  spiritisme,  exécuter  le  célèbre  tour  de  faire  un  nœud  avec  une 
corde  sans  Jin. 

Au  lieu  de  faire  une  seule  coupe  longitudinale  du  ruban,  on  peut  vu 
faire  deux,  trois,  ...,  et  Ton  obtient  d'autres  résultats. 

Exemple  II.  —  La  bande  de  timbres^poste.  —  De  combien  de  manière»» 
peut-on  replier,  sur  un  seul,  une  bande  de/?  timbres-poste? 

Exemple  III.  —  La  feuille  de  timbres-poste.  —  De  combien  de  ma- 
nières peut-on  replier,  sur  un  seul,  une  feuille  rectangulaire  de  pq  timbres- 
poste? 

Nous  ne  connaissons  aucune  solution  de  ces  deux  problèmes  difficiles 
proposés  par  !M.  Km.  Lemoine. 
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LA  MULTIPLICATION  ALGÉBRIQUK. 


67.  Multiplication  des  polynômes.  —  Multiplication  des  mo- 
nômes; —  d'un  polynôme  par  un  monôme;  —  de  deux  polynômes. 
—  Règle  des  signes. 

Le  produit  de  plusieurs  polynômes  peut  toujours  être  remplacé 
par  un  polynôme  unique  qu'on  appelle  le  produit  effectué.  On 
opère  habituellement  comme  il  suit  :  on  multiplie  successivement 
tous  les  termes  du  premier  polynôme,  en  commençant  par  la 
gauche,  par  le  premier,  le  second,  . . . ,  le  dernier  terme  du  se- 
cond polynôme.  On  obtient  ainsi  un  premier  produit  partiel;  on 
fait,  s'il  y  a  lieu,  la  réduction  des  termes  semblables.  On  multiplie 
ensuite  chacun  des  termes  du  produit  partiel  successivement  par 
le  premier,  le  second,  .  . . ,  le  dernier  terme  du  troisième  poly- 
nôme, en  commençant  toujours  par  la  gauche,  et  ainsi  de  suite. 

Le  produit  des  polynômes  A,  B,  C,  . . . ,  L  est  la  somme  de 
tous  les  produits  de  n  facteurs  formés  avec  un  terme  de  A,  un 
terme  de  B,  . . . ,  et  un  terme  de  L;  s'il  n'y  a  aucune  réduction, 
le  nombre  des  termes  du  produit  est  égal  au  produit  des  nombres 
des  termes  des  facteurs. 

Soit,  en  général, 

A  ^^  aj  -+-  «2  -^  «3  -+-  •  •  .  -*-  «a  , 
B  —  6i  -f-  ^2  -1-  bz  -i- . . .  -4-  b^ , 
C  =  Cl  -H  Cj  -+-  C3  -î- . . .  -i-  c^- , 


Pour  faire  la  multiplication  des  polynômes  A,  B,  C,  ...,  on 
multiplie  tous  les  termes  de  A  successivement  par  tous  ceux  de  B 
pris  dans  Tordre  de  gauche  à  droite;  puis  on  multiplie  tous  les 
termes  du  produit  par  ceux  de  C,  et  ainsi  de  suite.  Un  terme  quel- 
conque a  une  expression  de  la  forme  a^b^CY  . . .  ,  en  désignant 
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par  x'  l'un  des  enliers  1,2 a,  et  de  même  pour  ^'  el  pour  -v^. 

Dans  le  produit  total,  les  termes  pris  dans  Tordre  successif  sont 
d'abord  ceux  qui  ne  contiennent  que  a,  en  nombre  z;  puis  ceux 
qui  ne  contiennent  que  a  ou  h,  pris  séparément  ou  simultanément; 
ils  sont  en  nombre  z]ï;  puis  les  termes  du  produit  par  C  qui  sont 
en  nombre  2]^^.  et  ;iinsi  de  suite.  On  voit  ainsi  que  le  rang  du 
terme  ^ii'I^^CydTy  est  fourni  par  Texpression 

n  —  %i»^'/j  -     a^Y  -+-  ai  -:-  a  . 


•  I  il 


Inversement,  lorsque  n  est  donné,  on  observe  que  0'  est  Pentier 
de  la  division  de  n  par  a^âv,  que  y'  est  l'entier  de  la  division  du 
reste  par  a^,  et  ainsi  de  suite.  En  particulier,  si  a=  p  =  y=  S, 
la  détermination  du  terme  qui  correspond  à  un  rang  donné  n  re- 
vient à  écrire  n  dans  le  système  de  numération  de  base  a. 

Ainsi,  dans  le  produit 

(i  —  a)(i  —  6)...(i  —  /), 

pour  avoir  le  signe  du  terme  de  rang  /i,  on  écrit  ce  nombre  n  dans 
le  système  de  numération  binaire;  le  terme  correspondant  est 
positif,  ou  négatif,  suivant  que  le  nombre  des  i,  et  celui  des  o  qui 
terminent  /i,  sont,  ou  ne  sont  pas,  de  même  parité. 

Carré  d'un  polynôme,  —  Interprétation  géométrique  : 

Cube  cV un  polynôme,  —  Interprétation  géométrique  : 

Quatrième  puissance  d'un  polynôme,  —  On  a  la  formule 
(Sa)^  :^  Sa^-i-42a'6-+-GSa2i»2  f-i22rt'^c-H24Sa6c6?. 

On  trouvera  plus  loin  la  formule  générale  qui  donne  le  déve- 
loppement de  la  "|)uissance  d'un  polynôme. 

Exemple  I.  —  Si  l'on  désigne  respectivement  par  A,  B,  C,  D  les  poly- 
nômes 

a  —  b  —  c,     b  —  c  —  rt,     c  —  a  —  6,     a-f-6-i-c, 
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on  a  les  formules 

A-i-B-i-CH-D=o, 
Aî-i-  B»-f-C«-4-Dî=  JSa», 

A«-+-BM-C»— DSrrr  8o a^>c. 2 rt«, 
A7-f-  B^H-  C7-:-  D"r-  56a6c( 3 Sa^ -r-  io2rt«6«), 
ABGD  =--  Srt^— 9.2aî6s. 

Exemple  IL  —  Si  l'on  désigne  par  A,  B,  G,  D  les  polynômes 
h -^  c -^  d  —  a,     c-^d~\-a  —  b,     d -'- a -h  b  —  c^     a -\- b -\' c  —  d, 

et  par  P,  Q,  B,  S  les  polynômes 

a-\-  b  -^  c  -\-  d^     a  -T-  b  —  c  —  d^     b  -\-  c  —  a  —  d^     c  -\-  a  —  b  —  d. 

les  valeurs  de  l'expression 

p«_^_  Q/i^  R«_+_  s«—  A«—  B«  —  C«—  D« 
sont 

pour  71—2 o, 

»      71  =  î \f^'?.abcd^ 

»      71=6 96oa6crf.2n*, 

»      71  =  8 896 a6crf( 3  2^^-1-  loSa»^»»). 

Exemple  IIL  —  En  conservant  les  notations  de  l'Exemple  précédent,  on 
a  la  formule 

ABCDPQBS  =  2a»— 4Sa6^î-4-6SrtV6^-f-42a^6«c«— 4ort«6«c«rf«. 

Exemple  IV\  —  Développer  le  produit  des  seize  facteurs 

a  ■±.  b  -i^  1  c  z^:  d  zti  e. 

Si  l'on  remplace,  dans  VExemple  ///,  le  nombres? par  (c?-i-e),  puis  par 
(d  —  e),  et  si  l'on  multiplie  les  résultats  obtenus,  on  trouve 

Sa»»— 82:a»*6«-f- 28Sa»»^v^  4olfir»»^»5c2 
—  56£a«o6«— 72i:a»o^>^cî— i76Sa»o^2c«rf* 

-+-7o2a»68-4-4o2:a8  66c»-!-36Srt8^»^cV-{-344Sa8  6^c«rf*-7522a»6«r;«^/«eî 
-+-i62a*6«c*— 4i6Sa«6«rîrf«— 272Sa6  6*c^f/«-i-9282a6  6^c«c^«e» 
20o82a*6*c^c?^— i52o2ûf^6*c^r/2e«. 


Cette  méthode  de  calcul  est  due  à  Dkscartes. 
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68.  Le  carré  magico-ma^que  de  Fermât.  —  \\ec  deux  groii|H-s 
df  quatre  nombres  a,  b,  c,  d,  et  p,  q.  r.  s,  on  forme  une  tabh^ 
d'addition  à  deux  entrées,  comme  celle  de  Pvihairore  (  fis.  5i  . 

Fiu.  hi. 

a  —  p,     b—p.     c--p,  dp, 

a  —  y.     b  —  y,      c  —  q.  d — q, 

a  —  r,      b  —  r.      c  —  r.  d  —  r. 

a  -^  s,      b  —  5,      c  -■-  s,  d  —  s. 

Table  d'addition. 

En  permutant  les  lignes,  ou  les  colonnes,  ou  en  échangeant  les 
lignes  et  les  colonnes,  on  forme  2(  i.2.3.4)*=  i  loa  tables  dis- 
tinctes. Si  Ton  prend  quatre  nombres  d'une  table,  de  telle  sorte 
qu'il  nV  en  ait  pas  deux  dans  la  même  ligne  ou  dans  la  même 
colonne,  on  obtient  une  somme  évidemment  égale  à  celle  des  huit 
nombres  donnés.  Pour  chaque  table,  il  existe  ainsi  vingt-quatre 
sommes  constantes,  en  nombre  égal  aux  ])ermutations  figurées  de 
quatre  objets  (n"  43). 

Echangeons  deux  à  deux  les  huit  nombres  placés  symétrique- 
ment par  rapport  au  centre  du  carré,  et  qui  ne  sont  pas  situés  sur 
les  diagonales;  puis,  échangeons  deux  quartiers  opposés  de  quatre 
termes,  l'inférieur  à  gauche  et  le  supérieur  à  droite  ;  nous  formons 
ainsi  le  Tableau  que  l'on  appelle  carré  magico-magique. 
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Carré  niagico-magiquc. 

Si  l'on  fait  la  même  transformation  sur  les  permutations  figurées, 
on  trouve  \a  fig.  53.  Par  suite,  la  somme  des  quatre  nombres  du 
carré  magique  qui  correspondent  à  quatre  cases  grises  de  cette* 
figure  est  constante.  Il  y  a  donc  i  iSa  carrés  magico-magiques. 

On  peut  tripler  ce  nombre  lorsque 

a  -^  d  —  b  -h  c         et         p  —  s  =  q  -\-  r. 
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comme  cela  a  lieu  pour  les  deux  groupes  1,  î2,  3,  4,  et  0,  i,  8,  12, 
<|ui  reproduisent  les  seize  premiers  nombres.  Dans  ce  cas,  on  a 
les  théorèmes  suivants  :  Dans  tout  carré  magico-magique,  la  somme 
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Les  vingl-quatre  sommes  constantes  d'un  carré  magico-magiquc. 

(les  huit  nombres  placés  dans  les  deux  diagonales  égale  la  somme 
des  huit  autres.  Il  en  est  de  même  pour  la  somme  des  carrés  et 
pour  la  somme  des  cubes  (*). 

69.  Formules  d'Euler  pour  les  produits  des  sommes  de  quatre 
carrés.  —  On  a  l'identité 

indiquée  parFiBO]XAcci;  elle  exprime  que  le  produit  d' une  somme 
de  deux  carrés  par  une  somme  de  deux  cafrés  est  une  somme 
de  deux  carrés.  En  changeant  le  signe  de  /?,  on  obtient,  dans  le 


(*)  Voir  notre  article  du  Journal  de  Matliém%tiques  élémentaires,  1887,  inti- 
tulé :  Les  cannés  magiques  de  Fermai  et  de  Frénicle. 
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cas  général,  une  autre  décomposition  ;  mais,  si  a  ==/>,  6  =^,  on  a 
la  décomposition  unique 

(|ui  est  la   formule   fondamentale   des   triangles  rectangles  en 

nombres f  dont  la  théorie  sera  exposée  plus  loin. 

La  formule  précédente  a  été  généralisée  par  Euler  qui  a  donné 

le  théorème  suivant  :  Le  produit  d^une  somme  de  quatre  carrés 

par  une  somme  de  quatre  carrés  est  une  somme  de  quatre  carrés, 

Kn  efTel,  si  Ton  remplace  les  sommes  par  des  produits  dans  le  carré 

magi(|ue  du  numéro  précédent,  et  si  Ton  donne  le  signe  —  aux 

termes   de  la  première  diagonale,  on    trouve  qiie  la  somme  des 

expressions 

(    -  ap  -h  es  -+-  d(j  -^  bry 

-t-  (h  dr  —  bq  -f-  as  -h  c/>  )* 

-H  (  f •  65  -^  dp  —  cr  -f-  aqY 

~\-  (  ■¥■  cq  -H  ar  -\-  bp  —  ds)^ 

égale  le  produit  des  deux  sommes  de  quatre  carrés 

(a'-+-  b^-¥-  c*-t-  d^)(p^-+-  q^-h  r^-r-  s*). 

En  permutant/?,  q,  r,  5,  on  a  vingt-quatre  formules  distinctes; 
puis,  en  changeant  le  signe  de/?,  on  en  obtient  vingt-quatre  autres. 
Ainsi  la  décomposition  du  produit  des  sommes  de  quatre  carrés 
en  quatre  carrés  se  déduit  très  facilement  de  la  considération  des 
carrés  magico-magiques. 

DnioscHi  a  donné  des  formules  semblables  pour  le  produit  de 
deux  sommes  de  huit  carrés;  mais,  contrairement  à  ce  que  Ton 
pensait,  M.  Samuel  IIobehts  a  démontré  qu'il  n'existait  pas  de  for- 
muhîs  analogues  pour  les  sommes  de  seize  carrés,  ou  plus  (T/ie 
Quarterly  Journal,   1879  et  1880). 

D'autre  part,  il  ne  peut  exister  de  formule  semblable  pour  les 

sommes  de  trois  carrés  :  ainsi  3  et  'M  sont  des  sommes  de  trois 

carrés 

3  =  i«-hi«-hi«        cl        21  =  4«-i-2«-M*, 

et  leur  produit  63  ne  peut  être  décomposé  en  moins  de  quatre  car- 
rés. De  môme,  le  produit  des  deux  formes 

a*-4- ^'-h 'ic',        />'-+- 7' -h  ir' 
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^e  peut  donner  un  résultai  de  même  forme,  puisque  Ton  a,  par 
exemple, 

6  =  0*4-2»-+-  2. I*  Cl  l3  =  l*-h2-^2.2', 

et  que  le  produit  78  ne  peut  être  décomposé  de  cette  manière. 

Nous  démontrerons  plus  loin,  au  moyen  des  formules  d'EuLER, 
ce  théorème  énoncé  par  Bachet  :  Tout  entier  est  ta  somme  de 
quatre  carrés,  ou  d'un  moindre  nombre, 

70.  Formules  de  Lagprange.  —  On  a  Tidentité  suivante 

=  [—«/?  -h  [ics  H-  \\kdq  -+-  X  6rJ* 
-f-  \k[\dr  —  \b(]  -^  as  -h c/> ]* 
-+-  X|jl[65  -i-  dp  —  cr  -\-  aq^ 
->r  \\\ï.cq  -^  ar  -X-  bp  —  jjlé^*]*; 

pour  X=  [A  =  I,  on  retrouve  les  formules  d'EuLEn. 

On  a  encore  cette  autre  identité  de  Lagrajnge,  qui  s'applique  à 
un  nombre  quelconque  de  carrés  : 

(a'-+-  6*-h  c*H-  rf* )(/>'-}-  7*-f-  r^-h  s*)  =  {ap  -h  bq  ~  cr  -^  ds)^ 

-^  (aq  —  bp)^~-  {ar —  cp)^ 

-r-  ( as  —  dp )5 -\-{br  —  cq )* 
-^{bs  —  dq)^-\-{cs  —  dr)^. 

On  remplace  ainsi  le  produit  de  sommes  de  n  carrés  par  une 
somme  de  (i-hC^)  carrés,  tandis  que  le  produit  efl'ectué  donne 
n^  carrés. 

Exemple  I.  — Vérifier  les  formules  suivantes,  dans  lesquelles  Un  désigne 
le  terme  de  rang  (/i  -m)  de  la  suite  de  Fibonacci  (n°  3)  : 

Mf-t-  l/|-i-...-h  W,î=  l//jM«+i, 

wi  —  Ufi^i  Un—iUn^i  <//}+]  =  I , 

MiMj-h  W,M8-i-...-hMtrt-lWï/i=  "î/i, 
MiMi-i-  Ml  ^3  4- .  .  . -H  Mm  Wî„+i  =  MÎrt+i  — I. 


\ 
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La  première  des  relations  précédentes  est  due  à  Albert  Girard;  ell 
donne  lieu  à  un  curieux  Paradoxe  géométrique  (voir  nos  Récréatio 
niathématùjuesy  t.  11.  —  Cinquième  Récréation). 

Exemple  II,  —  Considérons  la  suite  récurrente  donnée  par  la  formu 

et  par  les  deux  premiers  termes  Uo  et  U|  ;  soit,  de  plus,  Un,  le  terme  c 
ranf;  (n  -f-  i)  dans  une  suite  donnée  par  la  même  loi  et  dont  les  deux  pr< 
iniers  termes  sont  «o~  o  et  M|  =  i;  vérifier  la  formule 

/Cx(*mp/e  III.  --  Si/>  —  67  ztz  1,  on  a  Tidentité 

i/>s  .-ir-:{S</-i)^-^{Sqz-i)^'-iiq)K 

Exrmpfr  /T.   —  Le  carré  et  le  cube  d^une  somme   de  trois  carn 
sniit  drs  sommes  de  trois  carrés,  —  En  effet,  on  a 

—  O'  -7^*— j-*-H  î-^r-)* 

-f-  (^  3'  —  3  zx^  —  ixy^  -f-  5 >'* ;*. 
l'IuH  ^énénilement,  M.  Neubrrg  a  démontré  que  toute  puissance  de 

ml  un  nombre  de  la  mémo  forme  {Mathesis,  U  p-  jS). 
h'.reni/d(î  T.  —  Si  l'on  pose 

P  —  a«  -h  ^*  -h  c*  —  bc  -    ca  —  ab, 
Mil  il  li'H  identités 

•xV  -  {b '- e)^^{c  —  a)^-^(a—by, 

•il*«  ib      c)^~h  {C  —  a)^-i-  (a  —  b)^, 

l'a  I „  —  f,)i („  _  c)!  -+-  (6  —  c)» (6  —  ay  -+-  rc  —  ay(c  —  6)«, 

ifi   i  b   \   r)V  a*  •    />'-4- <•*— 3a6c. 

/•//rm/i//'  17.  —  On  n  Tidenlité 

d*ili»  Itiquelle  nii  nuppose 

X    -  x{a  ar'-h  2^j''), 

/       3.rV«, 
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Exemple  VIL  —  On  considère  le  tableau  des  neuf  quantités 

/>*-f- 7-— rî— **.     2(qr  -^-ps),  ^{qs  —pr), 

:iiqr — ps),  p^-¥-  r*—  q^—  s^,     ii(rs  -hpq), 

i{qs  -r-pr),  ^{f^  ^PÇ)j  />*-+-*' — q^—r^l 

vérifier  que  la  somme  des  carrés  des  nombres  contenus  dans  une  même 
ligne  ou  dans  une  même  colonne  est  égale  au  carré  de  />*-i-  ^'-+-  r'-4-5* 
(  voir  A'biii;.  Corr,  math,,  t.  H,  p.  97). 

Exemple  Vllf.  —  Trouver  quatre  nombres  tels  que  leurs  produits  deu\ 
à  deux,  augmentés  de  Tunité,  soient  des  carrés  (Diopiiante,  Hv.  IV, 
prop.  21).  —  Si  l'on  pose 


a  =  r, 


b  =  s{rs-\-  2), 

o  =  (5  H-  1)  {rs  -H  r  -h  2), 

r/=  \{rs  -l-I)(^5-^  r-i-  i)  (r^'-f-  rs  -^  is  -\-  i), 

les  carrés  des  six  expressions 

/•5  -h  I , 

rs  -¥  r  -+- 1 , 

7. r^ s^ -^  ir^ s  -^  ^ rs  -\-  iLr  -^  1 , 

r5*H-  r5  H- 25 -h  I, 

7. /•* 5' -H  2 r*5* -i-  (Srs^ -^  \rs  -¥  4^+1) 

•^-r'^'-H  4^'^*-i-  2r*5-+-Cr5*  -+-  8r5-+-  2r4-  4*H-  3 

sont  respectivement  égaux  aux  six  quantités 

rt6-+-i,    rtc-hi,     rtt/-+-i, 
^c-hi,     bd-^i^     cd-r-\. 

Une  autre  solution  a  été  donnée  par  Euler  {Commentationes  Arithme^ 
iicœ  collecta; y  t.  II,  p.  4  >)• 

71.  Valeur  ntimérique  d'un  polynôme  ordonné.  —  Rëduction 
des  termes  semblables.  Ordonner  un  polynôme  suivant  les  expo- 
sants croissants  ou  décroissants. 

Pour  obtenir  la  valeur  numérique  d'un  polynôme 

qui  correspond  à  une  valeur  donnée  x  =  a,  on  calcule  successi- 
E.  L.  —  I.  9 
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veincnl  les  expressions 

S^  =  P^ci^  -^p\a>'\-pxa-\-p^, 
en  déduisant  chaque  résultai  du  précédent  par  les  formules 


chacun  des  polynômes /i,  ji^^  f^&i  jht  •••,  est  égal  au  précédent 
multiplié  par  a^  et  augmenté  du  coefficient  correspondant  de  f{x). 
Lorsqu'il  manque  des  termes,  on  doit  tenir  compte  des  coefficients 
nuls. 

Pour  j:  =  I,  le  polynôme  est  égal  à  la  somme  de  ses  coefficients; 
pour  ^  = —  I ,  il  est  égal  à  leur  somme  alternée. 

72.  Divisibilité  de  /{x)  par  (x  —  a).  —  Considérons  la  multi- 
plication 

X  —  a 


Donc,  en  désignant  par  Q  le  multiplicande,  on  a 

/(^)  =  (^-«)Q-f-/(6r); 

par  suite,   la  condition  nécessaire  et  sufjisantej  pour  que  f{x) 
soit  divisible  par  le  binôme  {x  —  a),  est  /(a)  =  o. 

Si  un  polynôme  /{^)  est  divisible  séparément  par  les  binômes 
(x  —  a),  (x — 6),  ....  (x  —  /),  dans  lesquels  a,  6,  r,  ...,  /, 
sont  des  quantités  inégales  deux  à  deux,  il  est  divisible  par  le  pro- 
duit des  binômes. 
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Réciproquement,  pour  que/(j?)  soit  divisible  parle  produit 

(x  —  a){r—b){x  —  c). .  .(x —  /), 

dans  lequel  les  nombres  a,  b,  c,  ., ,,  l  sont  inégaux  deux  à  deux, 
il  faut  et  il  suffit  que  Ton  ait 

/{a)  =  o,        /(6)  =  o,        /(c)  =  o,         ...,        /(/)  =  o. 

73.  Identité  et  similitude  des  polynômes.  —  Deux  polynômes 
réduits  et  ordonnés  sont  dits  identiques  (ou  semblables),  si  les 
coefficients  des  mêmes  puissances  de  x  sont  égaux  (ou  propor- 
tionnels). Le  nombre  des  conditions  pour  que  les  polynômes  de 
degré  n  soient  identiques  est  (n  H-  i),  et  le  nombre  des  conditions 
pour  qu'ils  soient  semblables  est  n. 

Si  un  polynôme  /(x)  de  degré  n  s'annule  pour  plus  de  n  va- 
leurs de  X  inégales  deux  à  deux,  tous  les  coefficients  de  ce  poly- 
nôme sont  nuls,  et  le  polynôme  est  nul  quelle  que  soit  la  valeur 
de  X. 

Si  les  valeurs  numériques  de  deux  polynômes  de  degré  n  sont 
égales  (ou  proportionnelles),  pour  plus  de  n  valeurs  de  x  inégales 
deux  à  deux,  les  polynômes  sont  identiques  (ou  semblables). 

Les  opérations  d'addition,  de  soustraction,  de  multiplication 
sur  des  poljTiômes  ordonnés  ne  peuvent  donner  comme  résultats 
que  des  polynômes  identiques,  quel  que  soit  l'ordre  des  opérations. 

Lorsque  le  multiplicande,  le  multiplicateur  et  le  produit,  sonl 
ordonnés  de  la  même  manière  par  rapport  à  la  variable  x,  le  pre- 
mier et  le  dernier  terme  du  produit  sont  respectivement  égaux 
aux  produits  des  premiers  et  des  derniers  termes  des  facteurs. 

exemple  I,  —  On  a  l'identilc 

X^-\-  4^^=  (^*-l-  237^ -r-  iy^){X^ — 2XJ^  -\-  'ly-). 

Pour^  =  I,  on  déduit  cette  proposition  de  Sophie  Germain  (*)  : 
Tout  nombre  entier  (x'*-^  4  )?  autre  que  5,  est  le  produit  de  deux  nombres 

entiers.  Pour  x  =  i  et  j^  =  2",  on  a  la   formule  d'AuRiFEUiLLE,  entrevue 

par  BÉGUELiN  (2), 


(•  )  Manuscrit  n"  91 18  du  fonds  français  de  la  Bibliothèque  nationale  (p.  84). 
(•«)  Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin  pour  1772,  p.  29G. 
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Exemple  IL  —  On  a  l'identité 

J.6 _j.  2;^6  =  ( J.2 4_  3j.s)  (a^î_  Zxy^  3^»)  (x» H-  Bay  -h  3^*) , 

et  pour  a:  =  I,  ^  =  3",  on  en  déduit  que  3*'»'+-*-H  i  est  le  produit  de  trois 
facteurs. 

Exemple  III.  —  Le  nombre  x^^ —  5*^*<>  est  le  produit  des  trois  facteurs 

X- —  5^',    x^-\-  i5x*^*-h  i5y^±i  Sxy{x'^'¥-  5^'). 

Exemple  IV.  —  Le  nombre  0?**-+-  6*^*'  est  le  produit  des  trois  facteurs 

Ces  formules  sont  les  premières  de  deux  lonfjues  suites  de  formules  que 
nous  avons  tirées  de  deux  de  nos  mémoires  :  Théorèmes  arithmétiques 
(Acad.  de  Turin,  1878).  —  Sur  les  formules  de  Cauchi'  et  de  Lejeune- 
DiRicuLET  (^Association  française  y  Congrès  de  Paris,  1878). 

Exemple  V,  —  Si  Ton  pose 

X  =  x^  —  y^ -\-^Zxy{%x  -\- y^y 
Y  —  y^ — ir'-h  '^yx^'i.y  -+-  j?), 
Z  =  3(^2 -h  jy-^ 7*), 

K  ^xyi^x-^y), 

on  a  l'identité 

X5-f-Y3=  AZ'. 

En  particulier,  pour  a?  =  i  et  j^  =  2,  on  a 

17=* -t-  37'  =  6.21', 

qui  donne  une  solution  de  l'équation  indéterminée 

X3-hYs=6Z5, 

et,  par  suite,  une  infinité  de  solutions,  bien  que  Legendre  ait  affirmé  son 
irrésolubilité  dans  sa  Théorie  des  Nombres  (*).  ' 

7i.  Binôme  de  Vandermonde.  —  Posons^  pour  simplifier, 

(l  -\-  X)P  =  \-\-  pxX  ->r  p^x'^-^.  ,  .-h  PîXP-^-hpiXP-^-^XP', 

* 

on  a  aussi 

% 

(x  ■+-  i)P=  xP-\-pixP-^  -^-piXP-^-h. .  .-h pix^-hpix  -h  1  ; 


(  '  )  Voir  nos  Théorèmes  généraux  sur  l'impossibilité  des  équations  cubiques 
indéterminées  {Bulletin  de  la  Soc,  math.,  t.  VIII). 
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en  multipliant  membre  à  membre  et  en  égalant  les  coefficients 
de  xP^  d'après  la  loi  d^dentité  des  polynômes,  il  vient 

en  d'autres  termes,  la  somme  des  carrés  des  coefficients  du  dé- 
veloppement de  (i  -^x)P  égale  le'coefjicient  du  milieu  dans  le 
développement  de  la  puissance  d^ exposant  double. 

De  même,  en  égalant  les  coefficients  de  xp  dans  le  développe- 
ment de  (i  —  ^^)^,  d'une  part,  et  dans  le  produit  des  développe- 
ments de  (i  4-  x)P  et  de  (i  —  x)p^  d'autre  pari,  on  trouve  que  la 
somme  alternée  des  carrés  des  coefficients  du  développement 
de  (i  -hx)/', 

est  égale  au  coefficient  du  milieu  de  ce  développement  lorsque 
p  est  pair,  et  à  zéro  lorsque p  est  impair. 

Plus  généralement,  on  peut  égaler  le  coefficient  de  x^  dans  le 
développement  de  (i -h^)''"^^,  d'une  part,  et  dans  le  produit  des 
développements  de  {\-\-x)p  et  de  (i-Ho:)^,  d'autre  part.  On 
trouve  alors  une  formule  qui  ne  diflere  que  par  la  forme  d'une 
identité  donnée  par  Vandermonde,  et  que  l'oA  appelle  binôme  des 
factorielles  (n°  48,  Ex.  IV).  En  d'autres  termes,  le  binôme  des 
factorielles  est  le  résultat  de  la  loi  d'identité  des  polynômes,  que 
l'on  obtient  dans  le  procédé  de  la  multiplication  accélérée  des 
polynômes  ordonnés,  en  étendant  à  ceux-ci  le  procédé  de  multi- 
plication rapporté  par  Fibonacci  (n®  19).  Ces  diverses  propriétés 
sc/nt  considérablement  amplifiées  dans  les  numéros  suivants. 

Exemple  L  — ^.  Trouver  la  somme  des  produits  deux  à  deux  des  coef^ 
ficients  du  binôme. 

Lorsque  l'on  connaît  la  somme  de  p  nombres  et  la  somme  de  leurs 
carrés,  on  obtient  la  somme  de  leurs  produits  deux  à  deux  par  la  formule 

22a^>  =  (2a)»— Sa», 

que  Ton  déduit  du  carre  d'un  polynôme.  Dans  l'exemple,  on  a  donc 

(ip)\ 


l'Lab  =  2*/»  — 


(Z*!)^ 


démarque.  —  On  ne  connaît  pas  de  formule  simple  pour  la  somme  des 
cubes  des  coefficients  du  binôme. 
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Exemple  II,  —  Si  l'on  multiplie  respectivement  les  q  premiers  coeffi- 
cients du  développement  de  (i  —  x)P  par  les  q  premiers  termes  d'une  pro- 
gression arithmétique  ayant  a  pour  premier  terme  et  r  pour  raisoD, 
on  a  pour  somme  des  produits 

(-')''"*  pi,p-i)  ^P''^^  -  i)-f-  a(/>  - 1)]  CJ.      (Dbl.\nnot.) 
Exemple  III.  —  Démontrer  les  deux  formules 

*      rn  ^      m-i    _,  ■   ^^       ^  r>\        —  pn       « 


n  -+■  I 


/1-+-I  /i-ha     •*  an  —  i 

THÉORÈMES    GÉNÉRAUX   SUR  LE   CALCULi   DES    SOMMES 

ET   DES  DIFFÉRENCES. 

75.  Relation  entre  les  termes  d'une  môme  ligne.  —  La  loi  de 

formation  d'un  Tableau  de  sommes  donne  (n®  5) 

par  suite,  en  ajoutant, 

2J  Wj  =  Mo  -+-  2  2  Mo  -H-  S*  Wo» 
En  passant  à  la  colonne  suivante,  on  a 

Z'  M,  =  2  wo  -+-  îi  2»  wo  -+-  S3  Mo  ; 

en  ajoutant  les  deux  dernières  égalités,  il  vient 

23^3=  Wo-+- 32^0-4- 32îwo-h  23^0. 

On  a,  par  induction,  la  formule  suivante  que  Ton  peut  vérifier 
a  posteriori 

ou,  sous  la  forme  symbolique, 

(i)  2Pw^çAa(n-2)/'wo; 

on  doit  remplacer  les  exposants  des  puissances  de  2  par  des  in- 
dices, et  S®Wq  par  Uq- 
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On  peut  augmenter  d'un  nombre  qnelcontjue,  soit  les  indices 
<le2,  soit  ceux  de  u;  d'où  l'on  d(^duit  que  si  l'on  multiplie  respec- 
tivement (p  +  i)  termes  consécutifs  d'une  ligne  AB  d'un  ta- 
bleau de  sommes,  par  les  coefficients  du  développement  de 
(  1  +  x)P,  on  obtient,  pour  somme  des  produits,  le  terme  C  du 
Tableau,  placé  au-dessous  de  B  dans  la  même  colonne,  et  de  A, 
dans  la  même  diagonale  {Jïg-  54). 

Fie.  5V 


Pour  le  tableau  des  différences,  la  formule  précédente  devient 
76.  Relation  entre  les  termes  d'une  môme  colonne-  —  On  a  la  for- 


lule 


S  1*0  = 


en  passant  à  la  ligne  suivante, 

en  retranchant  la  première  égalité  de  la  seconde,  il  vient 

«tt  =  2'  «i  —  2  S'  «1  -+■  S'  «u. 

En  retranchant  cette  égalité  de  celle  que  l'on  obtient  en  passant 
à  la  ligne  suivante,  il  vient 

On  trouve  ainsi  la  formule  générale 
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OU,  SOUS  la  forme  symbolique, 

(2)  W0t^SP(M—  l)/», 

à  la  condition  de  remplacer,  après  le  développement  de  (u  —  i)Py 
les  exposants  de  u  par  des  indices,  sans  oublier  V exposant  zéro. 

Par  conséquent,  si  Von  multiplie  (p -h  i)  termes  consécutifs 
d'une  même  colonne  CB  d'un  Tableau  de  sommes,  en  remon- 
tant, par  les  coefficients  de  (i  —  *r)^,  on  trouve  pour  somme 
des  produits  le  terme  A  du  Tableau  {fig-  54). 

Avec  la  notation  A  du  calcul  des  diflercnces,  la  formule  précé- 
dente s'écrit 

11,  Relation  entre  les  termes  d'une  môme  diagonale.  —  On  a  la 
formule 

par  suite,  en  passant  à  la  ligne  et  à  la  colonne  suivantes, 
el,  en  retranchant  membre  à  membre 

2*  Mo  =  2il*  1/2  —  2  2  Wi  -+-  M,) , 

en  général, 

ou,  sous  la  forme  symbolique, 

(3)  ZPu^^{:Lu^\)p. 

Par  conséquent,  si  l'on  multiplie  respectivement  (p-i-i) 
termes  consécutifs  d^une  diagonale  CA  d'un  tableau  de 
sommes  par  les  coefficients  du  développement  de  (i  —  x)p^  on 
obtient  pour   somme   des  produits   le  terme  R    du    Tableau 

{fg-  54). 

Avec  la  notation  des  différences,  on  a 
(3')  ih^{u  —  ii)P, 

Si  le  tableau  des  u  représente  le  triangle  de  Pascal,  les  rcla- 
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lions  précédentes  subsistent;  l'une  d'elles  donne,  en  particulier, 
le  binôme  de  Vandermowde.  On  peut  appliquer  ces  relations  au 
triangle  arithmétique,  en  le  supposant  illimité  dans  tous  les 
sens. 

On  obser\'era  que  les  formules  (i)  et  (i'),  (2)  et  (2'),  (3)  et  (3'), 
rentrent  deux  par  deux  l'une  dans  l'autre,  si  l'on  se  rappelle  V iden- 
tité symbolique  d'opération  SA  =  i ,  c'est-à-dire  si  l'on  remplace 
IP  par  à" P. 


78.  Démonstrations  figurées.  —  Les  théorèmes  que  nous  venons 
d'exposer  peuvent  être  démontrés  et  généralisés  par  des  calculs 
très  simples  d'Arithmétique  de  position.  La/ig,  55  nous  rappelle 
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Théorème  de  l'angle  droit. 

que  tout  nombre  contenu  dans  une  case  quelconque  U  d'un  ta- 
bleau de  sommes  est  égal  à  la  somme  des  nombres  contenus 
dans  les  cases  marquées  i,  et  pris  une  seule  fois. 

Si  l'on  remplace,  à  partir  du  bas,  toutes  les  cases  marquées 
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par  les  deux  cases  correspondantes  de  la  loi  de  formation,  on 
obtient  la  fig,  56,  qui  montre  que  le  nombre  contenu  dans  la 
case  U  est  égal  à  la  somme  des  nombres  contenus  dans  les  cases 
marquées  i,  2,  . .. ,  6,  7,  i,  multipliés  respectivement  par  ces  coef- 
ficients ;  on  passera  de  même  à  \^fig*  S^.  On  peut  aussi,  en  partant 
de  la  droite,  remplacer  les  cases  du  haut  par  les  cases  qui  corres- 
pondent à  la  loi  de  formation.  Par  induction,  on  en  déduit  le 
théorème  suivant,  qui  s^applique  dans  toute  Tétcndue  d'un  tableau 
de  sommes  : 


Fig.  58. 
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Si  l'on  considère,  dans  le  triangle  de  Pascal,  un  angle  droit 
(  fis*  ^^)  formé  avec  les  premières  cases  d'une  ligne  et  les 
cases  supérieures  d'une  colonne,  de  rangs  quelconques  ;  puis,  si 
l'on  élève  d'un  rang ,  en  les  déplaçant  en  même  temps ,  d'un 
rang  vers  la  gauche,  toutes  les  cases  du  côté  inférieur,  et  si  l'on 
fait  tourner  ensuite  l'angle  obtenu  d'un  demi-tour  autour  de  son 
sommet,  on  obtient  l'angle  de  la  fig.  5g.  Cela  fait,  si  l'on  pose 
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cet  angle  sur  les  cases  d'un  tableau  de  sommes,  la  somme  des 
produits  obtenus  en  inulliplianl  le  nombre  de  chaque  case  par  le 
coefficient  correspondant  de  l'angle  est  égale  au  terme  du  tableau 
qui  se  trouve  dans  la  même  colonne  -J-  que  le  i  supérieur  de 
l'angle  droit,  et  dans  la  même  diagonale  -i.  descendante  que  le 
I  inférieur  de  l'angle. 

Lorsque  le  côté  vertical  de  l'angle  se  réduit  à  deux  cases,  on  re- 
trouve le  théorème  i  (n"  75).  Les  autres  théorèmes  donnent  lien 
à  des  généralisations  semblables  à  la  précédente.  Nous  laissons  au 
lecteur  le  soin  d'étudier  les  propriétés  des  termes  d'un  tableau 
de  sommes,  dans  ses  rapports  avec  les  coefficients  du  triangle  de 
Pascal  situés  dans  les  parallèles  à  la  diagonale  ascendante  f  . 

Lorsque  l'on  écrit  le  tableau  des  sommes  et  des  dilTérences 
dans  la  disposition  du  carré  arithmétique  (n"  a3),  les  théorèmes 
qui  précèdent  prennent  une  forme  plus  symétrique.  On  peut, 
d'ailleurs,  les  démontrer  directement  sur  une  figure.  Ainsi,  on 
aperçoit  tout  de  suite  {/Ig.  60),  que,  dans  tout  tableau  de  sommes 
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disposé  comme  le  carré  arithmétique,  le  terme  contenu  dans  la 
case  noire  de&Jig.  C,,  Cj,  Cj  est  égal  à  la  somme  des  termes  con- 
tenus respectivement  dans  les  cases  d'une  diagonale  ascendante, 
multipliés  respectivement  par  les  coefficients  des  développements 
(1  +  x)',  de  (i  +xy  et  de  (i  +  ar)'. 

En  général,  si  l'on  multiplie  (n  -|-i)  termes  du  Tableau  (^^.61) 
contenus  dans  les  cases  de  la  diagonale  .^  AC  par  les  coeffi- 
cients du  développement  de  (1  ■+■  x)",  on  trouve  le  terme  contenu 
dans  la  case  B.  Si  l'on  multiplie  (n  +  1)  termes  contenus  dans  la 
ligne  ■*-  BA,  respectivement  par  les  coefficients  de  (  1  —  x)",  on 
obtient  le  terme  C.  Enfin,  si  l'on  multiplie  {n  -+■  1}  termes  conte- 


lio 


LIVRE    I.   —    LES   NOMBRES    ENTIERS. 

nus  dans  la  colonne  f  BC,  par  les  mêmes  coefQcIentSy  on  obtient 
le  terme  A. 

Fig.  Cil. 
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Ces  propriétés  s'appliquent  à  l*échiquier  triangulaire,  au  pen- 
tagone aritlimétique  et  à  l'hexagone,  en  supposant  que  ces  ta- 
bleaux sont  prolongés  indéfiniment  dans  tous  les  sens,  par  la 
même  loi  de  formation. 


PUISSANCES  DES  POLYNOMES. 

79.  Puissances  du  trinôme  et  du  quadrinôme.  —  Si  Ton  fait  le 

dévcloppemenl  de  (a  +  6  -|-  c)p^  en  considérant  (a  -+-  b)  comme 
une  seule  quantité,  on  a 

{a  -^  b-^c)P=  (a  H'ù)P-hC},(a-h  b)P-^  c  -i-... 

-h  C^  (a  -+-  b)P'lc1'^, .  .H-  cP\ 

en  développant  ensuite  les  binômes  du  second  membre,  nous  ob- 
tiendrons le  développement  de  la  puissance  du  trinôme.  D'abord, 
on  volt  que  le  nombre  des  termes,  tous  dissemblables,  est,  en 
commençant  par  la  droite, 

o  .    /  C/>-i-lU/ï-4-  a) 

l4-2-T-3-+-...-f(/?-r-I)=    — ; 

'  l  .'À 

chaque  terme  sera  de  la  forme  Ra*f/3cY,  en  supposant  que  les 
nombres  a,  ^,  y  soient  ()osltlfs  ou  nuls  et  aient  p  pour  somme. 
On  trouve  ainsi,  avec  la  convention  o  !  ^^  i , 

(a-hb-hc)P=  I,  -/*-}— :a^ù?cy. 

a:  ^! YÎ 

De  même,  si  l'on  fait  le  développement  de  {ci  -{-  b  -{-  c  -\-  d)P^ 
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en  considérant  (a  -f-  6  +  c)  comme  une  seule  quantité,  on 
trouve  que  le  nombre  des  termes,  après  le  développement  des 
puissances  du  trinôme  (a  -H  6  -f-  c),  est 

I.ÎX        2.3        3.4^  .    (/?-|-l)(/?-h2)  __(;>-hi)(;?-f-2)(/)-+-3) 

H -r r-.  •  .H —   ? 

J.'2         1.2         1.2  1.2  1.2.3 

et  Ton  a 

a!  pi  y! ô! 

pour  toutes  les  valeurs  entières,  positives  ou  nulles  de  a,  ^3,  7,  3, 
qui  vérifient  la  relation 

Et  ainsi  de  suite. 

80.    Puissances  des  polynômes.  —  On  peut  encore   établir  le 

théorème  général  de  la  manière  suivante.  Considérons  le  polynôme 

de  q  termes 

a-i-6-4-c-t-...-H/, 

et  raultiplions-le  par  lui-môme,  en  écrivant  les  termes  dans  Tordre 
ordinaire,  c'est-à-dire  en  multipliant  d'abord  le  multiplicande  par  a 

aa  -T-  ba  -^  ca  -h , ,  ,-\-  la; 

puis  par  6,  puis  par  c,  . . .,  par  /;  nous  formons  ainsi  le  carré  du 
polynôme.  Si  nous  ne  nous  servons  pas  d'exposants,  et  si  nous  ne 
faisons  pas  la  réduction  des  termes  semblables,  les  q^  termes  du 
produit  représentent  les  B^  arrangements  complets  des  q  lettres, 
prises  deux  à  deux.  En  multipliant  encore  par  le  j)olynôme,  sans 
faire  de  réduction,  nous  obtenons  les  BJ  arrangements  complets 
des  q  lettres,  prises  trois  à  trois,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  BJ.  Si 
Ton  fait  ensuite  la  réduction  dos  termes  semblables,  on  voit  que  le 
terme  a^b^c^ . . .  A,  de  degré/?,  aura  pour  coefficient  le  nombre  des 
permutations  avec  répétition  de  p  lettres  dans  lesquelles  a  sont 
égales  à  6f,  ^  à  6,  . . .,  X  à  /;  on  a  donc 

Quant  au  nombre  des  termes  du  développement  du  second 
membre,  il  est  égal  au  nombre  des  combinaisons  complètes  de  q 
lettres,  prises/?  à  /?,  c'est-à-dire  à 

T\P  —  rP  —  C^"^ 

'^q  —  ^p  4-  7  -  1  —  ^p  +  <7  -  l  » 
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c'est,  en  effel.  1-  nombre  def  m«>t5  de/>  lettres  (mis  avec  un  alphabet 
de  q  lettres,  chaque  lettre  pouvant  Otre  répétée  jusqu'à  p  fois, 
mais  de  telle  s-kjtU-  que.  dans  chaque  mol.  les  lettres  soicnl  rangées 
suivant  Tordre  al['haLctique. 
Soit,  par  exemple.  />  =  5.  on  a 

\'Lti  *  =  1  <i •  —  SZ,<2*if  —  1  o  —  a*  ^'-  —  ao Z a* ^ 

On  observera  que  les  I  du  second  membre  de  celte  formule  ont 
une  signification  Lien  différente  de  ceu\  qui  se  trou^enl  dans  les 
formules  qui  précrdent:  dans  cette  dernière  formule,  comme  dans 
celles  du  n"  GT.  les  S  représentent  des  fonctions  s vm étriqués  dont 
la  théorie  sera  exposée  plus  loin.  I^  détermination  du  nombre 
de  ces  -  revient  à  trouxer  toutes  les  manières  de  former  un 
nombre  /*  par  Taddilion  d'entiers  positifs  non  croissants;  cette 
question  rentre  dans  la  théorie  de  là  p^iriition  tlt's  nombres. 

Exemple  /.  —  Dt  terminer.  |»oiir  le>  *\\\  j«reiniêre*  valeurs  de  p.  le 
nombre  tle>  manière^  de  lV*rmer/'  par  l'additioii  d'entiers  positifs  non  crois- 
sants. 

On  forme  le  TaMeau  suivant  -,nV-  ^-^    P^^  1^  formule 
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Pjiriiiiv»n  Je>  n.M:ibre>. 


Ainsi.  le  nombre  dos  manières  do  former /»  =  -.  par  laddition  de  nombres 
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non  croissants,  est  égal  à  la  somme  des  nombres  de  la  septième  ligne 

I,     3,     4,    3,     a,     r,     i 

qui  correspondent  aux  nombres  de  solutions  qui  commencent  respective- 
ment par 

7,    6,    5,    4»     3,     9.,     I. 

Exemple  II.  —  Calculer  les  coefficients  du  carré  de 

I -4- a~ -f- 37* -i- . . . -H  x^. 

Exemple  III.  —  Calculer  les  coefficients  des  dix  premières  puissances 
du  trinôme  (i  -h  a*  -h  x^). 

Exemple  IV.  —  Dans  le  développement  du  carré  de 

\-^x->rix^-\-.  ..-hpxf, 
le  coefficient  de  ar^,  pour  g  <.p^  est  égal  à 

T  • 

G 

Exemple  V.  —  Le  nombre  des  manières  dont  on  peut  amener  le  point  // 
avec  p  dés  à  jouer  est  le  coefficient  de  x^  dans  le  déveloj)pement  de  la 

puissance 

(a:  H-  j^'-f-ar^H-  x^-\-  x^-{-  x^  )p. 

Exemple  VI.  —  Le  produit 

^(x^ -^ y^ -h  z^y[(j^ -^  z)^ -h{z  -h xy -^(x  -^-yy] 

est  la  somme  des  cubes  des  polynômes 

-2.1-3 — y3 —  -3  _^  3x(y^  H-  Z^)^ 
9.y^  —  -3'  —  H  -1-  3  >'  (z*  -h  x^  ), 
2  3^  —x^  —  ^'  -+-  3  J  (  J'-  -t-  ^*  ). 

81.  Arrangements  fig^urés.  —  ■Nous  donnerons  iinr  dëinonslra- 
lion  de  la  formule  (i)  du  numéro  précédenl,  (jui  repose  sur  les 
arrangements  figurés. 

Considérons  un  échiquier  formé  de  jt  lignes  horizontales  el  de  a 
colonnes  verticales  ;  déterminons  le  nombre  des  manières  de 
placer  a  pions  sur  des  cases  dlfTérenlcs  de  réchiquier,  et  de  telle 
sorte  qu'il  n'y  en  ait  pas  deux  sur  une  même  ligne.  On  observera 
que  ce  nombre  est  nul  pour  a>/?  ;  nous  supposerons  donc  a</>. 


i44 
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Il  faut  d'abord  choisir  a  lignes,  parmi  \csp  lignes  données,  ce  qu 
fait  Cp  combinaisons  simples;  puis,  sur  chacune  des  lignes  choi- 
sicSy  il  y  a  a  places  ;  il  en  résulte  a^  dispositions  différentes  poui 
une  même  combinaison  de  a  lignes  ;  donc  le  nombre  cherché  esl 
C^a^y  ou,  en  nous  servant  de  la  notation  des  factorielles 


/>! 


a!(/?  — a;! 


a». 


En  particulier,  pour  oL^p^  on  obtient  la  figuration  des  arran- 
gements  complets   BS  de   a   objets ,    pris  p   k  p,   qui   sont  en. 
nombre  aP. 

Cela  posé,  considérons  un  échiquier  de  hauteur />  et  de  lon- 
gueur (a-4-6-f-c-{-  . . .  -f-/)  ;  on  peut  imaginer  que  cet  échiquier 
est  formé  par  Faccolement  d'échiquiers  de  même  hauteur/>  et  dont 
les  longueurs  sont  respectivement  représentées  par  a,  6,  c,  ...,/. 

Fig.  63. 


CT' 

6 

• 

ex. 

5 

Arrangements  figurés. 


Le  nombre  de  manières  de  placer y>  pions  sur  des  cases  différentes 
(le  récln(|uicr  lotal,  de  lelle  sorte  qu'il  ny  en  ait  pas  deux  sur 
une  inrnic  ligne,  est  égal,  d'après  ce  qui  précède,  à 

(a  -h  ù  ^  c  -r-  ...  -h  /)P. 

Mais,  pour  une  disposition  quelconque,  il  existe,  dans  chacun 
dos  é(1ii(|uiers  partiels,  des  pions  eu  nombres  a,  ^,  y,  •  •  •  ,  \  nuls 
ou   positifs  ,    (jui  vérifient   de    toutes   les   manières    possibles   la 

relation 

a  -f-  ^  -f-  Y  -h  ...  -.-  X  =  />. 

Prenons  des  valeurs  dclerminces  de  a,  ^3,  r,  ...,).  qui  vérifient 
cette  rcîlation,  et  cherchons  le  nombre  des  dispositions  correspon- 
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dan  tes  desp  pions  sur  les  cases  de  Téchiquier  total.  Ce  nombre 
est  évidemment  égal  au  produit  des  nombres  des  dispositions  de  a 
pions  sur  lesp  lignes  du  premier  échiquier  partiel,  de  épions  sur 
(p  —  a)  lignes  du  second,  de  y  pions  sur  (p  —  a  —  P)  lignes  du 
troisième,  et  ainsi  de  suite;  on  trouve  ainsi 


ou,  après  réductions, 


/>i 


a!p!Y!  ...X! 


a«6?cY  ...  /*. 


En  faisant  la  somme  de  ces  nombres,  pour  toutes  les  solutions 
de  l'équation  de  condition,  on  obtient  la  formule  (i)  du  n**  80. 
Avec  la  notation  des  arrangements  complets,  celte  formule  peut 


s'écrire 


Bir..........=  i:,;,,;.;,,^,BgBgBr...B>. 


a!p!Y!...Xî 

Mais,  au  lieu  de  traiter  le  problème  par  la  seule  condition  qu'il 
n'y  ait  pas  deux  pions  sur  une  même  ligne,  on  peut  ajouter  cette 
condition  qu'il  n'y  en  ait  pas  deux  sur  une  même  colonne;  alors 
les  Arrangements  complets /i g uré s  se  transforment  en  Arran- 
gements simples  figurés,  et  Ton  a  la  formule 

-^^a  +  6  +  r+...+  /  — ^  a!8!  v!. . .  X!     ^^    '^'  *      '* 

Cette  formule  donne  l'extension  aux  polynômes  de  la  formule 
du  binôme  de  Vandermonde. 

Remarque.  —  Au  lieu  de  supposer  que  les  lignes  de  chaque  échi- 
(juier  partiel  contiennent  le  même  nombre  de  cases,  on  peut  sup- 
poser que  les  p  lignes  du  premier  contiennent  respectivement 
/ii,  ^2?  -"^  cip  cases;  que  les  p  lignes  du  second  contiennent 
6,,  b'i',  ...?  6/>  cases,  et  ainsi  de  suite.  On  peut,  de  plus,  admettre 
que  chaque  case  de  l'échiquier  peut  recevoir  jusqu'à  n  pions,  que 
chaque  ligne  peut  contenir  respectivement  jusqu'à  /i|,  /I2,  ...,  np 
pions;  en  outre,  on  peut  encore  faire  des  conventions  pour  cha- 
cune des  colonnes  de  l'échiquier. 

E.  L.  —  I.  10 
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En  traitant  alors  ce  problème  général  de  la  disposition  des 
pions,  en  Intendant  aux  échiquiers  cubiques,  et  au  delà,  on  ob- 
tient des  formules  qui  donnent,  comme  cas  très  particuliers,  les  for- 
mules les  plus  générales  de  Wariwg,  dans  la  théorie  des  Fonctions 
symétriques,  et  celles  de  Wronski,  dans  la  théorie  des  Facultés 
arithmétiques  et  dans  sa  Loi  suprême  des  différences. 


iQO  — 
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LES  NOMBRES   RATIONNELS 


CHAPITRE  IX. 


LES  NOMBRES  FRACTIONNAIRES. 


82.  Les  nombres  fractionnaires,  —  Nous  admettons  que  l'unité 

P^^t  être  divisée  en  n  parties  égales,  que  l'on   désigne  par  -; 

^^      postulatiim   correspond   à  celui   d'EucLiDK,  puisque  celui-ci 
'^^V'îcnt  à  la  division  d'une  longueur  en  parties  égales.  Mais  on 
P^Vit  se  passer  de  ce  postulatum,  si  Ton  veut  se  reporter  à  l'In- 
***^cluction  de  cet  Ouvrage. 

-^Définitions  d^  une  fraction  —  et  de  ses  deux  termes.  Niiméra- 

^  ^^ ^  et  Dénominateur, 

-^.ddition  et  soustraction  des  fractions  de  même  dénominateur. 

^ÎVlultîplication  et  division  d'une  fraction  par  un  entier. 
3n  ne  change  pas  la  valeur  d'une  fraction  en  multipliant  ses  deux 

"•Ones  par  un  entier. 

I\éduction  des  fractions  au  même  dénominateur  (*). 

--addition  et  Soustraction  des  fractions,  —  Simplification  des 
^^^lallats,  lorsque  l'on  aperçoit  un  facteur   commun   aux   deux 

'*ïies. 


C  **  )  Les  théories  du  plus  petit  dénominateur  commun  et  du  plus  grand  commun 
^^Âseur  sont  reportées  à  la  divisibilité  arithmétique.  La  théorie  des  fractions  dé- 
^^k^Qiles  périodiques  est  reportée  à  celle  des  congruences  binômes. 
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Multiplication  des  fractions,  —  Le  résullat  est  indt^pendant 
de  Tordre  des  multiplications.  —  Puissances  des  fractions. 

Division  des  fractions,  —  Fractions  de  fractions. 

En  général,  les  règles  et  les  théorèmes  sur  les  quatre  opérations 
fondamentales  des  fractions  a  termes  entiers  et  positifs  s'appli- 
quent aux  expressions  fractionnaires  dont  les  termes  sont  des  frac- 
lions. 


Exemple  I.  —  On  exprime  le  nombre  loo  par  une  somme  de  nombres 
fraclionnaires  ne  contenant  qu'une  seule  fois  les  neuf  chilFres  significatifs 
par  Tégalité 

5-+-3        6        I 
100  =  97 


8 


4 


>. 


Exemple  IL —  Les  fractions  étagées.  —  C'est  une  suite  de  nombres 
«0,  aj,  cTj,  . . .,  a,n-|,  qui  sont  disposés  verlicalemenl  et  séparés  successi\c~ 
ment  par  (/i  4-1)  barres  de  fractions.  Cette  notation  ne  saurait  être  em- 


•'/n-l 


Fig.  64 . 
a,, 


^'1 


rt; 


a 


p 


(fp^i 


^P-n 


tn-^ 


Les  fraclions  élagécs. 


ployée  en  Arithmétique,  sans  l'adjonction  de  parenthèses,  car  elle  n'aurait 
pas  de  sens  précis.  Mais  il  y  a  lieu  de  déterminer  le  nombre  des  résultats 
que  l'on  peut  obtenir  en  laissant  à  ce  symbole  sa  plus  large  signification. 
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Désignons  par(/i-4-i)lc  nombre  des  barres  de  fraction,  par  Z^+i  le  nombre 
d'interprétations  correspondantes;  supposons  que  la  fraction  étagéc  de 
(  /i  -+-i)  barres  se  compose  du  quotient  de  deux  autres  contenant  respecti- 
vement/? et  (n — p)  barres;  le  nombre  des  interprétations  différentes  est, 
dans  ce  cas,  égal  au  produit  de  tp  par  tn-p'  Par  conséquent,  si  l'on  sup- 
pose/? successivement  égal  à  la  suite  des  entiers  o,  i,  2,  . . .,  n,  on  a  la  loi 
de  récurrence 

D'ailleurs,  pour  les  premières  valeurs  de  /i, 

/o  ^=  I  »         /i  =  I ,         /j  =  9.,         /j  =:  5,         >  •  •  i 
par  conséquent,  en   se  reportant  à  VExemple  IV  du  n**  51,  on  en  déduit 

/   —       '      p" 


83.  Les  nombres  inverses  ou  réciproques.  —  Deux  nombres 
fractionnaires  sont  dits  inverses  ou  réciproques,  lorsque  leur  pro- 
duit est  I .  Ainsi  a  et  -  sont  des  nombres  inverses,  pour  toute  va- 
leur entière  de  a,  positive  ou  négative,  et  puisque  la  série  des 
nombres  entiers  est  illimitée,  il  en  est  de  même  de  la  série  de  leurs 
inverses.  On  peut  donc  considérer  des  suites  indéfinies  de  frac- 
tions qui  s'approchent  de  zéro  autant  qu'on  veut,  sans  que  ces 
fractions  soient  constamment  nulles.  De  là,  la  notion  d'in/inî- 
ment  petit  qui  se  déduit  de  celle  du  nombre  infini,  de  même 
que  la  division  est  l'inverse  de  la  multiplication. 

Les  Tables  des  nombres  inverses,  ou  réciproques,  sont  très  utiles 
pour  la  simplification  des  calculs;  la  Table  la  plus  étendue,  celle  de 
Oakes,  publiée  à  Londres  en  i865,  donne  les  premières  décimales 
des  inverses  des  nombres  entiers  jusqu'à  looooo;  au  moyen  de 
Tables  proportionnelles,  on  peut  encore  obtenir  facilement  les  sept 
premières  décimales  des  inverses  de  tous  les  entiers  jusqu'à 
10 000 000.  L'emploi  simultané  de  cette  Table  et  d'un  procédé  ra- 
pide de  multiplication,  comme  celui  de  la  Table  des  quarts  de 
carrés,  permet  de  remplacer,  dans  les  calculs  approchés,  la  division 
(^  :  6)  par  la  multiplication  de  a  par  l'inverse  de  6  (n**  2o). 

84.  Les  fractions  algébriques.  —  Les  règles  énoncées  dans  les 
numéros  précédents  s'appliquent  aux  fractions  algébriques.  Par 
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suite,  les  opérations  algébriques  de  Taddition,  de  la  soustraction  et 
de  la  multiplication,  s'appliquent  aux  polynômes  dans  lesquels  les 
coefficients  et  les  variables  sont  des  nombres  fractionnaires,  po- 
sitifs ou  négatifs.  Il  en  est  de  même  des  théorèmes  sur  la  divisî- 
bilité  par  {x  —  a),  et  sur  Tidentité  des  polynômes  (n°*  72  et  73). 

Division  des  monômes.  —  Règle  des  signes.  —  Règle  des  ex- 
posants. 

Exposant  zéro.  —  Exposants  entiers  négatifs.  —  Les  théo- 
rèmes représentés  par  les  trois  formules 

aP  X  a*/  =  aP-^*l, 

aP  :  a'i  =  aP-^, 

{aP)i  =  aPi 

s^appliquent  à  toutes  les  valeurs  entières,  positives,  nulles  ou  né- 
gatives des  exposants  p  ei  q. 

Exemple  I.  —  Si  l'on  ajoute  terme  à  terme  des  fractions  dont  les  déno- 
minateurs ont  le  même  signe,  on  obtient  une  fraction  intermédiaire,  c'est- 
à-dire  comprise  entre  la  plus  petite  et  la  plus  grande  d'entre  elles.  —  Cas 
de  l'égalité  des  fractions. 

Les  anciens  mathématiciens  de  l'Inde,  de  l'Egypte  et  de  la  Grèce,  ont 

souvent  employé  le  procédé  dit  de  médiation,  qui  consiste  à  remplacer 

deux  fractions 

c  a 


a 


par  leur  médiante  t —.t  comprise  entre  les  deux  premières,  pourvu  que 

b  ei  d  soient  positifs.  Ainsi,  par  exemple,  les  deux  nombres 

22  333 

—     et     — -y 

7  loo 

donnés  par  Arciiimède  et  par  les  géomètres  indiens,  qui  représentent  par 

excès  et  par  défaut  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre,  conduisent, 

355 
par  le  procédé  de  médiation,  au  rapport  — -  donné  par  Metius. 

Exemple  II,  —  Vérifier  la  formule 

(a  —  b       b  —  c       c  -^  a\  /      c  a  b     \ 

en  supposant  a  -i-  6  h-  c  =  o. 
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83.  Les  progressions  harmoniques.  —  On  dit  que  des  nombres 
tovmeni  une  progression  harmonique  lorsque  leurs  inverses  sont 
«n  progression  arithmétique.  Nous  représenterons  cette  progres- 
sion par 

III  III 

y      7»      ~  y      ...«      7"»      T?     iy 


abc 


V    V    7 


«,  b^  Cy  .  •  .^  h^  kj  /,  désignant  des  termes  en  progression  arithmé- 
tique de  raison  /*;  d'ailleurs,  nous  supposerons,  dans  ce  qui  suit, 
qu'il  n'y  a  aucun  dénominateur  nul. 

En  particulier,  les  inverses  des  nombres  entiers  forment  la 
série  harmonique 


I 

-  > 
I 


I 

-  > 


I       I 
3'     4' 


I  I  I  I 

5'     6'     ;-     8' 


I  I 

9 


,      ...,      jg, 


En  partageant  cette  série  en  groupes  renfermant  successivement 
1 ,  1,2,4)8,  •  • . ,  2"  termes,  on  voit  que  chacun  de  ceux-ci  est  plus 
grand  que  le  dernier  de  son  groupe,  et  que  la  somme  des  termes  de 

chaque  groupe  est  plus  grande  que  -•  l-a  somme  des  termes  de 

Je 

la  série  augmente  indéfiniment  ;  la  série  est  dite  divergente. 

Plus  généralement,  la  somme  des  termes  d'une  progression  har- 
monique indéfinie  est  divergente.  En  effet,  pour  un  terme  quel- 
conque, on  a 


I       I 


a  -\-  nr        r  a 
r 


en  désignant  par  p  l'entier  plus  grand  que  ln-\-—\i  les  termes 

de  la  progression  sont  respectivement,  à  partir  de  ce  terme,  plus 
petits  que  le  quotient  par  r  des  termes 


I  I  1 

—  >      -y      y 

p         p  -h  ï  /?  H-  2 


de  la  série  harmonique. 

On  ne  connaît  pas  de  formule  simple  pour  exprimer  la  somme 
des  termes  d'une  progression  harmonique. 

Exemple  I.  —  On  a  Fidentité 


III                     III              I 

I 

.  .  H • 

2/1 

2       3       4                 a'*  —  1       ^n       /i-hi       n-h2 
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On  la  démontre  immédiatement  en  retranchant  des  termes  de  rang  pair 
de  la  somme  des  in  premiers  termes  de  lu  série  harmonique  la  somme 
des  n  premiers  termes  de  celle-ci  (Catalan). 

Exemple  II.  —  On  a  Tidentité  suivante,  due  à  Dirichlet, 

(  '  ""  i"  4  j  "^  \3  '"  <)  ~  8 j  "^  •  •  •  "^  (ïTT^  "■  4T=^  ~  T^j 
1  /       I       I      I  I  I  \ 

2\  2         3         4  2/1  —  1  in  / 

Cette  formule  se  démontre  immédiatement,  en  réunissant  chaque  terme 
positif  de  la  parenthèse  avec  le  terme  négatif  qui  le  suit.  Ainsi 

_î 1 '-  =  :/_: lV 

m  —  I       \n  —  2        î  /i       i\in  —  i       m/ 

86.  Sommation  des  inverses  des  factorielles.  —  Si  Ton  pose 
H  =    -i-  JL    _^.  J_  J. 

ab  bc  cd  '  "  kl 

11,==   ■        >       ■ 


abc         bcd        cde     ~^  '  "         f^/^i  ' 
III  I 


*       abcd  '    bcde       cde/        '  '  '       ghkl  ' 


et  si  l'on  pari  des  égalités 


r     _  I  I 

ab  a  b 

ir    _  i  I 

abc  ~~  ab  bc 

3/'  I  I 


abcd       abc       bcd 


on  trouve,  en  sommant  les  égalités  obtenues,  comme  au  n"*  37, 

a  l 

2/-.  II3  —  —7  —  77  ? 
ab        kl 

abc      hkl 
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En  parliciilicr,  si  Ton  considère  la  série  harmonique,  on  a  les 
formules  de  Leibniz  et  de  Stirling 

III  I  I 

1 y 


.3.4      '    *       n{n-r-i){n-h-i)  'ili.i       (^ -^  i)(^ -+- ^)j 


I .  x .  3       a 


I  I =![— î ^- 1 


On  peut,  d'ailleurs,  vérifier  a  posteriori  la  formule  suivante, 
qui  les  renferme  toutes  : 

y î ^ifi- ! 1. 

jhd  xix-^  i)...{jc -i-p)      pip\       (/i -ht)...  (n -+-/>)  J 

Lorsque  l'entier  n  augmente  indéfiniment,  cetle  somme  a  pour 

limite 

I 

p7p.' 

Exemple  I.  —  Si  le  premier  terme  d'une  progression  arithmétique  esl 
n  =  i,  comme  dans  les  progressions  donnant  naissance  aux  nombres  poly- 
f^onaux  (n**  36),  on  a 

a  -+-  aaô  -f-  3 abc  -+-...  -f-  (n  —  \)abc  . ,  ,k  =:  -  [abc   . .  A7  —  i], 

j_  ^ 2_  3  n  —  I     _  i^  r I 1 

au       abc       abcd~^  '  "       abc , . ,  l       r\^         abc  ,  » .  i  j 

En  particulier, 

i.i!-l-2.2Î-i-3.3I  -f-...-r-/i.n!  =(/i-i-i)î  —  I, 

12         3  n  1 

=  1  —  z .  • 


2!       3!       4!       '"       {n-hi)\  {n-r-i)l 

Exemple  If.  —  Si  l'on  pose 


«>n  a  les  formules 


en  i  i  I 

— r=I-r--rH r-+-...H ;i 

ni  i!       2!  ni 


€rt+i  =  (/i-+-  i)e„-+-i, 
Cn-i-i  =  (/n-  2)  en—  nen-i' 
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Exemple  III,  —  Si  deux  progressions  arithmétiques 

Cly      Oj      Cf      .    «    *    )      "j      f  * 

a,  Pi  y»  ..m  >t,  ^» 
ont  la  même  raison  r  et  le  même  nombre  de  termes,  on  a  la  formule 

a        ab  abc . . .  X-  __  \V a       abc  . . .  /"I 

a ji       «Py        '         «?Y  . . .  >t^  ~~  ^  L  *       *?ï . . .  X  J 

En  mettant  -  en  facteur,  les  fractions  du  premier  membre  ont,  dans  les 
deux  termes,  le  même  nombre  de  facteurs. 

87.  Triangle  harmonique  de  Leibniz.  —  Si  Ton  pose 

I 
M«  =  -, 
n 

on  a,  avec  les  notations  du  calcul  des  difTérences, 

n  -+- 1       n  n{n  -+■  i) 

^,       __  I I 1.2 

"  ~~  {n-r'i){n-\-'2)       «(n-Hi)~"  /i(/i -t- i)(n -h '-â)' 

et,  en  général, 

(-i)pp\ 


^PUn=  -77 


/l{/i  H-  I).  ..(/H-/>) 


Par  conséquent,  le  Tableau  des  différences  de  la  fonction  u„ 
représente  les  inverses  des  factorielles  successives  multipliées,  dans 
chaque  colonne,  par  un  même  nombre,  ou  encore  les  inverses  des 
termes  du  triangle  de  Pascal,  divisés,  dans  chaque  colonne,  par 
un  même  nombre  ;  ce  Tableau  diffère  peu  du  Triangle  harmo- 
nique de  Leibmz.  En  appliquant  à  ce  Tableau  deux  des  formules 
fondamentales  du  calcul  des  différences  (n®"  7S  et  76),  on  a  ainsi 

n{^n  -t-  i) . . .  {n  -h  p)       n       /i  H-  i        n  -h  -i       '  '  '        n  -\-  p* 

'      _  '  P        .        pip  —  i)  ,  (-0''/>î 


n-t-p       n       n(n-^\)       n{n -h  i){n -h  i)  n(/i -i- 1) ..  .(/i -+-/?) 

Ces  formules  subsistent  en  remplaçant  le  nombre  entier  n  par 
un  nombre  fractionnaire  quelconque  x. 
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Exemple  /.  —  Si   la  progression  arithmétique  de  raison  r  a  (/? -t- i) 
termes,  on  trouve 

p\rP      _l         g.     _^C^  _       ,    (-■)" 

abc  ...la         b  c  "  '  l 

/        a         ab  abc        '  '  '       abc  , . .  l 

en  désignant  respectivement  par  les  lettres  G  et  A  les  combinaisons  et  les 
arrangements  simples. 

Exemple  II.  —  La  fraction 

X(X  -\-l){x  -ir  /\)  ,  ,  .{X  -\-  -Àp  —  2) 


(a:-+-  i)(a:-t-3)(j:-+-  'j) , .  .{x -\-'ip  —  \} 
est  égale  au  développement  de 

''a-H-i  ^  (a:-f-i)(x-+- 3)  '' (ar -f- i)(a7 -h  3)(r -+- 5; 

Exemple  IIL  —  La  fraction 

1 . 3 . 5  . . .  (  2/?  —  I  ) 


(ar  H-  i)(j?-4-  3) ...  (a?  H-  2/?  —  I  ) 
est  égale  au  développement  de  l'expression 

''  x-\-i        ^  {x-\-i){x-h'i)  ''  (xH-i)(j:'-i-3)(x-T-5) 

Exemple  IV,  —  La  fraction 

2.4.6- .  '(2/?) 


(-C-T- 2;(a" -+-  i)...(j:' -h  2)d) 
est  égale  au  développement  de 

I  -  C  »  -^—  +  G»  -^  -  g;,  -^  --.... 

'^  a-  -h  2  '  x  —  4  '  a-  -4-  G 

Exem,ple  V .  —  Si  n  >  2  est  un  entier  pair,  on  a 

n —  I        (n  —  I  )(/i  —  3) 

n  =  IH ^  ) '- -+-... 

n  —  2       (  n  —  2  )  (  /i  —  4  ) 

in  —  i).. .9.7.5  (n  —  i)...7.5.3 

(/l  —  2). ..8.6.4  ('*  —  2). ..6.4.2 
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et  si  n  est  un  entier  impair,  on  a 


n 


n  —  I        {n  —  i){n  —  3) 


n  —  2       (n  — 2)(/i  — 4) 


(n  —  i).. .6.4.2 
(71  —  2). .  .3.3. 1 


Exemple  V'L  —  Quels  que  soient  les  nombres  a,  b,  c,  ...,A*,  /,  on  a 
ridentité 


I         rr  -H  I         (rt  -h  \)(b  -h  i) 
a  ab  abc 

(a  -«-i)(6-hi). . .(/  -h  i) 
abc. . ,kl 


(a  -f-i)(6  -i-i). . .(  A-f-i) 
e/6c. .  ,kl 


88.  Les  progressions  géométriques.  —  Une  progression  géomé- 
trique est  une  suite  de  nonjbres  tels  que  chacun  d'eux  est  égal  au 
précédent  multiplié  par  un  nombre  constant  q  que  Ton  appelle 
raison  de  la  progression.  Nous  désignerons  par 

les  n  termes  de  la  progression,  par  P  et  par  S  le  produit  et  la 
somme  des  termes.  On  a  les  propriétés  suivantes  : 

I.  Le  quotient  de  deux  termes  de  la  progression  est  une  puis- 
sance de  la  raison  dont  l'exposant  égale  ladiflTérence  des  rangs  des 
deux  termes. 

II.  Si  l'on  multiplie  ou  si  Ton  divise  terme  à  terme  deux  pro- 
gressions géométriques,  on  obtient  une  progression  géométrique 
dont  la  raison  égale  le  produit  ou  le  quotient  des  raisons  des  pro- 
gressions données. 

III.  Le  produit  de  deux  termes  équidistants  des  extrêmes  égale 
le  produit  des  extrêmes. 

IV.  Le  carré  du  produit  des  termes  d'une  progression  géomé- 
trique égale  le  produit  des  extrêmes  élevé  à  une  puissance  dont 
l'exposant  est  égal  au  nombre  des  termes. 

On  a  donc 

n[n-\) 

l  =  aq'^-\         V^={alY,         P  =  a"q      *     . 

89.  Somme  des  termes  d'une  progression  géométrique.  —  Pour 
^  =  I ,  on  a  S  =  /?«,  et  pour  y  <  i , 

Iq  —  a 

o  — 9 

q-l 
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OU  encore 

b  =  rt • 

q-l 

Les  puissances  successives  des  nombres  plus  grands  que  i  voni 
en  croissant  et  peuvent  dépasser  un  nombre  donné,  quelque  grand 
qu'il  soit. 

Les  puissances  successives  des  nombres  positifs  plus  petits  que 
1  vont  en  décroissant  et  peuvent  devenir  plus  petites  qu'un  nombre 
donné,  si  petit  qu'il  soit. 

La  progression  est  croissante  ou  décroissante  selon  que  la  rai- 
son, supposée  positive,  est  plus  grande  ou  plus  petite  que  i.  Elle 
est  alternée,  lorsque  la  raison  est  un  nombre  négatif. 

La  somme  des  termes  d'une  progression  géométrique  indéfinie 
dont  la  raison  est  un  nombre  plus  petit  que  i,  en  valeur  absolue,  a 
pour  limite 

a 


Exemple  /.  —  Un  tonneau  contient  a  litres  de  vin.  On  en  lire  un  litre 
que  l'on  remplace  par  un  lilre  d'eau;  puis  on  tire  un  second  litre  du  mé- 
lange, que  l'on  remplace  par  un  litre  d'eau,  et  ainsi  de  suite.  Quelle  est  la 
quantité  de  vin  que  contiendra  le  tonneau  après  n  opérations? 

Réponse 

{n  —  !)« 


an-\ 


Exemple  lï.  —  Une  femme  porte  des  œufs  au  marché,  elle  en  vend  à  une 
première  personne  la  moitié,  plus  la  moitié  d'un  œuf;  à  une  seconde  per- 
sonne, la  moitié  de  ce  qui  lui  reste,  plus  la  moitié  d'un  œuf.  Après  n  opé- 
rations de  ce  jjenre,  elle  a  tout  vendu.  Combien  la  marchande  avait-elle 
d'œufs  en  arrivant  au  marché? 

A  la  dernière  personne,  la  marchande  a  vendu  un  œuf;  à  l'avant-dernière, 
deux  œufs;  à  la  précédente  (pialre,  et  ainsi  en  remontant.  Elle  en  avait 
donc  en  tout  x^ —  i. 

Exemple  III. —  Des  joueurs  en  nombre  n,  et  en  ordre  donné,  cou  viennent 
que  le  perdant  doublera  l'argent  des  (/i  —  i)  autres.  Ils  perdent  chacun 
une  partie,  dans  l'ordre  donné  et,  à  la  fin,  ils  ont  chacun  la  même  somme 
a.  Combien  chacun  avait-il  au  commencement? 

Le  problème  se  résout  en  établissant  la  situation  de  chaque  joueur  après 
la  ( 71  —  lyème  partie,  puis  après  la  (/i  —  2)'""*'  partie,  et  ainsi  de  suite,  en  re- 
montant. 
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On  trouve 

!  --  a"-*  n           I  -+-  9.'*-^n                   i  -i-  n 
ft  9     et*  . . . ,      a  • 

.2»  •2«  'j>n 

Exemple  IV,  —  Des  joueurs  en  nombre  n  cl  en  ordre  donné  jouent  d    ' 
la  manière  suivante.  Le  |>romi«^r  joue  avec  le  deuxième  et  perd  la  ^*™*  pai — 
tic  df  ce  qu'il  a,  le  deuxième  joue  avec  le  troisième  et  perd  la  ^'™*  partie? 
de  ce  qu'il  possède  à  ce  moment,  et  ainsi  de  suite.  Enfin  le  dernier  jou^ 
avec  le  premier  et  perd  la  y""™»  partie  de  ce  qu'il  possède  alors.  A  la  fin 
du  jeu,  les  joueurs  possèdent  la  même  somme  a;  quelle  somme  chacun 
«l'eux  avait-il  au  début  du  tournoi? 

Exemple  V,  —  Si  l'on  désigne  par  S^  et  S^-i  la  somme  des  n  et  des 
(n — i)  premiers  termes  d'une  progression  géométrique  de  raison  </,  la 
somme  des  produits  deux  à  deux  des  n  termes  de  la  progression  géomé- 
trique a  pour  expression 

y     S  S 

Exemple  VI,  —  On  multiplie  respectivement  les  n  termes  d'une  progres- 
sion arithmétique  de  raison  r, 

:-  fi,b,c,  . . . ,  A,X-,  /, 

par  les  n  premiers  termes  d'une  progression  géométrique  de  raison  y, 

trouver  la  somme 

a  a  H-  6  p  -h  cv  -+-...  -H  l'k. 

Exemple  VII.  —  Si  l'on  désigne  par  Un  la  somme  des  termes  de  rang 
n  de  deux  progressions  géométriques,  ayant  pour  raisons  q  et  7',  on  a  la 
formule  de  récurrence 

'*/i-f  j=  (q  ■+•  q)ttn-^i  —  qq' Un- 
Exemple  VIII,  —  L'expression 

{i-^x  -\-  x^-^  ,,,-¥■  x'*y — J-'» 

est  le  produit  des  deux  facteurs 

\ -\- X  -\-  X^ -\- ,  .  , -¥■  X'^-^^ 

et 

i-\-x  -r-x--^,,  .-ha?"-*. 

Exemple  IA\  —  On  a 

(n-a7)(i-h  j:2)(i-f-d"»).. .  {i-\-x^")=  1-+- j:-t-xî-+-:rî-T-...-T-x*'**'-»; 
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plus  généralement,  si  Ton  pose 

/p=  I -^  xP -h  x^P -\- . .  ,-hx^P-^>Py 
on  a  ridentité 

fiji . .  .//,=  I  4-x-hx*-+-x'-+-. .  .-{'XP'*-K 

t 
Exemple  X,  —  La  somme  de  toutes  les  fractions  de  la  forme 


a  pour  limite  i,  lorsque  l'on  donne  k  p  <i\.  q  toutes  les  valeurs  entières  et 
positives  (GoLDBAcn).  —  En  eiïet)  il  faut  faire  la  somme  des  fractions 


I 

I 

I 

I 

ii' 

r»' 

?' 

?' 

1 

I 

1 

I 

3ï' 

p' 

P' 

P' 

1 

1 

1 

I 

Tî' 

4'' 

4»' 

4^' 

•    •    •  •   • 


Mais  la  limite  de  la  somme  des  termes  d'une  ligne  quelconque 

I  I  I  I  I 

-î>     "-;»     ~T^     "^'     •••'     ^s^     ; —  ~r"> 
/>»      p^      />^      />«  {p  —  ^)P 

la  somme  des  termes  du  tableau  a  donc  pour  limite  (n°  80) 

II  1  I  ^        __ 

1.2  '2.3  i.î  {p  —  l)p 

00.  Propriétés  des  polynômes  ordonnés.  —  Nous  allons  dé- 
montrer  la  proposition  suivante  :  Etant  donné  un  polynôme  f[x), 
ne  renfermant  pas  de  terme  constant  y  on  peut  trouver  un 
nombre  positif  h  tel  que,  pour  toute  valeur  dex  comprise  entre 
—  h  et  4-/i,  la  v^aleur  de  f{x)  soit  comprise  entre  — A*  et  H-A*, 
si  k  est  un  nombre  positif  donné,  aussi  petit  quon  voudra.  — 
En  effet,  soit 

soit  p  la  valeur  absolue  de  x,  R  la  valeur  correspondante  <le  f{x) 
et  A  la  plus  grande  des  valeurs  absolues  des  coefficients  du  poly- 
nôme ;  on  a  évidemment 

ou 

^^A(p-p^-^i) 

<        i-p       ' 
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Cl  a  Jortiori,  en  supposant  o  <C  i, 

Ad 


R< 


i-o' 


d'ailleurs,  de  Tinégalilé 


on  tire 


0  <  -T y  • 

'  A  -h  A 


Si  Ton  désigne  par/r  le  second  membre  de  l'inégalité  précédente, 
on  en  déduit  que  le  polvnùme/(j:)  est  toujours  compris  entre  —  k 
et  -h  A',  lorsque  la  valeur  de  x  est  comprise  entre  —  h  et  -f-  /i. 

On  a  encore  la  proposition  suivante  :  LorsqiCiin  polynôme  est 
ordonne  sm\uint  les  exposants  croissants  de  jr,  on  peut  tromper 
un  nombre  positif  h  tel  que,  pour  toute  vit  leur  de  x  comprise 
entre  —  A  et  -f-  /'i  It*  polynôme  /{x)  ait  le  signe  de  son  premier 
terme  et  en  diffère  d\iussi  peu  f/uc  Von  voudra.  —  En  eflet^ 
soit 

\r  |>ol\nome  donné;  on  a 

et  il  suffit  de  déterminer  A  de  telle  sorte  que  îe  polynôme  ?(x) 
.suit,  on  valeur  absolue,  plus  petit  qu'un  nombre  positif  donné  /«*. 
Los  deux  théorèmes  qui  préoèdent  s'appliquent  pour  les  ex- 
posants oroissants:  les  deux  qui  suivent,  pour  les  exposants  dé- 
oniissants  :  Lorsqu'un  polyFuUne  est  ordonné  suii\int  les  ex- 
ftttsttnts  tlrrntissfints,  on  peut  trouver  un  nombre  positif  \  tel 
que,  pour  toute  valeur  de  x  dont  la  laleur  absolue  surpasse  a, 
le  tndynôme  ait  le  signe  de  son  premier  terme,  —  Soit,  en  effet, 

f\X)  —  a^x'*-r-  iiix"*-^  -  . .,—  an\ 
si  Ton  remplace  X  par  >'""*,  on  a 

^ —   I  -r-  31  V) 
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'^(r)  (iésignant  un  polynôme  ordonné  suivant  les  exposants 
croissants  de  y  et  n'ayant  pas  de  terme  constant.  On  peut  donc 
trouver  un  nombre  positif  A  tel  que  pour  toute  valeur  de  y  com- 
prise entre  —  A  et  -f-  A,  la  valeur  absolue  du  polynôme  soit  plus 
petite  qu'un  nombre  positif  donné  A*;  par  suite,  si  l'on  pose  À  =  A~*, 
lorsque  la  valeur  absolue  de  x  est  plus  grande  que  X,  le  rapport 
du  polynôme  à  son  premier  terme  est  compris  entre  (i  — k)  et 
(,  +  A). 

Ainsi,  lorsque  lu  valeur  absolue  de  .r  devient  plus  grande  qu'un 
nombre  aussi  grand  qu'on  veut,  le  rapport  du  polynôme  à  son  pre- 
mier terme  a  pour  limite  i.  Plus  généralement,  lorsque  .r  croît 
au  delà  de  toute  limite,  le  rapport  de  deux  polynômes  de  même 
degré  s'approche  autant  qu'on  veut  du  rapport  des  coefficients  des 
deux  premiers  termes. 

Lorsqu'un  polynôme  est  ordonné  suh^ant  les  exposants  dé- 
croissants, on  peut  trouver  un  nombre  positif  ^^  tel  que  la  i^aleur 
absolue  du  polynôme /(x)  soit  plus  <j;rande  qu  un  nombre  po- 
sitif h^  donné  aussi  ^rand  quon  l'oudra,  —  En  effet,  soit  p  la 
valeur  absolue  de  .r,  Il  la  valeur  absolue  de /(j^),  et  Tq,  /*!,..  ,  /•// 
les  valeurs  absolues  des  coefficients  àe  f{x).  Puisque  la  valeur  ab- 
solue de  la  somme  de  deux  nombres  est  plus  grande  que  la  diffé- 
rence des  valeurs  absolues,  on  a,  en  considérant y^j:-)  comme  la 
somme  de  son  premier  terme  et  de  tous  les  autres 

si  Ton  pose  R  >•  I-.,  c'est-à-dire 


et  si  Ton  désigne  par  r  le  plus  grand  des  coefticients,  tous  positifs, 
de  la  parenthèse,  l'inégalité  précédente  sera  vérifiée  si  l'on  a 

OU  bien 

0"—  I 


/•up«— /•' 


?-» 


et  a  fortiori,  en  supposant  p  >  i , 


/•op'-  -  --^— >o; 
p-i 


i:.  L.  - 1. 


f  I 
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il  suffit  donc  de  prendre 


r 
u  =  IH • 

^0 


En  parliculier,  si  Ton  suppose  L  =  o,  le  nombre  \k  est  tel  que 
le  poljnôme  ne  peut  s'annuler  lorsque  la  valeur  absolue  de  x  sur- 
passe [JL,  et  l'on  dit  que  [jl  est  une  limite  supérieure  des  racines  de 
l'équation  f{x)  =  o. 
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CHAPITRE  X. 


LE  CALCUL  DES  PROBABILITÉS. 


91.  Probabilité  et  certitude.  —  La  probabilité  d'un  événement 
est  le  rapport  du  nombre  des  cas  favorables  au  nombre  total  des 
CAS  possibles,  en  supposant  tous  les  cas  également  possibles  et  en 
nombre  limité.  Ainsi,  la  probabilité  est  un  nombre  fractionnaire 
compris  entre  les  limites  o  et  i,  qui  sont  respectivement  les  sym- 
boles de  ï impossibilité  et  de  la  certitude.  Le  compte  des  cas  fa- 
vorables et  des  cas  possibles  appartient  à  l'analyse  combinaloirc 
qui  suffit,  en  général,  pour  résoudre  les  premiers  problèmes  qui 
concernent  les  probabilités.  Au  moyen  de  quelques  théorèmes  fon- 
damentaux, ce  calcul  n'est  plus  qu'un  Chapitre  particulier  de  l'A- 
rithmétique, ou  de  la  Doctrine  des  nombres  entiers,  comme  celui 
de  la  Géométrie  de  situation. 

Exemple  I.  —  Un  sac  contient/?  boules  blanches  et  q  boules  noires; 
quelle  est  la  probabilité  d'extraire,  d'un  seul  coup,  a  boules  blanches  eA  h 
boules  noires? 

La  probabilité  cherchée  est  le  rapport  du  produit  C/,  Cyà  C^,^^. 

Exemple  II,  —  La  loterie.  —  Un  sac  contient/?  numéros  et  l'on  en  tire 
q\  quelle  est  la  probabilité  d'obtenir  r  numéros  désij^nés  à  l'avance? 

La  probabilité  cherchée  est  le  rapport  de  G^lJ!  à  C^.  —  Dans  l'ancienne 
loterie,  on  avait  />  =  90  et  ^  =  5  ;  en  faisant  varier  r  de  i  à  3,  la  formule  pré- 
cédente donne  la  probabilité  de  Vextralt,,  de  Vambey  du  terne,  «lu  qua- 
ierne  et  du  quine. 

Exemple  III.  —  On  tire  trois  boules  d'un  jeu  de  n  lotos;  quelle  est  la 
probabilité  pour  que  l'un  des  nombres  extraits  soit  égal  à  la  somme  ou  à 
la  demi-somme  des  deux  autres? 


Dans  les  deux  cas,  on  trouve 
f^our  n  pair 


3 


Four  n  impair, 


'in  —  I 

3(/i  —  I j_ 
'À  n{n  —  •>.  ) 
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Exemple  IW  —  Un  sac  renferme  b  boules  blanches  el  n  boules  noire« 
et  Ton  suppose  6  >  /i;  on  lire  ces  boules  une  à  une  et  Ton  demande  la 
probabilité  qu(\  à  aucun  moment  du  tirage,  le  nombre  des  boules  noire< 
sorties  n*aura  dépassé  celui  des  boules  blanches. 

Si  Ton  représente  les  boules  blanches  sorties  par  des  pas  verlicau\  '  sur 
un  échiquier  et  celui  des  boules  noires  par  des  pas  horizontau\  — >>,  la  pro- 
babilité cherchée  sera,  d'après  la  théorie  de  Téchiquier  triangulaire  de 
Delannoy  et  du  carré  arithmétique  de  Fermât  (n**  53  et  51». 

T,;  _  fj^^n^  I 
F,;    ~       A  - 1      ' 

Exempte  V.  —  lu  joueur  a  irairné  n  parties  et  en  a  perdu  m  on  de- 
mande la  probabilité  que  ses  pertes  nV»nt  jamais  ilépassé  ses  gains. 
On  a.  comme  ci-dessus,  pour  la  probabilité  cherch-'-e,  avec  b  =  n, 

I'  =_  '- 
F,:        n-i' 

Exemple  II. —  Lescrufin  de  ballottasse. —  Deu\  candidats  sont  soumis 
à  un  scrutin  de  ballottai;e:  le  premier.  A.  obtient  a  suffrages,  est  élu,  et 
Fautre.  B.  n'obtient  que  b  suffrages.  <jn  demande  la  probabilité  pour  que. 
pendant  le  dé|H>uillemenl  du  scrutin.  Ir<  \oi\  de  Félu  A  ne  cessent  pas  une 
seule  fois  de  dépasser  celles  de  M»n  Concurrent? 

Représentons  les  \«ii\  de  l'élu  A  |  ar  des  pas  verlicau\^,  et  celles  du 
candidat  m.ilheureu\  B  par  des  p.is  h«>ri£'>niau\  >-^  :  le  nombre  total  des 
manière^  dont  peuvent  s<-  conibiner  h^s  \oî\  de<  t1eu\   candidat^  est  égal 

lie  •  '^. 


*n  ni^mbro  .ti>  r.":JîTvV..<  .ir  Îà  :  r.r  p;-î;r  >?  rcri-irc  *:::  îa  c*>e  de  C'.>or\lon- 
n.v^  î.  ?  iîAn^  K*  v'jirrt'  A:îî"îini::i  j  j^^  di-  FèJiM\T.  :  :>î~i~ii:re  i  F.'.  D'autre 
|VA;i,  le  r..^:viVr;'  o:"^  .:.>*-.<  ;.ri>  .^..:  r;-:f  r.>i-ïr::"v.:  .v-s  ^^-ffrâ^^s  dans  le-*'- 
quclîr*  îi.^  X.  .\  »ir  .V  >.:r.  .^<<:r.;  î  ■;:'..::>;>  :;*/.;>  .::  B  f*:  ti.j»î  a  a  nombn* 
de'^mjinu'ï\^»v'»T5î  U.  »,-.ir  ;•*  ..ï  >c  r;  :;»::,  *i.  !  .r.i:.-.^  v     *f.r   6;-  .  ^  Sa  case  de 

a  ^  •      ■ 
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coordonnées  (a,  b)y  sans  sortir  de  l'échiquier  triangulaire  PXQ  de  De- 
i-ANNOv;  la  probabilité  cherchée  est  donc 

Plus  généralement,  la  probabilité  pour  que  l'écart  ne  soit  jamais  infé- 
rieur à  un  nombre  donné  c  est  fournie  par  le  rapport  de  Tj_c  ^  Fâ>  ainsi 
qu'on  le  voit  en  baissant  de  (c  —  i)  rangs  la  ligne  PQ. 

D'autres  solutions  de  ce  problème  ont  été  données  par  MM.  J.  Bertrand 
et  D.  André,  dans  les  Comptes  rendus  de  l  Académie  des  Sciences 
(t.  CV,  p.  3O9  et  436;  Paris,  1887). 

92.  Probabilité  composée.  —  Lorsqu'un  événement  se  com- 
pose du  concours  de  deux  ou  de  plusieurs  événements  simples, 
indépendants  les  uns  des  autres,  la  probabilité  de  révénemenl 
composé  est  le  produit  des  probabilités  des  événements  simples. 

Si  un  premier  événement  inihie  sur  la  probabilité  d'un  second, 
la  probabilité  de  révénement  composé  est  le  produit  de  la  proba- 
bilité du  premier  parla  probabilité  réduite  du  second,  c'est-à-dire 
celle  qu'il  acquiert  quand  le  premier  est  arrivé. 

93.  Probabilité  totale.  —  Lorsque  les  cas  favorables  à  l'arri- 
vée d'un  événement  peuvent  se  présenter  de  plusieurs  manières 
qui  s'excluent  mutuellement,  la  probabilité  de  cet  événement  est 
égale  à  la  somme  des  probabilités  que  l'événement  se  présenter? 
de  chacune  de  ces  manières. 

Ainsi,  soit  pi  la  probabilité  de  l'événement  lorsque  la  cause  q 
agit  certainement  et  exclusivement,  et  qi  la  probabilité  que  cetle 
cause  est  en  jeu,  la  probabilité  P  de  Tévénement  est 

^  =  PiÇi-^PtÇt-^-'  -^Piqi-^  — 

Exemple  /.  —  Quelle  est  la  probabilité  d'amener  un  as,  au  moins  une 
fois,  en  jetant  deux  dés? 
Cette  probabilité  est 

6  *  Ti  "^  6  '  G  '^  ii  '  Ô  "  3(i  ' 

Exemple  II.  —  Quelle  est  la  probabilité  qu'un  joueur  amène  un  bre^ 
lan  à  la  bouillotte? 

On  trouve 

20     3      2  1 

.  ou     —• 

'20     19     18  37 
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Exemple  III.  —  Probabililê  pour  obtenir  un  as,  une  seule  fois,  en  je- 
tant quatre  ou  cinq  dés. 

On  trouve 

5o4)              îr>5i 
et     • 

Exemple  /T.—  (^hn'lle  est  la  probabilité  d'obtenir  le  point  7  avec  deu\ 
dés,  avant  qu'aucun  autre  pt»int  se  protluise  deu\  foi?? 
On  trouve 

73o3 


i386o 


Exemple  l'.  —  On  jette  en  l'air  cinq  pièces  de  monnaie;  la  probabilité 
pour  qu'elles  montrent  trois  piles  et  deux  faces  est  égale  à  ^. 

Exemple  II.  —  Dans  une  loterie  «le  4oooo  billets,  il  y  a  trois  lots;  on 
prend  ^<ooo  billet<.  Quelles  sont  les  probabilités  d'obtenir  un  lot  ou  de  les 
gagner  tous  les  trois? 

On  trouve  respectivement 

61  1 

— :     et     -  .  • 

là»  li3 

Exemple  VII.  —  Une  urne  contient  10  boules  blanches,  10  boules 
bleues  et  10  boules  rouges:  on  en  prend  trois  au  busard.  Quelle  est  la  proba- 
bilité d'amener  une  boule  de  chaque  couleur? 

()n  tn»u\e 

loo 

4o() 

Exemple   VIII.  —  Kn  combien  de   coups  peut-on  parier,  avec   chance 
égale,  que  l'on  amènera  trois  as  deux  fois,  en  jetant  trois  dés? 
11  faut  3Gi  coups. 

Exemple  I.V. —  Kn  combien  de  coups,  avec  un  seul  dé,  peut-on  parier. 
avec  chance  éjrale,  de  >oir  les  six  face^? 
Kn  i3  coups. 

Exemple  A'.  —  Vax  combien  de  couj^s,  avec  deux  dés,  peut-on  parier, 
avec  chance  égale,  d'amener  tous  les  doublets? 
En  79  coups. 
La  plupart  des  exercices  précédents  sont  empruntés  à  Moivre. 

91,  Théorème  de  Bayes.  —  Désignons  par  p^j  />2,  />3«.  ...  les 
probabiliti's  que  des  causes  C|,  Ca,  C3,  ...,  qui  s'excluent  mutuel- 
lement, donnent  rcs[)ecllvemenl  à  un  événement,  et  par  ^i,  q^^ 
q^s  .. .  les  probabilités  respectives  de  ces  causes.  Supposons  que 
l'événement  considéré  ait  été  observé  dans  une  épreuve,  laproba- 
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bîlité  mi  que  rarrivée  de  révénement  est  due  à  la  cause  c/  esl 
donnée  par  la  formule 


m,= 


P\qi-^Ptqt-^- 


Exemple  I.  —  Une  urne  contient  ^i  boules  blanches  et  nx  boub'»* 
noires:  une  deuxième  urne  contient  b^  boules  bbincbes  et  nj  boules 
noires,  ...;  une  r**"*  urne  contient  br  boules  blanches  cl  /i^  boules  nuires. 
En  tirant  de  ces  r  urnes  une  boule,  celle-ci  se  trouve  blanche.  Quelle  est 
la  probabilité  que  cette  boule  est  sortie  de  Furne  de  rang  i? 

On  trouve,  par  l'application  du  théorème  de  Bayes,  pour  numérateur  et 
pour  dénominateur  de  in/, 

I       />/  V'  I       b, 

_         jf_,     et      >-- ; 

/•  bi    -  ///  Âê^  r  bi  -  n, 

011  a  donc 

b,        .  V       ^^ 
bi-\-  Ni    A^  bi-  Hi 

Exemple  II.  —  Une  urne  contient  cinq  boules,  les  unes  sont  blanches. 
les  autres  sont  noires,  mais  on  ignore  en  quelle  proportion.  On  lire  six 
boules,  en  remettant  après  chaque  tirage  la  boule  sortie,  et  ii  ne  sort  que 
des  boules  blanches.  Quelle  est  la  probabilité  pour  que  l'urne  ne  contienne 
que  des  boules  blanches? 

Supposons  d'abord  que  toutes  les  combinaisons  possibles  des  cinq  boules, 
les  unes  blanches,  les  autres  noires,  aient  été  préparées  dans  des  urne> 
«l'apparence  identique  et  que  le  hasard  ait  décidé  le  choix  de  l'une  «l'elle*'. 
Alors  les  probabilités  yi,  ^j,  . . .  sont  égales  entre  elles,  et  l'application  <hi 
théorème  de  Bvyks  donne,  pour  la  probabilité  cherchée. 


')••' 


Mais  si  l'on  a  composé  l'urne,  en  tirant  au  sort,  par  le  jeu  <le  pile  ou 
face,  la  couleur  de  chaque  boule,  les  probabilités  //i,  </2.  ...,  seront  pro- 
|iortionnelles  aux  nombres  5,  10,  10,  .),  1,  el  la  probabilité  cherchée  serait 


Exemple  III.  —  Une  urne  contient  a  boules,  noires  ou  blanches,  dont 
on  a  tire  la  couleur  à  pile  ou  face,  avant  de  les  introduire  dans  l'urne.  En 
faisant  \x  tirages  dans  l'urne  ainsi  composée,  on  obtient  b  boules  blanches 
et  n  boules  noires.  Quelle  est  la  composition  la  plus  probable  de  l'urne? 

On  trouve 

a  a  -^  im  .  .       .  au--  -m 

blanches         et noues. 

•?.    a  -\-  \k  •!    a  -r-  \x 
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95.  Théorème  de  Jacques  Bernoulli.  —  Soit  p  la  probabililc^ 
(1*1111  t'véncniciil  el  <i  le  nombre  île  fois  qu'il  se  présente  dans  une 
suite  (Je  s  épreuves;  soit  P  la  probabilité  (pie  la  différence  entre /> 
el  (//  :  5  )  soil  inférieure,  en  valeur  absolue,  à  £.  On  peut  toujours 
prendre  s  assez  ^rand  pour  que  P  diflére  aussi  peu  qu'on  voudra 
de  funilé. 

lorsque  la  probabilité  d'un  événement  est  variable  d'une 
épreuve  à  Tautre.  le  théorème  de  Hkiooilm  n'est  plus  applicable. 
La  généralisation  pro|)Osée  par  Poissiin,  sous  le  nom  de  loi  des 
S^rands  nombres,  manque  non  seulement  de  rigueur,  mais  aussi 
de  précision. 

96.  De  l'espérance  mathématique.  —  Lorsqu'un  événement  en- 
core douteux  doit  amener  un  certain  bénélice,  on  appelle  espé- 
ranrc  nuithénuitit/iK*,  le  |)roiluit  de  ce  bénéfice  par  la  probabilité 
«le  l'obtenir.  Lorsque  la  somme  es|)i'rée  est  connue,  la  recherche 
de  la  |)robabilitc  et  celle  de  res|)érance  mathématique  forment  un 
même  problème.  Mais,  si  des  événements  a\ant  pour  probabilités 
respectives/?!, />2. />3«  -•  -  donnent  droit  aux.  sommes  respectives 
.Vi,  .Vj,  53 l'espérance  mathématique  est 

Ainsi,  l'espérance  mathématique  est  connue  lorsque  l'on  a  cal- 
culé les  probabilités  respectives  des  divers  cas  possibles:  mais, 
parfois,  il  est  plus  simple  «le  calculer  directement  l'espérance. 

Exemple  I. —  Pierre  et  Paul  jouent  auyew  de  rencontres.  Un  sac  con- 
lient  'JL  boules  numérotées  de  i  à  'jl:  Paul  tire  suroessivemenl  les  *jl  boules 
i*t  s'engage  à  donner  à  Pierre  i'*"  chaque  foi<  qu'un  numéro  sortira  à  son 
rang.  Quelle  est  l'espérance  mathématique  tic  I*ierre? 

l/e»|>érance  est  |n)ur  chaque  iiia;:e  —  .i^'.  el  pour  les  ;ji  lirases.  elle   e*l 

égale  à  i'*".  Nou«  calculerons  plus  b^in,  au  Chapitn'  VIII.  la  prol>abilité  «Ju 
jeu  des  rencontre*  i  n**  12.*j  i. 

Exemple  II.  —  l*ierre  a  trois  pièces  et  Paul  en  a  deux;  ils  convien- 
nent que  chacun  jettera  ses  pièces  en  l'air  et  que  celui  qui  ohtientira  le 
plus  grand  nombre  de  faces  prendra  les  cinq  pièces.  Le  jeu  est-il  équitable? 

Pierre  a  pour  probabilité  tie  sragner 


1             3    1 

\    3 

1 

\i\ 

-  .  t>  _     .  -  - 

_  _  .  _  . 

• 

1 

«Ml 

— 

S             .s    \ 

?*   4 

s 

3> 
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el  pour  prohabilité  tlo  ïnive  partie  nulle. 

Il  s    '2  '\     l  lO 

. ;_      .  _  _u  _  .  _      on      — ; 

8  4       H    i       8   i  :^'^ 

Min  espéranci*  iiiathéinaiique  est  donc, en  siipposaiil  les  piiôces  de  cinq  francs, 

.    i^>         »    lo  ^ 

•À>'  --   -.   ij'— •>     on      —  -iio: 

rt'spêrance  mallH''niatiqiie  de  Paul  c^t 

.     (»  lo  />     . 

'!■}'  —  -h  io«  .-  ,     ou     --  •  )o; 

J*  ô'À  S» 

Kî  jeu  n'esl  pas  équitable  et  favorise  Pierre. 

Exemple  I/I,  —  Pierre  et  Paul  jouent  aux  conditions  suivantes.  On  jette 
ileu\  dés  sur  le  tapis;  lorsqu'on  amène  un  point  au-dessous  de  lo,  Paul 
<ionne  à  Pierre  autant  de  francs  que  Ton  a  amené  de  points;  dans  le  cas 
contraire,  Pierre  donne  à  Paul  une  somme  fixe  j*  qu'il  s'agit  de  déterminer 
<le  telle  sorte  que  le  jeu  soit  é({uitable,  c'est-à-dire  que  les  espérances  ma- 
thématiques des  deux  joueurs  soient  égales? 

I/espérance  mathématique  de  Pierre  est 

I         .     -2         ,     3         .      i        ^.     î  <»        u      »     .         4  i88 

'A  •  -f-  3  •  —      -4-    I  •  --      -h  1}  •  —     -T-  ()  •  -«-  ~  •  -+    S  •  —       — -  (i  •  —  «      OU * 

US  3G        *    iO  JG  3G       '    3G  3G       -^   3G  3(i  ' 

«•••lie  lie  Paul  est 

/  'î  ?.  1  \  (i 

^    i()  M)  SU/  >() 

Par  Ci)n'«équent 

i88 

.^•  —  . 

() 

Exemple  IV.  —  l  n  sac  contient  a  houles  blanches  et  (n  —  a)  boules 
noires.  Un  joueur  tire  les  boules,  une  à  une,  jusqu'à  ce  qu'il  amène  p  boules 
blanches,  et  reçoit  i'*"  par  boule  blanche  tirée.  Quelle  est  son  espérance 
mathématique? 

Si  l'on  remet  la  houle  dans  le  sac,  après  chaque  tirage,  l'espérance  ma- 
thématique du  joueur  est  égale  à 

n 
l'a' 

niais,  lorsqu'on  ne  remet  pas  dans  le  sac  les  boules  tirées,  l'espérance  ma- 
théniatique  a  pour  expression 

p 

a  -r-  \ 


yr,  D«s  j<ax  "ift  Vwrri,  —  ■'•!  i;  •;»*•>  *j.-s  j*^  :-*ii:^-  Cet  -^oe 


-4^.  8ar  Tefles  dés  j«sx  de  hasard.  -  Rsf^r  des 
>i  n^.\\  j',ri'>rfir*  A  *:t  b  p  î-Hr  iesi!  r-=-st-M ti%-*ai*c::  -.1  et  f-  fraiic<>  el 
\oi*^i\  ^av-rahl*  «  où  'r-i  r  riîîiL!-.  i-e  J  -u*  ri-rêtr  i-^s-  deviL  joueur^ 
fT,îr:'*rir  f,roïy^:,lr:Tà*:Ti\  i  i -Tr*.  \ir  !rur^  f  r-oL-^r:l:îir5  Je  se  miner 


rri  !*:  j  n^tiT  |j  r-:j  :►  •-rite  i-  {  •il-lic.  /  t*t  :  lu?  izrioJ  que  loul 
fjoniJ/f'':  'j/nn-r.  </.  si  wT^nd  «ju'iJ  ?-.•;::  i!->r?  /a  ru:  ni'  d'un  joueur 
rjixefron^pf^  \  e*f  rrrtnîn^. 

\^,  i'r'jl  c^*  d^n*  le  jrjrri  Ij  ruinr  ne  «••il  [•*>  cerlaîoe  e>l  celui  où 
Je  j'-'j  n'e^i!  pa*  éq'jiuhle.  L  ^vanU^re.  quelque  petit  qu'il  >oîl,  fait 
di*p;iràitre  U  rertilude  de  ruine  :  cV>l  le  cas  Ju  banquier  dans  le> 
jefj\  pulilic^.  Ln  av^ntai'e  esl.  pour  lui.  ju>leel  nécessaire:  mais  il 
importe  de  n*-  p^»  J  •-\Mi'*:rer. 

h/*trnjJr  I.  —  I^n  j-j^r-jr  TVf  ■•*'.-  a  'jn  jrîj  -i'.-  hj^îr-l  îa /i  **  |«arlîe  «Je  *a 
('ffiufie  cl  xf.u*t\\\':\\K  Irj.rvuve  indclinimenl.  r^urrlie  e*t  la  probabilité  pour 
'j'j'il  *e  ruific  <:»  qij*>  h    ;;»  x  —  n  "^^  partie  jouf^e  lui  enlève  son  dernier  écu? 

\}KA'^\%'f\ïs  par  2  !•:  uofiAtT^  •le*  partie*  porJuos  par  le  j'^^ueur  et  par  »- 
'tIijî  'J*:*  \tHïûr»i  'jlh'zu^k^:  «J'dpF».-*  le*  donnr^e*  «lu  problème,  x  et  v  doivent 
\*:rifitr  \*:*  condition* 

X  —  >'  =  A  —  rjL. 

*'n  posant 

X  —  V  —  /i . 

et,  pour  abréger. 

•ji  —  /i  =  À. 
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Pour  que  le  joueur  soil  ruiné  après  la  (X  -h  lAy*^""  partie,  et  pas  avant, 
il  faut  et  il  suffit  : 

I*  Que,  pendant  le  cours  des  (X -f- [i  —  1)  premières  parties,  ses  pertes 
n'aient  jamais  dépassé  ses  gains  de  plus  de  (n  —  i); 

2*  Qu'après  les  (X  H-  [i  —  i)  premières  parties,  l'excès  de  ses  pertes  sur 
ses  gains  soit  égal  k{n  —  1); 

3"*  Qu'il  perde  la  (X  -+-  ,jty«'nc  partie. 

Soient  Wi,  gtj,  IÎT3  les  probabilités  correspondantes,  et  II  la  probabilité 
composée  ;  on  a 

II  =  lîTj  TïTjlîTs. 

En  se  reportant  aux  notations  des  écbiquiers  arithmétiques  (n*** 53 et 55), 
et  en  représentant  par  4^  et  — >-  les  gains  et  les  pertes,  on  a 

pr  yy  , 

TïT|   —    — - —    j  njj  —    — : t  oJj  —    -  , 


par  suite, 


II  =:  -£=1  =r  -^  (X  -i-;x  — 1)! 
2>.-HtJL         'i>^-^V-  Xî;a! 


Cette  question  delà  durée  dujeusL  été  traitée  autrement  par  IIuygens, 
Moivre,  Laplace,  Lagrange,  Ampère  et,  tout  récemment,  par  M.  J.  Ber- 
trand {Comptes  rendus  de  r Académie  des  Sciences,  t.  GV,  p.  437;  1887). 

Exemple  II.  --  Pierre  et  Paul  jouent  à  un  jeu  de  hasard,  la  probabilité 
<le  gagner  chaque  partie  étant  p  pour  Pierre  et  q  pour  Paul.  Les  enjeux 
de  Pierre  et  de  Paul  sont  respectivement  a  et  ù  francs,  et  leurs  fortunes 
sont  m  et  n.  Quel  est  le  nombre  probable  des  parties  qui  seront  jouées 
avant  la  ruine  de  l'un  des  joueurs,  en  supposant  le  jeu  équitable? 

C'est  l'entier  du  quotient  de  mn  par  ab.  —  Si  le  jeu  n'est  pas  équitable. 
et  si  l'on  désigne  par  m  la  probabilité  calculée  pour  que  Pierre  finisse  par 
ruiner  Paul,  le  nombre  des  parties  est  l'entier  de 

(  ///  -^  fi  )m  —  n 
jfh  -    (ja 

Exemple  IlL  —  Pierre  et  Paul  jouent  l'un  contre  l'autre  avec  des  pro- 
babilités égales.  Ils  possèdent  chacun  n  francs  avant  d'entrer  au  jeu;  à 
chaque  partie,  le  perdant  donne  i  franc  au  gagnant,  et  le  jeu  ne  cesse  que 
lorsqu'un  des  joueurs  est  ruiné.  Quelle  est  la  probabilité  II  pour  que  le  jeu 
se  termine  à  la  fin  de  la  [jl'*"'"®  partie? 

Pour  que  l'un  des  joueurs  soit  ruiné  après  cette  (x'""*  partie,  et  pas  avant, 
il  faut  et  il  suffit  : 

I*  Que,  pendant  le  cours  des  (fi  —  i)  premières  parties,  l'écart  entre  les 
pertes  et  les  gains  de  chaque  joueur  n'ait  jamais  dépassé  (/i  —  i); 

2*  Qu'après  les  ([jl  —  i)  premières  parties,  l'excès  des  pertes  sur  les  gains 
de  l'un  des  joueurs  soit  égal  à  (n  —  i): 


»7^ 
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3'*  Que  la  dernière  partie  soil  penlue  par  le  joueur  qui  ne  possède  plus 


fr 


que  1 

Soient  T7i,iîTs.T73  les  prol)al>ilités  rorrespon<lanlcs,  et  FI  la  probabilité  cher- 
vhvc.  Nous  remarquerons  «l'abonl  que.  pour  la  possibilité  du  problème,  il 
faut  supposer  \x  et  n  de  même  parité.  Soit  done 


(i) 


;x  -  -  Aï  -   »  X, 


•ji 


—  n  —  iX: 


nu  a 


rn*  —  1  — -  - 


«-r 


I 


II  nous  reslcà  déterminer  la  valeur  de  iîTi.  L>csi<;nons  par  x  et  jr  les  nom- 
bres des  parties  perdues  et  j;aj;nées  par  l'un  des  joueurs;  rcprcscatons  les 
pertes  par  des  pas  verticaux  |.  sur  un  échiquier  et  les  ^ains  par  des  pas 
horizontaux  — >.  Le  nombre  des  dispositions  des  x  et  des  y  y  telles  que  l'é- 
cart entre  les  gains  et  les  pertes,  ne  dépasse  pas  (ai  —  i),  est  égal  au  nombre 
des  marches  d'une  tour,  par  pas  successifs,  de  l'origine  à  la  case(j^,  ^), 
sur  l'cchiquicr  hexagonal  (n°  .*>(>),  dans  lequel  f>n  suppose 

tf  —  h  —  {  n  --  i). 

Ainsi  ini  lî'^t  le  rapport  de  11^  à  F^;  mais,  pour  la  case  (y, ^)  dont  les 
coonlonnées  \érifient  les  relations 


.r-   X^ix       I 


«Toù  ,r  ^  X     -  I  et  r  ~  À,  <»n  a 


X  --  V  —  n  —  \, 


II 


:j« 


à  'A  —  // 


ou  eiicon; 


en    désignant  par   hn   le  plus  grand  multiple  de   ii   contenu   dans  X.    Pjir 
suite,  on  a 


Exemple  IV.  —  A  et  H  jouent  l'un  contre  l'autre  avec  des  probabilités 
p  cl  q]  ils  possèdent  respectivement  a  et  6  francs  avant  d'entrer  au  jeu. 
A  chaque  partie,  le  perdant  donne  un  franc  au  gagnant  et  le  jeu  ne  cesse 
que  lorsque  l'un  des  deux  joueurs  est  ruiné.  On  demande  la  probabilité  II 
pour  que  le  jeu  se  termine  juste  à  la  fin  d'une  partie  de  rang  assigné. 
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Soit  fx  ie  rang  assigner  à  la  partie  finale.  En  désignant  par  Ha  et  IIb  les 

probabilités  respectives  que  A  ou  li  serout   ruinés  après  la  {jl''""*  partie,  el 

pas  avant,  on  aura 

n  =  II.v-^-llii. 

En  raisonnant  comme  à  Texemple  précédent,  ou  a 

Ha  -  ^f-^    <  P^-'^P  Fi_,  X  p  =:-  p-qy  h;  ... 


Si  l'on  pose 


«1  —  a  —  2.  /\ 


H    .ft  ~  vi,v,         a  -4-  0  --  r/, 


4111  a 


s  -,'hd  -^  h 


OU  bien 


'    "  pr-na-h-i    1 . 


pour  toutes  les  valeur**  de  //, 


r 


o.       I.      •>-,      !{,       .  .  . ,      K  -;• 


Exemple  V. —  A  joue  contre  B;  à  chaque  partie,  les  probabilités  qu'iU 
ont  respectivement  de  gagner  sont  p  el  </,  en  sorte  que  /?  -«-  7  =  i,  et  le 
perdant  donne  un  franc  au  gagnant.  Kn  entrant  au  jeu,  les  joueurs  possé- 
«Jenl  respectivement  a  et  h  francs.  On  demande  la  probabilité  que  A  rui- 
nera B  avant  le  coup  de  rang  ;x. 

On  trouve,  par  l'échiquier  hexagonal  (n**  36), 

ï[=pf>Z{pq)^W^^''\ 
en  faisant  varier  X  de  o  à  \{\x  —  h)  —  i.  On  voit  facilement  que  si 


A  varie  « 

de 

0 

a 

^/  — 1, 

II  possède 

I  terme: 

>» 

a 

a 

a    ~  \   • 

-/>, 

II 

->.  termes; 

» 

a 

-  -  h  à 

7.a  —  \- 

-/>, 

» 

3       .. 

)> 

•    ■   • 

7*1 

'   ■   •    • 

•  h  à 

•>.  a  —  I  - 

-  xh^ 

4       »• 

Dans  son  Traité  du  Calcul  des  Probabilifés  (  p.  81),  IVI.  Laurent  donmr 
une  solution  pour  le  cas  où  a  et  b  vérifient  la  relation 

b  —  fja  -^-pa-^. 
Exemple  Vf.  —  Carré  arithmétique  de  Delannov.  —  De  combien  de 
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Kn  partiruliiT.  diiiis  rrrliiiinicr  pciita^tMiiil.  |ii)iir  les  h'rini'<  ilr  la  traii'-- 
>ei*salt;  >iliit'e  aii-desst»us  dc<  xri'n>,  on  a 

)•-./■    -  //       1 

et.  par  siiih', 

h 

ii;  '!»;. 

y       I    -./• 

Excmplr  l  //.  —  Oimiv  jinu'iir'î  irt'rInM>  inarqut'iil.  an  fur  ol  <'i  ino>un*. 
\c^  pai'li«*s  qu'iU  «:a;:iiiMil  et  celles  ({ii'ils  pordeiil  :  déplus,  à  chaque  partir 
nulle,  rliacun  d«*s  jnueur.«  manpie  une  partie  i^'a^^nre  et  une  partie  penlur. 
Après  avoir  n)ar(|ué  ainsi  eliacnn  àn  partie^,  iN  n'ont  ni  ^ain  ni  perte,  (hi 
demande  la  prohahilitê  (iu*ils  ïMinMit  jmir'i/t  parties  effectives,  c*e!>t-ù-diic 
(pi'il  n'v  aura  pas  eu  df  partie  nulle. 

Si  l'on  d«-si^ne  les  parties  de  l'un  de>  joueurs  par  des  pas  horizontaux, 
diaf^onaux.  \erlieau\.  >ui\ant  «pie  la  partie  a  été  pi^'nêe,  nulle  nu  perdue, 
la  considération  de  réclii(|uier  <t>  montre  ipie  la  pndiahilitê  cherchée  est  le 
(piotient  de  FJJ  par  *l»:j. 
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CHAPITRE  XI. 


LA    DIVISION    ALGÉBRIQUE. 


i)9.  Division  des  polynômes  ordonnés  suivant  les  exposants 
décroissants.  —  Diviser  un  polynôinc/(x)  par  un  polynôme  «^(x) 
revient  à  trouver  deux,  autres  polynômes  QetR,  de  telle  sorte  que 

Ton  ail  ridentJté 

/(.r)=Q^(;r)--n, 

le  degré  de  g{x)  étant  au  plus  égal  ù  celui  de  fix)^  et  le  degré 
de  R  étant  plus  petit  que  celui  de  g{jc)' 

Cette  transformation  n'est  possible  que  d'une  seule  manière, 
en  supposant  les  deux  polynômes  ordonnés  suivant  les  exposants 
décroissants  de  x. 

Opération  de  la  division  algébrique. 

100.  Division  d'un  polynôme  par  {x  —  a).  —  >fous  avons  appris  à 
calculer  le  quotient  aux  n"*  71  et  72, 

les  coefficients  /o?  /u  f-ii  -- ->  fn-\  se  calculent  successivement 
au  moyen  du  précédent,  et  le  reste  de  la  division  (le/(:c)  par 
(jc  —  a)  esl/{a). 

Exemple  f.  —  Division  de/{  x)  par  {xzzi).  —  Reste  <Jc  la  division  d'un 
nombre  entier  par  9  et  par  1 1  dans  le  système  décimal,  et  plus  générale- 
ment par  (6  ip  I  )  dans  le  système  do  numération  de  base  h, 

Exemple  If.  —  Division  de  (  j?"» ip  a"» )  par(j:zza).  —  Quatre  cas. 

Exemple  II/,  —  Division  ihi/(x)  par  (bx  —  a).  —  Calculs  du  reste  et 
«lu  quotient. 

Exemple  IV,  —  Reste  de  la  division  de/(jF)  par  (xPzç:  a),  —  Reste  de 
la  division  d'un  nombre  entier  par  99,  par  999,  ...  et  par  loi,  par 
looi,  . . .  dans  le  système  décimal,  et  plus  généralement  par  {^bPz^  1)  d'un 
nombre  écrit  dans  le  système  de  numération  de  base  b, 

E.  L.  —  ï.  13 
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Exemple  V.  —  Division  de  1  x"  —  a*  i  par  ixP  —  aP\.  —  Le  reste  e*t 

aPi^  X'  —  a*"  t, 

en  désignant  par  q  et  par  rie  quotient  et  le  reste  de  la  division  de  n  p«r/>. 

Exemple   Vf.  —  Division  d'un  nombre  entier  par  19.  —  On  applique  la 

règle  de  la  divisii.m  de  f\  x  )  par  *  x  —  -^  •.  pour  x=  10.  Ainsi.  00  a  tout  dr 
suite 

chaque  chiffre  e<t  la  nutitiê  du  pr«:'*r<'fit.'nt,  «*u  la  moitié  da  prrcêdeot  aug- 
menté de  10.  si  la  di\ision  antérieure  d<~mne  }»our  reste  1:  c'est  ce  dernier 
cas  que  nous  avon<in>1i  |ué  p.ir  un  petit  chiffre  1  placé  au-dessus  et  à  |;auche. 

On  opère  de  même  pour  j*  =  n>o.  x  =  lo^w en  calculant  par  *:n>upe* 

de  deux.  Iroi*. chiffres:  ain>i 

=  5o.a>.'i2.Sô.aS.  i4.0-.11». -il.*- ».*-8-.'i*>. -tiô.o^. .    . 

^  é  m  •  «"  «T  «^ 


=  x>«.».î5j.  I  -»'•.  \ffy  ».  5>i.  -if'î.'ôîi.Si»'».  4*.»>.ioî.  io>.  - .  : 


on   connaît    de   même   *i^<  pn-or-lê-  rapides    pour  la  di\isioo  par  »i|.  3y. 
4*1.  . . .:  IMT  »riQ.  >vi.i.  4.AJ.  ...  :  oîi. . 

Exemple   VII.  —  L"e\f«re*sioa 


A     =   J*   •       -    i-       I 


est  toiîjt'urs  iHxisil'îe  \àT  9 '.l  le  -jU'.'lienî   e-î  ua  n-.'mbrL^  triangulaire, 
tu  oîTit.  K'ïi  a 


u  J  i  —  1 


loi.  Division  d'un  polynôme  par  un^^produit  de  binômes.  —  Si 
l\uî  li»  >-.:iîr.-  j  .-.:  A  tt  P-  ..-  Us  .y.j>î:rn:"i.  ^^jîse  l'*>n  sait  former. 
d.in>  !.;  .;\i-i  ::  >  '  .  ta:  —  i:  j  .-.r  .r — '•  .  et  >i  Ton 
di>i..::c  i'..:   z=  '     ■     ^\  zz=^r'  '      ;.  <   r:>:-.  s  ii-:>  «ieax  >.livî>îoiis. 


o:î    . 


-   \    -   — 


~  •   *.  «     • 


-:r! 
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De  même,  connaissant  les  quolients  cl  les  restes  des  divisions 
de/(x)  par  (x  —  ci){x —  6),  et  par  (x  —  a)(x  —  c),  en  suppo- 
sant a,  by  c  inégaux  deux  à  deux,  on  calculera  le  quotient  et  le 
reste  de  la  division  de  f{x)  parle  produit  (x  —  à)  (x  —  b)(x  —  r), 
en  faisant  la  différence 


(w  —  (i  )(^r  —  h }        (y  —  a  )  {j-     ■  c  ) 

et  en  divisant  par  (b —  c).  Ces  calculs  seront  «généralisés  dans  la 
théorie  de  Tintcrpolation  et  dans  celle  de  la  décomposition  des 
fractions  rationnelles. 

/exemple  /.  -  Lorsqu'un  |)olynôme  cMiticr  est  divisible  par  (x  —  a)^, 
par  (x  —  6)P,  par  (.r  —  c)T,  . . . ,  en  (lési<;nant  par  a,h,  c,  ...  des  nombres 
inégaux  doux  à  deux,  il  est  divisible  par  le  produit 

(,/•    -a)^{x    -  h)?{x  --C)\ 

Exemple  II.  —  Si  un  polynôme  entier  en  x,  y,  z  est  séparément  divi- 
sible par  les  binômes  {x — y),  {y  —  ;;),  {z  —  r),  il  est  divisible  parleur 
produit. 

Exemple  III.  —  Démontrer  qu'un  polynôme   entier  et   symétrique  en 
X  et  j',  divisible  par  (.r — y),  est  divisible  par(.r  — y)-.  Généraliser  pour 
'  lin  polynôme  à  trois  variable*. 


I 


Exemple  IV.  —  Pour  (lue 

X'"  -h  yn  -u  3//»    -{jr  -t-  y   'r-  Z  )"^ 

<oit  divisible  par  le  produit 

(  )'    ■-  Z)(  z  -~X){X  ->r-r), 

il  faut  et  il  suffit  que  m  soit  impair.  —   Tormor  b*  «juotiont. 
Exemple   W  —  Démontrer  que 

yn  z'i  -h  zPx^r  H  xny/  —  y/  zf  —  z'Txr  -  x'iyn 
tri   que 

xPyi z'' -r- yi'  z'i X''  -^  zP x'f y  —  xP y  z'i  —  yP z^ x'i  —  zPx'^y'f 

sont  divisibles  par  le  produit 

{Y  —  z)(z  —  x){x  —  y  ). 
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Eremple   VI.  —  Décomposer  «în  facteurs  les  expressions 

x'^iy  —  z  )-+->'•(  z  --x)-H  '5»(x— ^), 
j-»(5— ^-ï  )  —  y^Kx  —  z^)'r-  z^{y  --  x'^)-^  xyz{Qcyz  —  i). 

Exemple   Vif.  —  Drmonlrcr  qiic 

,  ^  _+-  V  .:-   5  )t.l  +  l J-^  t^l  —  yl/l-f-1  -1/1 -Hl 

e*it  <li\isible  par 

(X  -^  y  -    z  )^  —  x^ —  >•• —  z^. 

lOâ.  Expression  d'un  polynôme  de  degré  n  comme  somme  algé" 
brique  de  polynômes.  —  Si  Ton  désigne  par  /{x)  un  polvDÔme 
de  dejjjré  /?,  el  par 

une  suile  de  poljnomes  donnés  dont  les  degrés  reproduisent  la 
série  complète  des  n  premiers  nombres  entiers,  le  poijnùme 
f{x)  peut  être  transformé  en  une  somme  de  ces  polynômes  multi- 
pliés respectivement  par  des  coefficients  indépendants  de  x.  En 
d'autres  termes,  on  a  l'identité 

dans  laquelle  les  quantités  Ao?  ^h^  ^-2?  •••>  'vi  sont  des  constantes, 
dont  la  première  n'est  jamais  nulle. 

Pour  effectuer  cette  transformation,  on  divise  f{x)  par  ^tt{x)'^ 
on  obtient  pour  quotient  A„  et  Ton  divise  le  reste  par  Ç/i_i(-r),  ce 
qui  donne  X|,  et  ainsi  de  suile.  D'ailleurs,  cette  transformation, 
toujours  possible,  n'est  possible  que  d'une  seule  manière  pour  une 
suite  complète  donnée  des  polynômes  'f  (j^).  Lorsque  ces  poly- 
nômes représentent  les  puissances  de  x, 

-rti       yr'i—x        /./t— î  T^       or        \ 

les  constantes  A  sont  précisément  égales  aux  coefficients  dey(jr). 

Exemple  I.  —  Convertir,  ilans  un  système  <Je  base  donnée,  un  nombre 
écrit  dans  le  système  décimal. 

Voici  un  moyen  assez  rapide  indiqué  par  Legendrk  dans  la  Théorie  des 
nombres,  pour  exprimer  un  nombre  du  système  décimal  en  caractères  bi- 
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naircs.  Soit,  par  exemple,  le   nombre  ii  183  44^!  ^^  le   divisant  par  6|, 

on   trouve  le  reste  21  et  le  quotient   17474».  Ce   dernier   nombre  divisé 

par  64  donne  le  reste  21  et  le  quotient  2730.   Enfin  2730  divisé  par  6» 

donne  le  reste  42  et  le  quotient  4'''*  Mais  21  et  42  s'expriment  dans  le 

système  binaire  par 

oioioi     et     loioio; 

donc  le  nombre  proposé  s'écrit  dans  la  numération  binaire 

lOIOIO  lOIOlOOIOIOI  OIOIOI. 

Exemple  II.  —  Quels  que  soient  les  n  nombres  «,  6,  c,  ...,/,  on  a 
l'identité 

ijr--a)iT'^h),..{x — /) 
ab  . . , l 

T        .r(.r  —  ft)  x(.v  —n)..,(x  —  X' ) 

z^  I  —    —  --U —  ^      _  _|_  ( .    -  I  )« • 

a  ah  ab . . ,  kl 

103.  Divisioû  des  polynômes  ordonnés  suivant  les  exposants 
croissants.  —  Diviser  un  polynôme 

f(x)=ao-7-  (Il X  -~  a\ .r*  -+- . . . 
par  un  polynôme 

g{x)— b^-^  byx -^b^x'--^  ... 

revient  à  trouver,   pour  les  valeurs  successives,  entières  et  posi- 
tives de/>,  des  polynômes  Qp(^)  de  degrc^/?,  de  telle  sorte  que 

(I)  /(^)=  ^t,{x)  g{x)-\-  xP^'^V.pix). 

Rp(j:)  désignant  un  polynôme  ordonné  suivant  les  exposants  po- 
sitifs et  croissants. 

L'identité  n'est  possible  que  d'une  seule  manière,  pour  une 
valeur  déterminée  de/?;  en  d'autres  termes,  si  Q  et  Q'  désignent 
des  polynômes  de  degrés  />,  R  et  R'  des  polynômes  entiers,  les 

égalités 

/(j-)--Q>-(j:-)  -^xP^^W, 

entraînent  l'identité  de  Q  et  de  Q',  et  celle  de  R  et  de  R'. 
De  ridentité  (i),  on  déduit 

— -  Q(-^)  -^-  XP"^^    —; , 
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qui  conduit  au  développement  d'une  fraction  rationnelle  suivant 
les  exposants  croissants  de  la  variable  x. 

On  peut  donc  développer  une  fraction  rationnelle  sous  la 
forme  dUin  polynôme  entier  de  degré  p  augmenté  d^un  terme 
complémentaire j  égal  au  produit  de  j:'''*'*  par  une  fraction  ration- 
nelle qui  reste  finie  pour  ;r  =  o;  le  développement  n'est  possible 
([ue  d'une  seule  manière.  Lorsque  g{^x)  est  divisible  par  x*,  on 
met  x~^  en  facteur. 

On  peut  aussi  développer  une  fraction  rationnelle  suivant  les 
exposants  décroissants.  Soient 


///« 


/( x)  ~  a^x'^^-r-  a^x'"-^  -Î-. .  .-I-  rt 
/?'(x)  --  b^xf^  —  b^x'^-^  -h .  .  .      an\ 

si  Ton  pose  X  ^^- y'^^  on  a 

f({x)     '  bo-h  biy   '  .  .  .-,-  b„y' 

On  développe  la  fraction  rationnelle  en  y  suivant  les  exposants 
(croissants,  et  Ton  remplace  ensuite  y  par  a:~'.  La  décomposition 
n'est  possible  que  d'une  seule  manière. 

Exemple  J.  —  Si  /(x)  est  un  polynôme  ordonna  suivant  les  exposants 

croissants  de  x 

J'(x)  =  i  -t^  ax  -^  bx^-  -  cr^-^. . ., 

les  coefficients  du  quotient  i\c/{x)  par  (i  — x)  sont  successivement 

1,     1 -f- rt,     t-i-a-hby     i -h  a -~  b  —  c,      

La  méthode  de  division  par  9  =(io  —  i)  dans  le  système  décimal,  que 
nous  avons  indiquée  au  n**27  (Ex.  V),  est  un  cas  particulier  de  ce  résultat. 
On  déduit  les  développements 


~-  \~.-  X -^  X^  -r- X^-- X'*-^ 

I  —  X 

.     —  1  _j  .   1   r*  _i_    'X  fi           K  '*.3 

. . .  -f-  R , 
...  -f-  R  , 

. .  .  —i—  R  ) 

{X-X)^ 

Le  Tableau  des  coefficients  reproduit,  au  signe  près,  le  triangle  de  Pas- 
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CAL,  pour  les  indices  négatifs:  on  en  déduit  que  la  formule  du  binôme  de 
^EWTO^  s^  applique  aux  exposants  entiers  et  négatif  s,  en  tenant  compte 
d'un  terme  complémentaire  y  et  l'on  a 


(1  —  x)t*  I  Jl  I  .'2.3 

Pour  —  I  <  ar  <  I,  le  développement  est  convergent. 

Exemple  II.  —   Démontrer,  pour  n  entier  positif,  la   formule  due   à 

ElîLER, 

n  n(n  --])     x^  ( n-h  ï)n(n  —  \)     x^ 

(i-f-:r)'»=  i-f- -37-4 î^ '. H  ^ 


1  I  .'2         1  -î-  ;r  I  .'2.3  I  -i-  J:^ 

(n  -^  i)n(n  —  i)(n  —  9.)     a:* 

1.2.3.4  l-T-J 

104.  Méthode  des  coefûcients  indéterminés. —  Si  Ton  veut  déve- 
lopper la  fonction 

f{x)  —  {i-hax)ii  -h  a^x). ,  .(i-h  a"x), 
suivant  les  puissances  de  x,  on  pose 

f{x)  rr:  l  -h   Aj  J*  --  X^X'-h.  .  .     >  X„X'*j 

et  il  s'agit  de  déterminer  les  coefficients  A|,  A2,  ...,  A„,  en  ob- 
servant que  le  développement  est  unique.  On  a  l'identilé 

(1--  ax)f{ax)  =  (i-f-  a'^-^^x)f(x); 

remplaçons  /{ax)  et  /(x)  par  leurs  développements  ;  égalons 
successivement  les  coefficients  de  x,  x-,  x',  . . .,  x",  il  vient,  pour 
les  coefficients  de  xp^ 

d'où  l'on  tire 

an^\  —  aP 

et,  par  suite, 

(^.._,)(a«-.^.).._.(a,-p..-.)  ^^,^^,, 
'^  ^a  —  \)f^a^—\).,,{aP—i) 

Pour  a  =  i,  on  retrouve  la  formule  du  développement  de  la 
puissance  {\ -\-  x)p  dm  binôme.  Ce  calcul  est  d'EuLER. 
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On  peut  développer  de  nièine  le  produit 

o{jr)  —  (i     -  *i,r){i  -T-  a^JT).  .  .(i  -^a^^-^r), 

en  partant  de  l'identilé 

Exemple  /.  -  -  Si  l'on  pose 

l  '..  =^ ^1 —. > 


H 


(I        X){1  —  x^}. .  .{l     '  xP) 


l'expression  Fg  est   un  |M»lYn(Mne  eniier  en  x^  ainsi  que  cela  résulte  «le  l:i 
formule  (•à)j  et  l'on  a  l'identité 

analogue  ù  la  loi  de  formation  du  trian<;le  arithmétique  (  n*^  i>. 
Exemple  II.  —  Si  Ton  pose,  avec  les  notations  précédenles, 

f{x.  ,n  -  I     r»  +  n    . . .-  (-  i)«r;j, 

(»n  a  la  relation 

/{x,  //  -h  -ji  )  —  (  I  —  Jr'*^^)f{x,  n): 

par  suite, 

/{x,2p^i)^o, 


/(T.—ip)/(^y   2/>j  =  l. 


Les  exercices  précédents  sont  dus  à  Gauss. 
Exemple  III.  —  On  a  l'idenliié 


.r' 


JTÎ 


n_i 


I       X  —  r 


«*• 


I  —  .r*         \  —  X 


Exemple  IV.  —  On  a  l'identité 


I  —  x^" 


I  — x    1 


—  x^ 


.r  —  x^ 


x'i —  xPn 


X  —  xP^ 


\^\  —  x)i^\  —  x'i)        {\  -- x'l)\\  —  XP'l)        (I  —  x){^\—xP*l)^ 

si  l'on  remplace  q  pary?",  et  si  l'on  fait  successivement  n  égal  à  i,  2,  3 
...,  /i,  la  somme  des  égalités  ainsi  obtenues  donne  l'identité 


X  —  xP 


xP — ,r/'* 


(I  —  :r)(i  —  j-/';        K\  —xP){\  —  XP*) 


-f- .  . .  -4- 


XP"*  —  XP 


»-t- 1 


(I— .r/'")(i  —xP"^') 


X  —  XP 


MH-l 


(I  — J-)(I— J'/'"'  ') 
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Exemple  V,  —  Si  l'on  pose 
on  a  l'identité  suivante,  due  à  M.  Cesaro  : 


\  X  x^  ( — i)Px     5 


=  I. 


L.1NTERP0L.ATI0N . 

105.  Formule  d'interpolation  de  Lagrange. —  Cette  formule  sert 
à  résoudre  le  problème  de  trouver  tous  les  polvnômes  F(^)  qui 
prennent  des  valeurs  données 

J>'0>      ^>'i«      J't»        •  •  •»      J'/l 

pour  (n  -h  i)  valeurs  inégales  deux  à  deux  de  la  variable  x, 

Considérons  d'abord  le  polynôme  cp  (.r),  de  degré  (n  -f-  i)  , 

o(x)  —  (x  —  Xo)(x  —  Xi).  ..(x  —  x„): 

il  s'annule  pour  toutes  les  valeurs  données  de  x.  Désignons  par 
^A  Tune  d'elles;  le  polynôme  X^t,  de  degré  /k 


X  —  Xf, 


s'annule  pour  toutes  les  valeurs  données  de  x^  à  l'exception  de 
jc  =  xi(i  pour  laquelle  il  devient 

A/:=  {Xk—  Xq).  .  .{X/c—  Xk-\)  [Xk—  Xf^.^^).  .  .{Xf,-—  Xn  ), 

et  \k  n'est  pas  nul.  Par  suite,  pour  x  =  j?a»  le  polynôme 

prend  la  valeur  convenue  et  s'annule  pour  toutes  les  autres  va- 
leurs de  X,  Cela  posé,  le  polynôme 

Ao  Al  A„ 


^  LIVftE    II.    —    LE«    ^'.■ltE«    A»riOSSKL«^ 

r*îiic  ."  '-î*  <OQiiti-.-riA  ■i-îrniiii''?-*-  I!  <-ït.  aa  plos.  de  dejr^  i-  et 

M   .•'^li.ràl:  4   liQ*?   *:  ■jQîUn*.'?   •!    tiit-r*   I"»^    i^oantitê-*  _v    étaient 

*£t  *tr,  i  m.i'^rj^ /  X   —  V,  •'^nnalrril:  f-^ar    n  —  i    valeur*  de  jr. 

T  '.■•**  i**"?  %  jtr";*  p->l%Q  ■oirr  F   r    •:{  -ii  ^rrifienl  le?  coodllioas  im- 

:«--i?    «lîir.te^^   j-    •i-:*:«*n-:  un  f  •>'vnMmr  •|aelcoD'|ue.  puisque  la 

:.::-r-^ûce 

F  ^   -  f  r 

•  '•utixAr  pour  luulrr*  [•=•*  \  il^rur^  «it-nnir^^s  •!•?  jr:  elle  e^l  donc  dî\î- 
Imer>*:iiieril.  ri  /'  x    e*l  un  [«••Unvui»*  qîieîcoDque.on  a  Tidentilé 


"— ;-^- 


•  l  «<U>>1 


f  r. 


T   r. 


rj    j 


A.       x-j. 


\  jr  -     J. 


—  ...—  •»    J-  . 


I^  (Jrmonslralii'n  préct-Ji.nle  »>l  «lue  à  Cii«:h'\  ■  C ours  iV A na- 

Ejt^mpfr  /.  —  t]iiJti'-n  tle  Ij  'ir'-it';  -lui  j'.»!nl  ^Irux  |>«.'int>  Jonnês  par 
'♦•iir*  <M«jr»lMnnci;*. 
On  d 


X  --  r,  r  —  T.^ 

y    —    Y : >-,    , 

J-         j\        •   *  -r,  — -r, 


«'Il  bii.-n 


y 


V  —  T 


r  11  —  .r.  »'., 


^■■.       ^1 


l/inlerseclion  aver  l'aM:  iJe*  x  «It.'nno 


X  ^  -1^—  ^ :  ; 

.*■-—.»  1 

«e  qui  conduit  à  la  formule  «rinterpolatiun  parle?  parties  proporlionnellcs. 
—  Uè/yde  de  fausse  position,  —  Méthode  d'HipPAROCE. 

Exemple  II.  —  Trouver  le  reste   de  la   di\i<ioD  d'un  polynôme  F(jr) 

par  le  produit 

i  X  -  -  x^\\x  -     j*i  ) . . . .  X  —  X/,  ). 
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Cest  le   polynôme  f{jr)  de  degré  n,  au  plus,  qui  prend  pour  x  =  Xq, 
j^i,  . ..,  Xm  les  valeurs  F(aro),  F(j?i),  . . .,  F(x„). 

Exemple  IIL  ~  Les  trois  fractions 

(A)  2"  —   ^^ ^ 


(B) 


(CO 


.l\X  -:■  l).  .  ,{^X  -r-  n) 
I 


^•(i^*  — .r-jl  •>.-—  x^). .  AH'-     x^) 

•2*'» .  _.  — 1_. 


X{i' —  X')(  'j.i—  X*). .  .(/i*--  ./•*) 
sont  respectivement  égales  aux  trois  expressions 

p  —  n 
y      ..  (  2  /l  )  !     ^  ^    (2/))!  ('Jl'l  —  2/>)î  j 


(  i{ )    _'_  '.  ..'y  (-1)/'  '  f  -i-  -+-  —  -1 


p  =  n 


(2/l)!(2^)î    J^  V   L^''  •//))î(>./l  -f-  >./>)!     r         I  -'_! 

(/lî)^         j^      ^     [(  n  —  y>;î  ( /t  — /;;!  J*      [y*-/^        ^' -"  P \ 


p  =  i 
Exemple  IV\  —  Si  Ton  pose 

r»n  a  les  identités 


G,i  —   — ,-  ) 
/*  ! 


2  II 

2  /i  -h    I 

GiGjn-n-T-GjGj,,—  . .. -f- -  (0,1^1  )2  —    -        -  Gj/n-j. 

2  2/1  -h  2 

Exemple   V.  —  Si  l'on  pose 

(2/1  -+-i)!H,,r.-^  ^  (.r*-^  I«)(\r2-i-  'jî)..    (j^--^-  2/t—  1'), 

avec 

Ao  --  I         cl         Bo  "  -r, 
on  a  les  identités 

.  I    .  '  •  ^  \  2  /i  -4-  I  p 

•  2  2 .  I  -r 

»  '    lî  '-^    T)  2/1  -+-   1     . 

rJ/i-T —  n;,_i-4-  — ;  l3„_j-t- ...  — Art-»-i. 

2  2.  I  ./• 

Les  trois  exercices  précédents  sont  dus  à  M.  J.-W'.-L.  Glaisuer. 
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106.  Identités  d'Euler.  —  Si  Ton  rgale  les  <  oefiicienls  de  x" 
dans  Jes  deux  membres  de  l'identité  (i)  du  numéro  précédent,  en 
observant  que  celui  de  \a  est  i,  on  obtient  en  supposant  que  le 
degré  de  F(j:*)  est  au  plus  égal  à  //,  el  en  désignant  par  M  le  coef- 
ficient de  x"  dans  F(j^), 

..  _  F(\/-o)        F(./-|  )  V{.r„) 

M \ ^      -    -T-  .  .  .  -T-    r 

Remplaçons  les  quantités  To,  J'm  •  •  ••  -^/z»  pa»'  ^7»  ^>»  ^'^  ••  •?  A 
et  F(.r)  par  xP^  il  en  résulte  que  Texpression 


(rt  —  ù){a  —  c), .  .(a     -  /  )        {ù  —  a  ){0  —  Ci. ,  .(0       /> 

s^annule  pour  toutes  les  valeurs  o,  !,'>.....,(//  —  i)  de  p  et  devieiil 
égale  à  i  pour  y>  =  /?. 

Exemple  F.    —    Si   a,  ùy  r^  ...,  /  dôsi^nont    les  abscisses  «li*   In  -f- i  > 
points  A,  B,  C,  ...,  L,  en  ligne  droile  sur  l'ave  OX,  on  a 

OA  ^a.        OB  -    h.        AB  ^  h      </: 

par  suite,  l'expression 

— P  — p 

OA  OB 


AB.A(:...AL        BA.BC...BL 

s*annule  ou  est  égale  à  (—  i)"  suivant  que/>  est  un  entier  non  négatif  pins 
petit  que  n,  ou  est  égal  à  n.  Ces  formules  ont  été  indiquées  par  Ciiasles, 
dans  sa  Géométrie  supérieure.  Par  la  méthode  d'inversion,  ou  de  transfor- 
mation par  rayons  vecteurs  réciproques,  on  généralise  ces  formules. 

107.  Sommation  de  fractions  rationnelles.  —  Soit  le  |)olynômo 

ç ( J-)  =  ( .r  —  Ti,)  (j Ti). .  .{a-  —  .r,i ) ; 

considérons  une  fraction  rationnelle  dans  laquelle  le  degré  du 
numérateur  est  au  plus  égal  à  (n  —  i).  Par  la  formule  d'interpo- 
lation de  Lagrange,  on  peut  poser 


/(•r)            A„        ^        A, 

....       '\'L.., 

<p(j-)        J' —  J'o        .r  —  Ti 

.r  —  j-„ 

t^. 


\o,  A,,  Ao,  ...,  A„,  désignant  des  constantes.  Si  Ton  fail 


A(i  -+-  Al  -r-  Aï  -':    .  .  .  -f-  Ayi  —  1j/>, 
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on  a  identiquement 

o(J")  \T  —  jro       x—x^J  \x  —  xx        x  —  x^l 

-7-  .  .  .  -T-  Brt_|  ( )  y 

\x  —  Xa-\  Jr  —  Xnl 

car  By,  est  nul,  d'après  l'une  des  identités  d'EuLER.  Par  conséquent, 
si  les  nombres  oTq,  X\^  X2,  .. .,  Xn^  sont  tous  entiers,  on  pourra 
trouver  la  somme  des  valeurs  de  la  fraction  rationnelle  donnée, 
pour  des  valeurs  de  x  égales  à  une  suite  de  nombres  entiers  con- 
sécutifs. Plus  particulièrement,  si  x^y  X\y  ...,:?«  sont  en  progres- 
sion arithmétique,  on  ramène  le  problème  à  la  sommation  des  in- 
verses des  factorieiles  successives  (n**  86). 

Exemple  I.     -  Trouver  la   somme  S,i  des  n   premiers   termes  de  la 
suite 


it„  = 


On  a  ridentité 

__   I  I  8  I  10  I 

et  Ton  trouve 

108.  Formule  d'interpolation  de  Newton.  —  Cette  formule  r<''- 
sout  le  problème  de  trouver  le  polvnôme,  de  degré  n  au  plus,  qui 
pour  des  valeurs  données  de  x,  en  nombre  (n  -\-  i), 

supposées  en  progression,  arithmétique,  prenne  des  valeurs  don- 
nées 

Mo,       l/i,       Mj,        .  .  .,       M/|. 

En  désignant  par  h  la  raison  de  la  progression,  ce  polynômt;  a 
pour  expression 

j^  -  -  j^o  .  X  -    Xn  /  X  —  .r ,  \  A»  Uq 

„  =  „,+  __  A„,^  ___  (^  ___  ,j  __  ^.. . . 

X  —  xo  / X  —  Xq        \         /x  —  Xo  \  A»  //„ 

-^—r-[—h — V---(-Â — "-^'j-TTr- 


(U 
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En  effet,  si  Ton  désijçne  pary?  l'un  des  nombres  o,  i,  a,  . .  .,/î, 
le  premier  membre  devient  Upy  lorsque  Ton  suppose  dans  le 
second 

Jr  —  .ro 

— - —    =  p  ou  X  =  Xf,^ 

par  suite  de  la  formule  fondamentale  du  calcul  des  différences 

Nous  avons  vu  d'ailleurs  qu'il  n'existe  qu'un  seul  polynôme  de 
degré  /i,  au  plus  (n"  73).  Le  problème  revient  encore  à  exprimer  le 
polynôme  cherché  comme  une  fonction  linéaire  des  polynômes 


••  (I       ••  ••  Il  \ 


dont  les  degrés  représentent  la  suite  complète  des  entiers  de  o  à  //. 
[^orsque  les  </  derniers  termes  de  la  suite 

//o,    Amo.     A'/zo A'W/„ 

s'annulent,  le  degré  du  polynôme  u  s'abaisse  de  q  unités. 

Inversement,  si  f{x)  est  un  polynôme  de  degré  /?,  on  a  Tiden- 
tité 

-.  -  .7-     -  ./•„  A/*(  o\        X    -  X,  l X    -  ./o         \   Aî/'i  o  ) 


109.  Fonctions  interpolaires  d'Ampère.  —  Nkwton  a  étendu  sa 
formule  au  cas  où  les  valeurs  données  de  la  variable  x  ne  sont 
plus  en  progression  arilhinélique  [Mcthndus  diffcrentialis,  i  - 1  i  ). 
Posons,  par  rxeinpl(\  pour  //  =  .>, 

//  —  Xo  -T-  \  \ix  —  ./'o  )  -r-  À>  (./•--  .ro  )  (  ./•     -  ./*!  )  -i-  A3  '  '*'  -  J^o  ^  f  X  —  Xi){X  —  Xi  ) . 

En  remplaçant  successivement  x  par  Xo,  ./•,,  .r^,  ./':i,  il  vient 

M,  —  !(,-+-  ).i(.r,  —  .r,, ), 

Mj—  Xo-+-  A|(-''2  — -^u)-^  y^ii-rt  —  Xo)  (.r.,  —  .r,  ), 

M3  =  Ao -T-  li(Xi  —  Xo)—  li(x3  —  .ro }{x.i --xi)-h  X3 (Xi  —  x^,  ){>ri  —  Xi){Xi  —  x 
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Si  nous  retranchons  la  première  ligne  des  suivantes,  si  nous 
divisons  respectivement  par  les  différences 

et  si  nous  posons 

M|  —  ito  u*  —  //o  Wl  —  "0 

=  t'i,  =  i'î, =  i'3, 

Xi Xq  X^  —  Xq  Xi  —  Xq 

il  vient  le  système 

Ir,  =  II, 
Vi='kl-h'ki(Xi—Xl)y 
t'3=  X,-hX,(j-3~J™,)-r-X3(j'3— TiX^-j  — J-t), 

semblable  au  précédent,  mais  contenant  une  ligne  en  moins.  En 
opérant  de  même  et  en  posant 


('2  — 

—  «'2,           —  "a. 

-  Xi                         X3       .r, 

on  a  le  système 

(3)                                    j 

«',  _  Xj  , 

(^3=  XîH-XsCj-a  — J-,  ); 

donc,  si  l'on  pose 

il'-, —  (ï'o 

_     .         .         "     —    e . 

X^ X  2 

on  trouve 

Xo=  Uq.  Xi  =  t'i,         Xj—  crj,         X3=  4-3. 

Cette  méthode  de  calcul  est  assez  rapide,  en  construisant  un  ta- 
bleau analogue  à  celui  des  différences.  Les  expressions  i',  tv, 
5,  . . .  ont  été  appelées  fondions  interpolaires  par  Ampère.  U  a 
observé  que  Ton  a 

î/o  ,  ?/| 

i'l= 1 > 

X{f Xi  Xi  —  J"o 

tto  "i  ffî 


(Xo—Xx)(Xo—Xi)  (Xi  —  Xo)(Xi  —  Xi}      '      {Xi—Xi^)(Xi—Xi) 

ces  formules,  qu'il  est  facile  d'établir  d'une  manière  générale, 
permettent  de  déduire  la  formule  d'interpolation  de  Lagrakge  de 
la  seconde  formule  d'interpolation  de  Newton. 
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CHAPITRE  XII. 


LKS  POLYNOMES  DERIVES 


110.  Polynôme  dérivé.  —  On  appelle  polynôme  dérivé  d'un 
polvnome  entier 

le  polvnome  obtenu  en  mulliplianl  chaque  terme  par  rexposanl 
de  Xy  et  en  diminuant  de  i  Texposant  de  x.  On  désigne  le  polv- 
nome dérivé  de/t.r)  par  /"'(.r^  et  l'on  a 

Soit,  en  particulier,  le  monôme  \x"\  on  a,  pour  j-^^/,  ridenlitt* 


.r  —  (t 


—  A^j-"-»  — ^iJ^^-^-f-. . .  — ««--^x  ~a«-»  i: 


pour  X  =  (ij  le  premier  membre  se  présente  sous  une  forme  indé- 
terminée, tandis  que  le  second  membre  devient  /iA^"~',  et  Ton 
dit  que  celle  expression  est  la  valeur  du  premier  membre  pour 
.r  =  </.  Plus  généralement,  la  fraction 

=^   A    —  •> — ...  -r-  IV 


j"  —  €i  J-  —  (t  J'  —  fi  jr  —  (t 

toujours  égale  à  un  certain   polvnome  contenant  .r  el   a^   pour 

x^«,  se  présente,  pour  x  =^  a,  sous  la  forme  -•  et  Ton  dit  que  le 

second  membre  représente  la  valeur  du  premier,  même  pour  la 
valeur  exceptionnelle  x  :=  a.  C'est  précisément  la  valeur  de  l'ex- 
pression y*' (flr),  obtenue  en  remplaçant  x  par  a  dans  le  polvnome 
dérivé. 

Le  polvnome  dérivé,  ou  la  déri\\*e  d'un  polvnome /i^x)  de  de- 
gré /i,  est  un  polynôme  de  degré  {n  —  i)  dont  on  peut  prendre 
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aussi  la  dérivée,  que  Ton  appelle  dérivée  seconde  ;  on  la  désigne 
par  /"(x):  c'est  un  polynôme  de  degré  {n — 2).  En  général, 
la  dérivée  ^'*"*  d'un  polynôme /(.r),  de  degré  /i,  est  un  polynôme 
de  degré  (n  — /?);  la  dérivée  /;*'''"•  se  réduit  à  la  constante  n  !  A,  et 
les  dérivées  d'ordre  plus  élevé  sont  nulles.  On  désigne  la  dérivée 
d'ordre/?  de  /{x)  par  l'une  des  notations 

î^^',     f^P-(jr),     DP/(x), 

employées  respectivement  par  Leibmz,  Lagrange  et  C.vuchy. 
Nous  nous  servirons,  suivant  les  cas,  de  la  notation  la  plus  com- 
mode. 

Il  résulte  immédiatement  de  la  définition  que  la  dérivée  ^'"'"«^ 
d\ine  somme  algébrique  de  polynômes  égale  la  somme  des  déri- 
vées/?*'^"***  des  termes  de  cette  somme;  ainsi 

DP[a /(x)  -^-  ù  t^{x )  -i-  c^{x)]  =  aDp/{T)  -+-  ùDPo{x)-i-  cDp^{x). 

111.  Dérivées  d'un  produit  et  d'un  quotient.  —  Si  l'on  désigne 
par  j^  le  produit  de  deux  polynômes  11  et  v  contenant  la  variable  x, 
et  si  l'on  donne  à  x  l'accroissement  Ax,  il  en  résuhe  pour  u,  i\  y 
les  accroissements  A//,  Ac,  Ar:  on  a 

A  K  =  (  w  -f-  A w  )  (  P  -h  Ap  )  —  uv  ; 
puis 

Ak  Ar  Ati        Am 

A*r  Aj"  \x        Aj: 

et,  pour  Ax  =  o, 

y  —  ui''  -i-  vu' . 

En  divisant  par  wr,  on  peut  écrire 


y       u       v' 

y' 
l'expression  —  s'appelle  la  dérivée  logarithmique  du  polynôme  )*. 

I^ar  suite  :  La  dérivée  logarithmique  d'un  produit  est  égale 
ù  la  somme  des  dérivées  logarithmiques  des  facteurs. 

Ce  théorème  s'étend  à  un  nombre  quelconque  de  facteurs.  Par 
suite,  la  dérivée  d'un  produit  de  plusieurs  facteurs  égale  la  somme 
E.  L.  ~  I.  i3 
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des  résultats  obtenus  en  multipliant  la  dérivée  de  chacun  des  fac- 
teurs par  le  produit  de  tous  les  autres. 
Si  l'on  a  j^=  (w  :  i»),  on  obtient 

u  -4-  Aa       // 
A>'  =         -7 » 

Av       v\ii  -    u  Iv  I 


Xr  Xr  v{v  -r-  Iv ) 

et  enfin 


,  vu'-  -  NV' 


y  = 


i'= 


En  particulier,  la  dérivée  de  —  ou  de  :r""'",  pour  m  entier,  est 

( — /w)jr^~'"^"*  ;  ainsi  la  dérivée  de  x'^  est  mx'^~^  pour /n  entier 
négatif,  comme  pour  m  entier  positif. 

La  dérivée  logarithmique  d'un  quotient  est  égale  à  la  diflerence 
des  dérivées  logarithmiques  du  dividende  et  du  diviseur. 

Exemple  I.  —  Soit 

y  =.  u'^'V^w^ .  .  ., 

en  désip^nant  par  a,  p,  Y)  •  •  •  ^^^  entiers  positifs  ou  négatifs,  on  a 

I  I  t  t 

—  —  a—   -*-3 hv h.... 

y  u  V        '  ip 

Enfin  supposons  que  y  soit  une  fonction  de  fonctions,  c'est- 
à-dire  que  y  soit  exprimée  en  fonction  de  x  par  des  variables  in- 
termédiaires 

de  telle  sorte  que  y=  l'{x).  On  peut  trouver  la  dérivée  y  sans 
<|u'il  soit  nécessaire  de  faire  les  substitutions;  en  effet, 

A>'        A>'  Al»  Aw 
Aj7  ~  Iv  lu  Ix 

et,  par  suite, 

yr^'y(v)o'iu)f(x), 

H2.  Formule  de  Taylor.  —  Ce  théorème  a  pour  but  d'exprimer 
un  polynôme  f{jc -h  h)  en  fonction  linéaire  de /(x)  et  de  ses 
polynômes  dérivés /(x) ,  /'^(x),  ...  (n°  102).  Ce  n'est  ainsi 
que  la  formule  du  binôme  de  Nevtion,  avec  un  changement  de 
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notation,  lorsqu'il  ne  s'agit  que  des  fonctions  entières.  On  a,  en 
cflet, 

1  •  JL  , 

hP  /i" 

H T  n(n  —  \),  .An—  p  -\-  \)x^-P-h. .  .h r  ni 

pi  /       \        -f-        /  j^\ 

et,  en  posant /(x)  =  Aj:",  il  vient 

l^our  d'autres  monômes,  Bo:'',  Cx^j  . . . ,  on  a  des  formules  ana- 
logues; donc,  si  l'on  fait  la  somme  des  développements  obtenus, 
en  tenant  compte  du  théorème  sur  la  dérivée  d'une  somme,  on 
en  déduit  que  le  développement  (i)  subsiste  pour  un  polynôme  de 
degré  quelconque. 

Cette  formule  donne  encore  le  développement  de 

<  2)  ^/(^)  =A'r  ^h)  -/{ x), 

c'est-à-dire  de  la  différence  d'un  polynôme /(j?),  ordonné  suivant 
les  puissances  de  l'accroissement  h  de  la  variable. 

Si  l'on  fait  j;  =  o,  et  si  l'on  remplace  ensuite  h  par  x,  on  ob- 
tient la  formule  de  Mac  Laurin 

Enfln ,   si   l'on   suppose  //  =  —  .r,   on    a    la  formule   de    Ber- 

IVOULLI  (*) 

(4)        /(o)=/(:r.)-^/V)+^|/^^;-...+  i:^V^«'{^). 

113.  Facteurs  multiples  d'un  polynôme.  —  On  dit  que  le  poly- 
nôme f{x)  contient  le  facteur  (x  —  a)  au  degré  de  multiplicité/?, 
lorsque  y(j:)  est  égal  au  produit  de  {x  —  a)P  par  un  polynôme 
r^(^x)  qui  n'est  pas  divisible  par  {x  —  ^),  de  telle  sorte  que  l'on  a 

f{x)  =  {x  —  a)Po(x), 

avec  l'hypothèse  cp(a)^o.  On  a  le  théorème  suivant  :  Pour  qm* 

(■)  Cette  formule  a  été  publiée  avant  celle  de  Tayloh. 


Illll 
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A'  /io/>  fnUnr  /(.r)  soit  tliKisiblv  par  (.r  —  a)P,  il  faut  et  ii  suffit 
tfur  ir  /Htfynnmr  f(.r)  rt  ses  (/>  —  i)  premières  dêriv^ées  s'an- 
nnirnt  futur  ,f       //. 

l'.ii  fllt'l,  si  l\»ii  rniiplact*,  dans  la  formule  de  Taylor,  x  par  ^i 
n  /<  par  ^.r       a),  il  \it*nl 

p<u'  Hiiilr,  A"  t/uo(irnt  </«• /\.r^  /*<//•  ^.r  —  </>  fj/  le  polynôme 

.  /  ■"  V  ti  ^   .  .  f  /•  •  »  .  .1    - . . . ; /  «  {a\. 

i';  A'  •»■</*■  i/r  /.«  «//i/,\7\»/*  t/f•/^.l•^  /»<r/"  \  .r  —  (7  •''  ej/  /t*  polynôme 


t .  »  \ 


.     V 


.» 


f    .  .»     — 


Viu>»,  j»^»ur  ipu*  /' .r  soil  Ji\i>ib!e  par  x  —  a  P.  il  laut  et  i 
^utlil  k}uo  Io  iv^tv*  ^K*  Li  vli\i>i«.M\  Sv^il  nul.  quelle  que  5oil  la  valeu 
do  .r  V  u  pat'  ^-uito.  vjuollo  qiu-  >oil  l.i  valeur  de    -r  —  tï'»:  on  a  don 


j—: 


j    =  1.1  : 


•  w  i*  *\n:  .'.  s*  :  V  V*  *  '  : .  ^  ■■  vo  s    :    c .'  ■  ■ .:  :  :  ■  .*  "  >   > .'  "  :   \  •:•  ridi'Tf  >  et    >  i    f  P  *  a 

\  m 


1 1  »    tR*^:*  i*  V*H.wi:^ 


tv -.     « *  ■    ■     •  » 


I  ■    ( 


U  ^         vu 


•  • 


.  \  ■ 


l  ."^r:^   .:?>  ii'jix  terme*  d'un 

-  -■-•:*  ^■ij:'^  ^i!^;ar  .s  de  x,  1 

-r:  .-  •:      li.k  ^.  >-   .  Ja  r>fmplac 

■  >.   ::'Z':rzii'iiiifiizz  à  la  for 

.  "    .  '    ■■:•!  ^  ■-    a   '^•^•.e   suivante 

^    :*.-■.    .1.1     7ûa:tf .  >i   r  e: 
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on  a,  en  prenant  la  dérivée  et  en  multipliant  par  x^ 

mais,  pour  /^  ==  o, 

/o  =  a? -f- J7* -+- . . . -h  a?"-*, 

ou  bien 

/o  = 


v  —  x  ' 


on  a  donc  successivement 


^   X  —  JT" 

\  —  X 


et  ainsi  de  suite. 

Si  l'on  fait  a7  =  i,  les  valeurs  de  fu/i^fz^  ...  se  présentent  sous  une 
forme  indéterminée;  mais,  en  appliquant  la  règle  de  L'Hospital,  on  trouve 
ainsi,  par  un  procédé  détourné,  la  somme  des  carrés,  des  cubes,  des  bicar- 
rés, ...,  des  (a?  —  i)  premiers  entiers  (Abel,  Œuvres  complètes,  2*  édi- 
tion, t.  II,  p.  i4). 

Exemple  II.  —  La  dérivée  d'ordre  p  de 

x^-^p-'^  —  I 
g{^)=  — ; — 

X  —  I 

a  pour  développement 

1.2.  .  ./>-^  2.3..  .(/>  -♦-  i)x->r.  ..-hn(/H- !)...(/!  H-/>  —  1)57»-*  ; 

en  formant  directement  g'{x),  ^'(j?),  g'"{x),  ...  et  faisant  ensuite  a?  =  i, 
on  retrouve  la  sommation  des  factorielles  consécutives  (n**  37). 

Ilo.  Formule  d'Abel.  —  Nous  avons  vu  que  si  f{x)  désigne 
un  polynôme  de  degré  n,  et  cpo,  ?n  «P27  •••?  ?«  ^^s  polynômes 
donnés  dont  les  degrés  reproduisent  la  suite  des  nombres  entiers, 
le  polynôme  f{x)  peut  être  développé  suivant  la  forme  linéaire 

les  coefiGcients  \  étant  indépendants  de  x.  Désignons  par  ^  une 
constante  quelconque,  et  posons 

?o=i,     ^i(x)=Xj        <pj(a?)=  ,     '^   >  •••» 


,    .       x(X'—p^)P-^ 


?p(-/-      ^î 
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des  lettres  qui  représentent  les  variables.  Le  poljnôme  peut  avoir 
des  degrés  différents  par  rapport  à  chacune  des  variables;  on  ap- 
pelle degré  d'un  terme  le  nombre  égal  à  la  somme  des  exposants 
des  variables  qu'il  contient,  et  le  degré  du  poI}'nôme  est  égal  au 
degré  du  terme  du  plus  haut  degré. 

On  peut  prendre  les  dérivées  du  polynôme  par  rapport  à  cha- 
<!une  des  variables,  et  les  dérivées  successives  par  rapport  à  des 
variables  différentes.  Les  dérivées  partielles  du  premier  ordre  de 
f{jc^y^  z)^  prises  par  rapport  ky^  par  exemple,  se  désignent  par 
l'une  des  notations 

f;(x,y,z\     ^^^^^^Jj^.      D^/(x,7,^); 

lorsque  Ton  donne  ensuite  à  x^y^z  certaines  valeurs  x^,  y^^  z^^ 
il  suffit,  pour  indiquer  cette  opération,  de  remplacer,  dans   les 
parenthèses,  x^y^  z  respectivement  par  Xo^y^^  Zq. 
Si  l'on  prend  la  dérivée  du  terme 

T  =  N  x^y'*  z^ 

a  fois  par  rapport  à  x,  puis  ^  fois  par  rapport  à  y,  puis  y  fois 
par  rapport  à  Zj  on  obtient,  en  désignant  par  la  lettre  A  les  arran- 
gements simples  (n"  45), 

le  résultat  est  indépendant  de  Tordre  des  dérivations.  Pour  toute 
Ibnclion  entière/,  il  en  est  de  même;  le  résultat  s'indique  par 
l'une  des  notations 

f.^,U(^o'.^h    -^..^foir-'    '^-^V.'/(x,7,^-). 

118.  Formule  de  Taylor  pour  une  fonction  de  plusieurs  va- 
riables. —  Soit  une  fonction  f{x^y^  5)  de  trois  variables,  par 
exemple;  il  s'agit  de  développer  l'expression 

f{x-x-h,y  +  k,  z-hl) 

suivant  les  puissances  des  accroissements  A,  A",  /  des  variables 
x,^,  -:;.  Pour  simplifier,  nous  nous  servirons  d'un  symbole  d'opé- 
ration B,  qui   désigne  le   résultat  que  l'on  obtient  en  faisant  la 
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somme  des  dérivées  partielles /^, /^'., /,'  de/(x,j',  3),  multipliées 
respectivement  par  les  accroissements  A,  A*,  /.  Ainsi,  par  défînition, 

e/=A/;+A/;4-//:. 

Mais  6/ est  un  polynôme  en  a:,  y^  z,  sur  lequel  on  peut  ré- 
péter la  même  opération  dont  nous  désignons  le  résultat  par  S^f, 
<»l  ainsi  de  suite.  On  a,  en  général, 

Appliquons  Topération  6  aux  dérivées  partielles  de  /{^^y,  2)» 

Si  Ton  multiplie  rcspeclivement  ces  trois  égalités  par  h,  A',  / 
et  si  Ton  ajoute  les  résultats,  il  vient,  en  tenant  compte  du  théo- 
rème sur  l'interversion  de  Tordre  des  dérivations  (n°  117), 

ou,  sous  la  forme  symbolique, 


«v^^.é-^|-^4)V. 


en  y  considérant  -,   y   —  y   -r  comme  des  quantités,  et  à  la  cod- 

•^  ax     ôy     dz  *  ' 

dition  de  remplacer,  après  le  développement  du  second  membre, 
leurs  exposants  par  des  indices  de  dérivation. 

Le  symbole  B  est  distributif,  comme  celui  de  la  dérivée  D^ 

ou  -  -,    c'est-à-dire    que,    si   Ton    considère    plusieurs  fonctions 

fy  ^,  '}  des  variables  x,  j',  c,  on  a,  quelles  que  soient   les  con- 
stantes A,  B,  C, 

e^A/-:-  Bo  -+-  Cil^)  ^  Ae/-+-  BOo  -4-  ce-!/. 

Cela  posé,  la  formule  de  Taylor,  étendue  à  un  polynôme  de 
plusieurs  variables,  s'écrit 
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Pour  vérifier  l'exacliludc  de  celle  formule,  il  suffit  de  coDsi- 
dérer  la  fonction 

Le  coefficient  de  li^k^tt  dans  le  développement  de 
est,  en  se  servant  de  la  notation  des  arrangements  simples  (n**  4o) 

A*  K^  \Y 

a!  pi  Y- 

D'autre  part,  si  l'on  suppose 

/i  =  a  -4-  P  -h  Y, 

le  coefficient  de  h^k?t(  dans 

ni      «^        Ai  !  \     <^j?  é)^         c>^ /  «^ 

est,  d'après  le  n®80,  égal  à 

I        /i  !  ^«  / 


ni  a!  pî^î  ()a:«c>7p(>;;Y 
ou 

qui  ne  dilTère  pas  de  l'expression  (a). 

119.  Fonctions  homogènes.  —  Un  pol}nome  entier  en  x,j',  z 
est  homogène  et  de  degré  n  lorsque  tous  ses  termes  sont  de  même 
degré  n\  par  suite,  quelle  que  soit  la  valeur  de  ^,  on  a  l'identité 

f{tx,  ty,  tz)  =  tnf{x,y,z). 

La  somme  algébrique  de  fonctions  homogènes  de  même  degré 
est  une  fonction  homogène  de  même  degré. 

Le  produit  ou  le  quotient  de  deux  fonctions  homogènes  de 
degrés  p  cl  q  est  une  fonction  homogène  de  degré  (p  ±  q,) 

Toute  fonction  homogène,  de  degré/?,  des  variables  x^y^  z  est 
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égale  au  produit  de  la  puissance  /i»*'™«  de  Tune  d'elles  par  une 
fonction  des  rapports  des  autres  variables  à  celle-ci,  et  inverse- 
ment. 

Les  formules  de  la  Géométrie  sont  homogènes. 

Les  dérivées  d'ordre/?  d'une  fonction  homogène  de  degré /i  sonl 
des  fonctions  homogènes  de  degré  (n — p). 

120.  Théorème  d'Euler.  —  Toute  fonction  homogène,  et  de 
degré  /i,  des  variables  x^  y,  z  vérifie  Tidentité 

àf  Of  ùf 

ùx      '^  Oy  Oz         ^  V    »  ^  »    / 

on  a  de  même 

""    Ô7^  -^"-^^y-  ^/Oz  -^-'•-n{n-i)f(x,y,  z), 
et,  en  général,  avec  la  notation  du  n"  118, 

^''/{^jy^  z)^n  {n  —  i). .  .(n  —  p  -^  i)/{x,  y,  5), 
après  avoir  remplacé,  dans  le  développement  du  premier  membre, 
les  exposants  de     -»  t"'  t;?  P'*^^  des  indices  de  dérivation,  et  //, 

A',  /  par  :r,  )',  z. 

L'emploi  des  formules  d'EuLER  permet  de  transformer  des  re- 
lations en  d'autres  plus  simples,  en  rendant  homogènes  des  po- 
lynômes qui  ne  le  sont  pas,  par  l'introduction  d'une  nouvelle  lettre 
que  Ton  considère  comme  une  variable  arbitraire,  et  que  l'on  rem- 
place ensuite  par  i. 

Soit,  par  exemple,  le  polynôme/ (j:),  de  degré  /i,  que  Ton  peui 
écrire  sous  la  forme  homogène 


.-/(i) 


ou  f(Xjy). 


Pour  que  ce  polynôme  soit  divisible  par  (jc  —  oy)^',  il  faut  et  il 
suffit  (n®  113)  qu'en  remplaçant  x  par  a,  et  y  par  i,  dans  la  suite 
des  dérivées 
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tous  les  résultats  soient  nuls.  Par  les  formules  d'EuLER,  on  sub- 
stitue à  ces  conditions  les  conditions  équivalentes 

dP-^f(a,  i)                    dP-^f(a,  i)                                 àP-^Aa,  i) 
' : —  =  ^»  — i 7~. —  =0,         ...  î =  o; 

on  d'autres  termes,  il  faut  et  il  suffît  que  les/)  dérivées  partielles  de 
l'ordre  (/?  —  i),  prises  par  rapport  à  x  et  ^',  s'annulent  lorsque 
Ton  ^-  remplace  x  par  a  ci  y  par  i . 

Exemple  I.  —   Siy(jr,^,  -c,  . . .)  est  un  polynùme  homogène  de  degré 
n,  on  a  ridcntité 


■■•»■ 
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CHAPITRE  XIU. 


LE    CALCUL    SYMBOLIQUE. 


On  doit  considérer  le  calcul  symbolique  comme  une  méthode 
rapide  pour  l'écriture  des  formules  dans  une  suite  de  déductions 
théoriques  ;  mais,  lorsqu^il  s'agit  de  déterminer  les  valeurs  des  nom- 
bres fournis  par  ce  calcul,  il  est  indispensable  de  remplacer  la  for- 
mule symbolique  par  le  développement  ordinaire.  On  fait  de 
même  lorsque  la  suite  des  raisonnements  laisse  dans  Fesprit  une 
certaine  obscurité;  alors  on  remplace  encore  la  formule  par  les 
notations  ordinaires.  C'est  donc,  en  quelque  sorte,  pour  le  déve- 
loppement des  nouvelles  théories,  une  sténographie  des  formules 
de  l'Arithmétique  et  de  l'Algèbre. 

Cette  méthode  est  déjà  ancienne  ;  on  la  trouve  comme  procédé 
mnémonique  dans  les  écrits  de  Leibniz,  pour  les  dérivées  successives 
d'un  produit  de  deux  ou  de  plusieurs  facteurs;  on  la  retrouve  dans 
la  série  de  Taylor  étendue  au  cas  de  plusieurs  variables;  nous  l'avons 
déjà  employée  dans  les  formules  fondamentales  du  calcul  des  dif- 
férences. Développée  plus  tard  par  Laplace,  par  Vanoermonde  et 
par  Herschel,  elle  a  été  considérablement  augmentée  par  les  tra- 
vaux de  Cayley  et  de  Sylvester,  dans  la  théorie  des  formes. 

Dans  un  ouvrage  intitulé  Calculas  of  Opérations^  Carmichael 
a  exposé  les  méthodes  générales  de  ce  calcul  rapide;  ses  dévelop- 
pements se  rapportent  surtout  à  l'emploi  des  symboles  d'opération, 
comme  ceux  du  calcul  des  sommes  et  des  différences  £  et  A,  et  ceux 
du  Calcul  différentiel  et  du  Calcul  intégral.  Mais  la  méthode  sym- 
bolique, que  nous  employons  ici,  diffère  des  précédentes  sous  ce 
rapport,  que  les  symboles  que  nous  considérons  désignent  des  quan- 
tités et  non  des  opérations;  nous  nous  rapprochons  ainsi  pour  une 
partie  de  la  notation,  employée  par  Cayley,  pour  les  polynômes  en- 
tiers (quantics).  L'application  de  cette  méthode  nous  a  permis 
de  simplifier,  d'une  manière  très  notable,  les  raisonnements  et  les 
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résultats  sur  le  calcul  des  sommes  et  des  diflTérences,  sur  les  nom- 
bres de  BERNOt'LLi  etd'EuLER,  sur  la  théorie  des  séries  récurrentes 
el,  par  suite,  sur  la  théorie  générale  des  fonctions.  Par  notre  mé- 
thode, les  développements  prennent  une  forme  plus  concise,  plus 
condensée,  qui  conduit  à  des  généralisations  successives  et  indéfi- 
nies des  propriétés  qui  concernent  les  nombres,  et  des  formules  qui 
les  renferment.  Ainsi,  dit  Laplace,  «  la  langue  de  Tanaljse,  la  plus 
parfaite  de  toutes,  étant  par  elle-même  un  puissant  instrument  de 
découvertes,  ses  notations,  lorsqu'elles  sont  nécessaires  et  heureu- 
sement imaginées,  sont  les  germes  de  nouveaux  calculs.  » 

Ce  Chapitre  contient  quelques  principes  généraux,  et  leur  appli- 
cation à  la  solution  de  plusieurs  problèmes  considérés  par  Ëuler. 
Ceux-ci  se  rapportent  aux  Permutations  figurées  et  à  l'Arithmé- 
tique de  position  ;  le  Chapitre  suivant  donne  l'application  du  calcul 
symbolique  au  Calcul  des  sommes  et  au  Calcul  des  difi<érences. 

121.  Du  symbole  potentiel.  —  Considérons  des  nombres  quel- 
conques 

formant  une  suite  limitée  ou  illimitée,  de  telle  sorte  qu'à  chaque 
valeur  de  l'indice  corresponde  un  nombre  déterminé. 

Nous  désignerons  par  b  le  symbole  des  nombres  de  cette  suite, 
et  nous  supposerons  que,  dans  les  formules  transitoires,  b  est  une 
quantité  assujettie  aux  lois  ordinaires  du  calcul  algébrique  et,  en 
particulier,  à  la  règle  des  exposants  entiers  et  positifs, 

A  la  fin  des  calculs,  on  doit  remplacer  les  exposants  de  b  par  des 
indices  et  les  nombres  b  par  ceux  de  la  suite. 

Soit  un  polynôme  de  degré  /i,  dans  lequel  nous  mettons  en  évi- 
dence les  coefficients  du  développement  de  (i  -h  x)", 

/.      V       »             'i  t          ,       n( n  —  i)  ,  .  ,      « 

fi^x)  —  boX"-h  -  biX^-^-\ 6, X'*-* -+-... -T-  bnX^; 

nous  pouvons  écrire  ce  polynôme  sous  la  forme  condensée 

/{x)^{x-hby\ 
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en  ayant  toujours  le  soin  de  tenir  compte  de  V exposant  zéro 
de  b  et  du  nombre  correspondant  b^. 

On  voit  immédiatement  que  ladérivée/'(a:)  du  poljnôme/(j:) 
peut  s^écrire  symboliquement 

/'(j7)u^/i(ar-4-6)''-i, 
et,  par  suite,  on  a  pour  la  dérivée  d'ordre  />, 

Exemple  /.  —  Si  l'on  suppose 

u  féà  {x -¥  a)'* y         v^{X'^by\ 

et  si  Ton  considère  Texprcssion 

y  =  uV*  —  u'  v'^-^  -h  u'  v^-^  -h . . .  -f-  (  —  I  )«  a«  t^, 

dans  laquelle  les  exposants  sont  dos  indices  de  dérivation,  la  fonction  y  est 
indépendante  de  x.  (Halphen) 

On  voit,  en  effet,  que  la  dérivée  j^' est  nulle;  on  obtient  la  valeur  dej', 
en  remplaçant  x  par  o,  ce  qui  donne 

y  's^  n\{a  —  b)'^. 
Plus  généralement,  considérons  le  polynôme  homogène 

f{^^y)=  boanx^'yo-^  -  ^,a«_,a7«-'j^ 

n(n  —  r)  .  ,    ^  ,  « 

H btan^ix'^-^y^  —  . .  .^  bnaox^y"; 

nous  pouvons  l'écrire  sous  la  forme  symbolique  condensée 

en  supposant  que  Ton  remplace,  après  le  développement  du  se= 
cond  membre,  les  exposants  de  a  et  de  6  par  des  iudices.  On 
trouve,  comme  précédemment, 

Oy  ^  ^  ^ 

On  peut  donc  appliquer  à  un  polynôme  s)^mbolique  les  procédés 
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ordinaires  de  dérivation;  d'ailleurs,  on  peut  considérer  des  poly- 
nômes contenant  un  nombre  quelconque  de  variables  et  de  sym- 
boles, tels  que 

Lorsqu'un  polynôme  y(x),  a  une  seule  variable,  n'est  pas  homo- 
gène, on  peut  toujours  l'écrire  sous  la  forme  homogène /*(j:,j'); 
il  suffit,  dans  les  résultats,  de  remplacer  ensuite  j^  par  i;  cette  re- 
marque s'applique  d'ailleurs  aux  polynômes  contenant  un  nombre 
quelconque  de  variables.  Ainsi  les  propriétés  des  formes  homo- 
gènes s'appliquent  aux  polynômes  symboliques. 

Nous  avons  supposé  que  Ton  peut  représenter  par  une  lettre  le 
symbole  d'une  suite  de  quantités  données;  inversement,  on  peut 
calculer  successivement  les  termes  d'une  suite  définie  par  un 
symbole.  Soit,  par  exemple,  une  suite  donnée 

(a)  «Oï  ^1?  ^2*   '  •  "  ^ni  •  • .  « 

on  peut,  de  bien  des  manières  différentes,  calculer  des  suites  de 
nombres  qui  dépendent  des  nombres  de  la  suite  (a). 
Posons,  par  exemple, 

(I)  bn^(a-^iy», 

c'est-à-dire 

,  n  n(n       i) 

1  1.2 

Nous  allons  montrer  que  l'on  peut  introduire,  dans  la  relation  (i). 
une  variable  quelconque  z]  en  effet,  ^o\i  f{x)  un  polynôme  quel- 
conque 

nous  avons,  d'après  la  formule  (i). 

bn     ^{a   -+-I)", 
b„-i<é:f(a   -Hi)«-S 


bi     <i^(a    -r  i)*, 
^i      h^  (a    -h  i)S 

bo        hù:f    «ot 
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En  multipliant  respectivement  ces  égalités  par/>0)  P\j  fit  •*•)/'/< 
et  en  ajoutant,  il  vient 

Cette  relation  subsiste,  quelle  que  soit  la  fonction  entière /(j*). 
Nous  pouvons  donc  écrire  les  égalités 

/'(6)^/'(a  +  i), 


? 


» 


en  les  multipliant  respectivement  par 

*'     "iV     ^'     3l'      ""     n\' 

il  vient,  en  ajoutant  et  en  tenant  compte  de  la  formule  de  Ïay- 
LOR,  l'égalité  symbolique 

Ce  procédé  d'extension  d'une  égalité  symbolique  s'applique 
évidemment  à  une  fonction  d'un  nombre  quelconque  de  variables 
et  de  symboles.  Ainsi,  dans  la  formule  précédente,  on  pourra 
supposer  que  z  représente  un  symbole  au  lieu  d'un  nombre. 

Non  seulement  les  formules  symboliques  déterminent  des 
nombres  par  des  relations  avec  des  nombres  donnés  à  l'avance, 
mais  elles  peuvent  servira  déterminer  les  termes  successifs  d'une 
suite  inconnue.  Ainsi,  par  exemple,  la  formule 

pour/i>i,  en  supposant  Bo=^i,  B|  = ,  permet  de  déler- 

rainer  successivement  des  nombres  B2,  B3,  13^,  .. .,  et  ainsi  indé- 
finiment; nous  verrons  plus  loin  que  ces  nombres  sont  fort  impor- 
tants dans  les  développements  de  l'Arithmétique  et  de  l'Algèbre  ; 
on  les  appelle  nombres  de  Bernoulli.  Nous  devons  ajouter  que, 
pour  la  simplification  des  raisonnements  et  des  formules,  il  nous 
a  paru  indispensable  de  modifier  légèrement  les  notations  ordi- 
naires de  ces  nombres. 

E.  L.  —  I.  i4 
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122.  Du  symbole  exponentiel.  —  Au  lieu  de  mettre  en  évi- 
dence, dans  le  développement  de/(x),  les  coefficients  du  binôme, 
on  peut  y  mettre  telle  suite  régulière  ou  irrégulière  de  coefficients 
donnés  à  Tavance;  ainsi,  par  exemple,  nous  pouvons  toujours 
écrire  un  polynôme /(x),  de  degré  n,  sous  la  forme 

f{x)  =  ao  -f-  -;  T  4-  ^  X'  +  3-]  ar»-l-  . . .  -i-  ^1  ^''. 

Nous  désignerons  ce  polynôme  par  la  notation  condensée  exp  ax, 
que  nous  appellerons  la  forme  symbolique  exponentielle.  Nous 
allons  d'abord  donner  les  dérivées  successives  d'un  polynôme 
écrit  sous  cette  forme.  Soit  donc 

En  supposant  le  polynôme  développé  et  en  prenant  la  dérivée,  on 
vérifie  immédiatement  que  l'on  a 

f  (x)<^  a*  c\p  ax, 
et,  en  général, 

Le  développement  de  la  puissance  d'un  binôme  peut  s'écrire 

sous  la  forme  exponentielle  ;  ainsi,  si  l'on  désigne  par/?/i  le  nombre 

des  arrangements  simples  de  p  lettres  prises  n  k  n,  c'est-à-dire 

si  l'on  pose 

Pn  =  p{p  —  I)  ...(/>  —  /n- 1), 

on  a  la  formule 

(1  -^  x)p  ^  t\p  p  X ', 

on  a,  de  même,  pour  d'autres  valeurs  de  l'exposant, 

(i  -\-  x)*!  ^é^  t\p  qx\ 
(i  -^xy  ^  exp  rx\ 

supposons  r=ip-\'q\  la  formule  du  binôme  de  Vandermonde 
peut  s'écrire  sous  la  forme  condensée 

(»)  rn'^i.p-^qY; 

et,  par  suite, 

(2)  exp/?a:  X  exp^a7^exp(/?-4-y)a:. 
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D'ailleurs,  puisque  les  développements  des  biDÔmes  de  Newtok 
et  de  Vandermonde  ne  reposent  que  sur  la  règle  des  exposants,  à 
savoir 

il  en  résulte  que  l'identité  (2)  subsiste  pour  deux  poljnômes  ex- 
ponentiels quelconques,  e^^px  et  exp^x,  et  que  le  produit  de 
ceux-ci  est  un  polynôme  exponentiel,  exp  rXj  dont  les  coefficients 
se  déterminent  par  la  formule  (i). 

Le  théorème  précédent  s'applique  au  produit  d'un  nombre 
quelconque  de  polynômes  exponentiels,  et  ainsi 

exp  (aar).exp  (ôa:).exp  (ca?)  «die  exp  (a  -h  6  -h  c)x, 
expaor.  exp  bx .  exp  ex .  ex^dx^  exp  (a-h  b  —  c  -+-  rf)ar. 

Cependant,  on  doit  observer  que,  si  deux  polynômes  deviennent 
identiques,  on  n'a  pas  le  droit  d'écrire 

(exp  axy^  exp  lax; 

mais  il  faut  calculer  les  coefficients  b  du  carré  de  la  forme  c\pax, 
par  la  relation 

en  considérant  d'abord  comme  distincts  a  et  a',  et  en  remplaçant 
ensuite,  dans  le  résultat  final,  a"  et  a'"  par  a,,. 

123.  Problème  des  rencontres.  —  Nous  appliquerons  les  mé- 
thodes du  calcul  symbolique  à  plusieurs  problèmes  sur  les  per- 
mutations et,  en  particulier,  au  célèbre  problème  du  chevalier 
deMoNTMORT,  traité  par  EuLER,  et  connu  sous  le  nom  àe problème 
des  rencontres.  Il  s'agit  de  déterminer  le  nombre  des  permuta- 
tions de  n  éléments 

ai,    aj,     . . . ,     Gnj 

dans  lesquelles  aucun  élément  n'est  placé  à  un  rang  égal  à  son  in- 
dice. Ce  problème  revient  évidemment  à  déterminer  le  nombre 
des  permutations  figurées  (problème  des  tours,  n°  43),  dans  les- 
quelles il  ne  se  trouve  aucun  élément  sur  l'une  des  diagonales, 
telle  que  aa!  {Jig*  68). 
Désignois  par  Q,|  le  nombre  des  permutations  dans  lesquelles 
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aucun  élémeat  n'est  à  son  rang  naturel,  et  par  P„  le  nombre 
total  n]  des  permutations.  Soît  b  l'une  des  (n  —  i)  positions  de  la 
tour,  sur  la  première  colonne,  la  case  a  du  coin  étant  exceptée, 
d'après  l'hjpothèse.  Nous  devons  considérer  deux  cas,  suivant 
que,  dans  la  ligne  inférieure,  il  y  a  une  tour  b'  symétrique  de  b  par 
rapport  à  la  diagonale  na',  ou  en  une  autre  position  quelconque  c. 
Dans  le  premier  cas,  en  supprimant  les  ligues  et  les  colonnes  con- 

Fig.  6B. 


{■roblême  de^ 


tenant  b  et  b',  il  reste  un  ensemble  de  cases  qui  correspond,  dans 
la  question  présente,  à  un  échiquier  de  (n  —  2)  cases  de  côté. 
Dans  le  second  cas,  échangeons  les  colonnes  contenant  b  et  c; 
alors  c  vient  en  a,  et  b  sur  une  case  non  située  sur  la  diagonale; 
par  suite,  en  supprimant  la  première  ligne  et  la  première  colonne, 
il  reste  une  solution  sur  l'écbiquier  de  (h  —  1)  cases  de  côté;  on  a 
donc  la  relation  de  récurrence 


(') 


Q«  =  {/i 


..)(Q„_,  +  Q„_,| 


On   trouve  ainsi  successivement,  pour  les   premières  valeurs 
de  n, 

"   \o,     I,     2,     3,    .1,      5,       6,         7,  8, 

Q„|i,    o,     I,     a,    ;j,     44,     a65,     iSJ^,     ii833. 

On  observe  immédiatement,  pour  les  premières  valeurs  de  n, 
en  divisant  chaque  nombre  Q  par  le  précédent,  la  loi  suivante 
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nous  allons  démontrer  que  celle  relation  est  générale.  En  eflfcl,  si 
xlans  la  relation  (i)  nous  changeons  n  en  (n  -\-  i),  il  vient 

Q/i-Hi  =  /i(Q/i-+-Q/i-i); 
en  retranchant  de  la  précédente,  on  trouve 

Q«4.i  =  (/i-4-i)Q„-^(-i)«-^>; 

c'est  précisément  la  relation  (2),  dans  laquelle  on  remplace  // 
par(/i-Hi).  Ainsi,  cette  formule  est  générale.  En  divisant  ses 
deux  membres  par  P,,=  /i!,  nous  avons 

si  l'on  fait  successivement  /i  ^  2,  3,  /{,  . . .,  et  si  Ton  ajoute  les 
égalités  obtenues,  il  vient 

Q  «  _    I 1^       j_  _        ^  (  — iv^ 

La  méthode  précédente  ne  diffère  de  la  solution  donnée  par 
EuLER  que  par  la  forme  géométrique  (*).  Nous  exposerons  une 
autre  méthode  fondée  sur  le  calcul  symbolique;  cette  solution, 
très  remarquable  par  son  élégante  simplicité,  est  due  à  M.  Neu- 
BERG  (voir  Mathesis,  t.  I,  p.  25). 

Considérons  Tensemble  de  toutes  les  permutations,  c'est-à-dire 
de  toutes  les  solutions  du  problème  des  tours,  en  nombre  P/,.  Parmi 
celles-ci,  le  nombre  des  solutions  ne  contenant  aucun  clément  à 
son  rang,  c'est-à-dire  aucune  tour  sur  la  diagonale,  est,  par  défi- 
nition, égal  à  Q„.  Le  nombre  des  solutions  contenant  une  seule 
lour  sur  la  diagonale  est,  comme  on  le  voit  en  supprimant  la 
ligne  et  la  colonne  contenant  cette  tour,  /iQ,i_|.  En  général,  le 
nombre  des  solutions  qui  contiennent/?  tours  sur  la  diagonale  est 


(*)  Recherches  sur  une  nouvelle  espèce  de  carrés  magiques  {Mémoires  de  la 
Société  des  Sciences  de  Flessingue,  t.  IX;  1779).  —  A  propos  de  la  relation  (a  ), 
EuLER  ajoute  :  «  Mais  je  dois  avouer  que  je  n'ai  trouvé  la  propriété  de  déterminer 
chaque  nombre  par  le  seul  précédent  que  par  induction,  et  je  ne  vois  pas  trop 
bien  comment  on  pourrait  la  déduire  de  la  nature  de  la  série.  »  Cette  difficultéi 
signalée  par  Euler,  a  été  résolue  par  M.  Neuberq. 
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égal  au  produit  de  Qn-p  p^i*  1^  nombre  des  manières  de  placer 
p  objets  sur  n  cases,  ou  le  nombre  Q  des  combinaisons  de  n  ob- 
jets pris  p  k  p.  Enfin  le  nombre  des  solutions  contenant  n  tours 
sur  la  diagonale  est  i  ;  |)ar  conséquent ,  en  posant  convention- 
ncllement  Qo=  i,  on  a 

1  i .  À 

ou,  symboliquement, 

ainsi,  les  symboles  P  et  (Q4-1)  sont  équivalents  dans  les  for- 
mules algébriques;  on  a  donc,  avec  une  variable  x,  Tidentité 

vl  en  supposant  x  ^=  —  i ,  il  vient 

Plus  généralement,  si  Ton  désigne  par  A^  le  nombre  des  airan' 
gemcnls  simples  de  m  éléments  pris  n  à  n  et  par  B^  le  nombre 
des  arrangements  discordants  avec  un  arrangement,  c'est-à-dire 
des  arrangements  tels  qu'aucun  des  éléments  n'occupe  la  même 
place  que  dans  l'arrangement  donné,  on  a  encore  les  formules 
suivantes,  indiquées  par  M.  Neiberg  : 

Vj, %A-(i  -  uy,  iiNcc       ti,,  --.  Bï,-^p; 

B7;i^(i  -^')^  "        ^v  -  A ;;,--';,; 

Bïi  ^  n  î  e\p(—  «•  ),  >  IV,,  -  GJrJ;,. 

Après  le  développement  des  seconds  membres,  on  doit  rem- 
placer les  exposants  de  w,  r,  iv  par  des  indices,  puis  Wy,,  r^,  Wp 
par  les  valeurs  indiquées,  C  désignant  des  combinaisons  simples. 

Exemple  /.  —  Développer  l'expression  (Q»:  V,,)  c"  produit  continu. 
On  déduit  des  formules  (1)  et  {'à) 

Qn  _  <V_i       _  Q«  _  _  . 


CHAPITRE    X1I1.    —    LE    CALCUL    SYMBOLIQUE.  ai5 

par  suitCf  en  remplaçant  successivement  n  par  2,  3,  . . .,  az,  et  en  multi- 
pliant, membre  à  membre,  les  égalités  obtenues,  il  vient 

Q«  _  1     3    9    44  ^n 

P„       2*3'8*4'>  <>/»-(- 1)'*' 

Ce  calcul  a  été  indiqué  par  M.  Hermès  {Archives  de  Grunert). 

Exemple  II.  —  Problème  des  ménages,  —  Des  femmes,  en  nombre  /i, 
sont  rangées  autour  d'une  table,  dans  un  ordre  déterminé;  on  demande 
quel  est  le  nombre  des  manières  de  placer  leurs  maris  respectifs,  de  telle 
sorte  qu'un  homme  soit  placé  entre  deux  femmes,  sans  se  trouver  à  cùté 
de  la  sienne? 

Le  problème  revient  évidemment  a  déterminer  le  nombre  des  permuta- 
tions discordantes  avec  les  deux  permutations 

I,     2,     3,     4,     ...,     (n  — 1),     /?, 
*»     j^     jjf     jj     ...,  /*,  I, 

c'est-à-dire  à  déterminer  le  nombre  des  manières  de  placer  n  tours  sur 
l'échiquier,  de  telle  sorte  que  ces  tours  ne  soient  pas  mutuellement  en 
prise,  et  ne  se  trouvent  pas  situées  sur  les  cases  de  la  diagonale  ascen- 
dante ^  ,  ni  sur  celles  de  la  parallèle  immédiatement  au-dessus,  ni  sur  le 

coin  inférieur  à  droite. 

Nous  ne  connaissons  aucune  solution  simple  de  cette  question,  dont 
l'énoncé  donne  lieu  à  Tétude  du  nombre  des  permutations  discordantes 
de  deux  permutations  déjà  discordantes  et,  plus  généralement,  du  nombre 
des  permutations  discordantes  de  deux  permutations  quelconques. 

124.  Des  permutations  figurées,  symétriques  par  rapport  à  une 
diagonale  de  Fèchiquier.  —  Nous  commencerons  par  déterminer 
le  nombre  D,,  des  permutations  qui  sont  symétriques  par  rapport 
à  la  diagonale  ao!  (Jïg,  69).  Deux  cas  peuvent  se  présenter,  suivant 
que  la  tour  placée  dans  la  première  colonne  est  au  coin  a  de  la 
diagonale,  ou  en  fr,  case  quelconque  de  cette  colonne  autre  que  a. 
Dans  le  premier  cas,  en  supprimant  la  ligne  et  la  colonne  qui  con- 
tiennent a,  il  reste  un  échiquier  de  (/i  —  i)  cases  de  côté.  Dans  le 
second  cas,  à  la  tour  b  correspond  nécessairement  la  tour  b\  sy- 
métrique par  rapport  à  la  diagonale.  En  supprimant  les  lignes  et 
les  colonnes  qui  contiennent  b  et  fr',  il  reste  un  ensemble  de  cases 
que  l'on  peut  considérer  comme  celles  d'un  échiquier  de  (/i  —  2) 
cases  de  côté;  mais  b  peut  occuper (/?  —  i)  places.  On  a  donc  la  re- 
lation de  récurrence 

(0  ^,1^  D;,_, -f-(/i-i)D«_j, 
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OU,  en  posant  Dn  =  u,,^  el  en  changeant  n  en  («H-  i), 
et,  en  général, 

Un  trouve,  par  an  calcul  direct,  les  valeurs  suivantes  : 

n  I  o,     I,    a.    3,      4,      5,      6,        7,     ■  8,     ...; 
D„  I  I,     I,     3,    4.     10,     a6,    76,    33ï,    764,     .... 

La  relation  (1)  ne  permet  pas  d'obtenir  facileinent  Dn  en  fonc- 
tion de  n  ;  mais  on  y  parvient  de  la  manière  suivante.  Lorsque,  dans 
une  solution  quelconque  D„,  symétrique  par  rapport  à  la  diago- 
nale aa',  on  échange  les  colonnes  contenant  deux  positions  symé- 
triques, telles  que  b  et  b',  et  qu'on  fait  la  même  opération  pour 
tous  les  couples  de  positions  symétriques,  on  replace  toutes  les 
tours  sur  la  diagonale  aa'.  On  voit  donc  que  le  nombre  des  solu- 
tions, dans  lesquelles  toutes  les  tours,  à  l'exception  de  deux,  sont 

Fig.  69. 
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situées  surla  diagonale,  est  le  nombre  des  combinaisons  simples  C,^  ; 
on  voit  ensuite  que  le  nombre  des  solutions  dans  lesquelles  toutes 
les  tours,  à  l'exception  de  quatre,  sont  situées  sur  aa',  est 

1.2   "  "  ' 
puis  on  reconnaît  que  le  nombre  des  solutions  dans  lesquelles 
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loules  les  tours,  à  l'exception  de  six,  sont  situées  sur  la  diago- 
nale aa'j  est 

et  ainsi  de  suite.  On  a  donc 

D»  =  I  +  I  C«  +  -L  C«  Cî_,  +  -L.  CJ  C,î_,  C'_,  .- . . .. 

I  1.!a  I.^.J 

c'est-à-dire 

D„   =  IH H ; 

n(n  —  ï)(/i  —  a)(/t— 3)(/f     -4)(/<  — ">) 

2.4.0 

ou  encore,  sous  forme  symbolique  exponentielle, 

Dn's^cxpax,         avec        ap—-~  • 

125.  Des  permutations  figurées  qui  sont  symétriques  par  rap- 
port aux  deux  diagonales  de  l'échiquier.  —  Nous  observerons 
d^abord  que  toute  solution  symétrique  par  rapport  aux  deux  dia- 
gonales est  symétrique  par  rapport  au  centre  ;  inversement,  toute 
solution  symétrique  par  rapport  au  centre  et  à  Tune  des  diago- 
nales Test  aussi  par  rapport  à  fautre  diagonale.  Il  suffit  donc  de 
considérer  l'échiquier  pair  de  2/1  cases  de  côté,  et,  si  l'on  désigne 
par  B  le  nombre  des  solutions,  on  a 

Il  existe  nécessairement  une  tour  sur  la  première  colonne;  si  on 
la  suppose  en  un  coin,  a  ou  b  {fig*  70),  il  en  résulte  la  position 
d'une  seconde  au  coin  opposé  a  ou  b'.  Mais  si  l'on  suppose  la 
tour  de  la  première  colonne  à  une  case  b  {fig*  71)  distincte  d'un 
coin,  il  en  résulte  la  position  de  trois  autres  tours  en  6',  c,  c.  Donc, 
en  supprimant  les  lignes  et  les  colonnes  qui  renferment  des  tours, 
il  reste,  dans  le  premier  cas,  un  échiquier  de  {in — 1)  cases  de 
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côté,  et,  dans  le  second,  ud  ensemble  de  cases  que  l'on  peut  con- 
sidérer comme  un  échiquier  de  (in —  i)  cases  de  côté;  mais, 


dans  le  second  cas,  b  peut  occuper  (11 /i  - 
la  relation  de  récurrence 


)  positions.  On  a  donc 


pu 

■■ 

m 

m 

^s- 

H 

K 

i 

■ 

Sifà 
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1 

■ 

w 

1 

1 

IB 

■■ 

i 

Sa. 

iS» 

On  trouve  ainsi,  pour  les  premières  valeurs  de  H,  les  nombres 
suivants  ; 


126.  Des  permutations  figurées  qui  sont  symétriques  par  rap- 
port A  une  diagonale  et  qui  n'ont  aucune  tour  sur  cette  diago- 
nale. —  Nous  désignerons  par  T„  le  nombre  des  solutions  pour 
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i'échîquier  de  n  cases  de  côté;  il  est  évident  que  le  problème  ne 
comporte  aucune  solution  pour  n  impair;  d'autre  part,  on  voit  fa- 
cilement, par  la  considération  de  la  Jîg.  69,  que  Ton  a 

par  suite, 

Tj„  =  1 . 3 . 5 . . . (  9.  w  —  i), 
et 

Nous  avons  obtenu  précédemment  (n°  124)  le  nombre  D«  des 
permutations  figurées  qui  sont  symétriques  par  rapport  à  une  dia- 
gonale. En  appliquant  le  raisonnement  de  M.  Neuberg  (n^  123),  au 
cas  qui  nous  occupe,  on  trouve  la  formule  symbolique 

D'»çAo(T-f-i)«, 
et,  par  suite  (n°  121  ), 

T"%Ao(D  — i)". 

127.  Des  permutations  figurées  qui  sont  symétriques  par 
rapport  au  centre  et  qui  n'ont  aucune  tour  sur  une  diagonale.  — 
Désignons  par  S„  le  nombre  cberché  pour  l'échiquier  de  n  cases  ; 
on  a  d'abord,  pour  l'échiquier  impair, 

l^orsque  le  côté  2/1  de  l'échiquier  est  pair,  on  a  trois  cas  à  con- 
sidérer : 

I**  La  tour  de  la  première  colonne,  à  gauche,  est  au  coin  qui  ne 
fait  pas  partie  de  la  diagonale  considérée  /  ;  alors,  en  suppri- 
mant les  bords  de  l'échiquier,  il  reste  un  échiquier  de  (2/1 — 2) 
cases  de  côté;  on  a  ainsi  S2/1-2  solutions. 

2^  La  tour  a  de  la  première  colonne  n'étant  pas  dans  un  coin 
peut  occuper  (2/1  —  2) places;  s'il  existe,  dans  la  ligne  inférieure, 
une  tour  a!  symétrique  de  a  par  rapport  à  la  diagonale  ^,  la  sup- 
pression des  lignes  et  des  colonnes,  contenant  a,  a!  et  les  cases 
symétriques  par  rapport  au  centre,  donne  un  ensemble  de  cases 
qui  correspond  à  l'échiquier  de  (2/1  —  4)  cases  de  côté;  on  a  ainsi 
{in  —  '^)S2/i_4  solutions. 

3°  La  tour  est  en  a  et  la  tour  de  la  ligne  inférieure  n'est  pas  la 
symétrique  de  a  par  rapport  à  la  diagonale;  alors  on  échange  les 
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deux  colonnes,  comme  au  n"  123,  ainsi  que  les  colonnes  symé- 
triques par  rapport  au  centre,  et  Ton  supprime  les  bords  de  l'échi- 
quier; il  reste  alors  un  échiquier  de  (2/1  —  2)  cases  de  côté  ;  d'ail- 
leurs a  peut  occuper  (a/i —  i)  places.  On  a  donc 

Si„  =  (a/i  —  2)  S,„_,-+-  (2/1  —  'à)  S,„_v. 

Par  la  méthode  de  M.  Neuberg,  on  trouvera,  comme  au  n®  123, 
ridentité  symbolique 

Gi/»%A^(S«-M)«,        avec        So  =  i,        Go  =  i, 

dans  laquelle  G2/1  désigne  le  nombre  des  permutations  figurées  qui 
sont  symétriques  par  rapport  au  centre  de  l'échiquier  (n"  43, 
Ex,  II),  Ainsi  les  symboles  G*  et  (S^-j-  i)  sont  équivalents,  et 
l'on  a 

ou,  en  se  reportant  à  la  valeur  de  G2//, 

Sj,,  =  !i«/l! 2'»-l(/l  —  Ijî  -r-.  .  .  -r-  (-- l)«  ; 

d'ailleurs,  on  a  encore 

Gj^^a^P,,,        et        S^"^{iV  —  \Y. 

128.  Des  permutations  figurées  qui  sont  symétriques  par  rap- 
port aux  deux  diagonales  de  l'échiquier  et  qui  ne  contiennent 
aucune  tour  sur  une  ou  deux  diagonales.  —  Nous  désignerons 
respectivement  par  U«  et  par  ¥„  les  nombres  des  permutations 
qui  ne  contiennent  aucune  tour  sur  une  diagonale,  ou  sur  deux 
diagçnales,  dans  l'échiquier  de  n  cases  de  côtés.  On  a  d'abord 

En  se  servant  des  méthodes  employées  précédemment,  on  ob- 
tient les  formules  de  récurrence 

Ujrt  =  Uj„_jH-  (2/1  —  2)U,«.t, 
Vj,i  =  (2/1  — 2)Vj„_4, 

d'où  l'on  déduit 

\,,n       =  2. G.  10.  .  .(4/1  — 2), 
V^w+i  =  o. 
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ParranalysedeM.NEUBERG,  on  obtient  les  identités  symboliques 

Bî/ifcA,(U*-+-i)», 

L'î^^â^CB»  — i)«, 

et  aussi 

yî/i^(V«-i-i)«, 

V««%Arf(U»— 1)«; 
cnBn,  par  comparaison  avec  les  précédentes, 

lîn   résumes  les  permutations  figurées  étant  désignées  par  les  notations 
suivantes 

Pn  permutations  figurées; 

Gn  symétriques  au  centre; 

I)/i  symétriques  à  une  diagonale; 

lift  symétriques  aux  deux  diagonales; 

R„  symétriques  par  rotation  d'un  quart  ; 

on  forme,  pour  les  premières  valeurs  de  /i,  le  Tableau  : 


o 

P„- 

G«. 

I^v 

B„. 

K- 

1 

I 

I 

1 

I 

l 

1 

I 

I 

I 

1 

2 

'À 

2 

2 

0 

3 

G 

'À 

4 

2 

0 

4 

24 

8 

10 

6 

2 

5 

120 

8 

26 

6 

2 

6 

720 

48 

7O 

20 

0 

7 

5o4o 

48 

232 

20 

0 

8 

4o320 

384 

764 

76 

12 

9 

3  62880 

384 

2620 

76 

12 

10 

36  28800 

384o 

9496 

3l2 

0 

II 

399  16800 

3849 

35696 

3l2 

0 

12 

479001600 

46080 

140132 

i384 

120 

On  peut  facilement  déterminer  le  nombre  des  solutions  primordiales, 
en  ne  considérant  pas  comme  distinctes  les  solutions  que  l'on  peut  déduire 
d'une  première  par  rotation  de  l'échiquier  pour  un  ou  deux  quarts  de  tour, 
ou  par  symétrie  par  rapport  à  l'une  des  médianes,  ou  à  l'une  des  diagonales 


•>.2'>. 
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de  réclliquicr.  Nous  dési^^nerons  par  la  lollre  grecque  correspondante  le 
nombre  des  solutions  primordiales  de  chacun  des  groupes  précédents. 

En  exceptant  l'échiquier  d'une  case,  toute  solution  bisymétrique  soit 
par  deu\  diagonales,  soit  par  rotation  d'un  quart  de  tour,  donne  une  autre 
solution:  on  a  donc 

Toute  solution  monosy  métrique  y  c'osl-à-dire  symétrique  par  rapport  au 
centre  ou  par  rapport  à  une  seule  diagonale,  en  produit  trois  autres;  mai$ 
on  doit  tenir  compte  des  solutions  bisvmétriques:  on  trouve  ainsi 

Ci*  qui  détermine  Y/i>  un  a  ensuite 

Si  S;,  désigne  le  nombre  des  permutations  primordiales  qui  ne  présentent 
aucun  caractère  de  symétrie,  on  a.  puisque  chacune  d'elles  en  donne  huit. 


et  umsi 


8a;, -î-  4  o„  -^  4 Y„ --  4  3„^-  ac„  =  P„, 
8a„-P„-B„-G,,-n„. 


Ënfm)  le  nombre  total  7/»  des  solutions  primordiales  est 

^/l  =  Œ/i  -r-  ?«  -T-  Y"  "^  ^«  -r-  ?/*  • 

On  forme  ainsi,  pour  les  premières  valeurs  de  n  le  Tableau  suivant 


»«• 

S.. 

1 

r«- 

?«. 

0 

«ï»- 

0 

0 

0 

I 

1 

3 

O 
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0 
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2 

4 

I 
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0 

3 

I 

/ 
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9 

10 

0 

3 

1 

23 

6 

70 

•28 

7 

10 

0 

ii5 
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571 

106 

7 

10 

0 

694 

8 

4820 

344 

•  74 

38 

6 

5282 

9 

4467O 

1272 

38 

6 

46066 

10 

4  50824 

4592 

882 

0 

4  56454 

11 

49  80274 

17G92 

882 

i56 

0 

49  99004 

12 

598  347^8 

69384 

11144 

692 

60 

599  16028 

Il  nous  reste  à  donner  les  valeurs  numériques  des  solutions  qui  corres- 
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pondent  aux  premières  valeurs  de  n  pour  les  permutations  restreintes, 
c'est-à-dire  des  permutations  figurées  qui  n'ont  aucune  tour  sur  Tune  des 
diagonales,  ou  sur  les  deux.  Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  déterminer 
les  nombres  des  solutions  primordiales  correspondantes. 

Q„  permutations  figurées  simplement  restreintes; 

Srt  symétriques  au  centre  et  restreintes  par  une  diagonale  ; 

Trt  symétriques  et  restreintes  par  une  diagonale; 

Urt  symétriques  aux  deux  diagonales  et  restreintes  par  l'une  d'elles; 

V/,  symétriques  et  restreintes  pour  les  deux  diagonales. 


0 

Qn. 

s.. 

T 

u«. 

V.. 

[ 

I 

1 
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I 

I 

G 

0 

0 

0 

0 

1 

I 

I 

1 

1 

0 

3 

2 

0 

0 

0 

0 

4 

9 

5 

3 

3 

2 

0 

44 

0 

0 

0 

0 

G 

265 

29 

i5 

0 

7 

i854 

0 

0 

0 

0 

8 

14833 

233 

io5 

25 

12 

9 

I  33496 

0 

0 

0 

0 

lO 

i3  34961 

•2329 

9i5 

8[ 

0 

II 

14684570 

0 

0 

0 

0 

12 

176214841 

279Î9 

10395 

1 

33i 

120 

Exemple  I.  —  Déterminer  le  nombre  des  permutations  figurées,  symé- 
triques par  rapport  à  une  diagonale  de  l'échiquier,  et  n'ayant  aucune  tour 
sur  l'autre  diagonale. 

Exemple  II.  —  On  considère  la  suite 

I,     I,     2,     8,     5o,     iiSf     ..., 
dans  laquelle  uq  =  Ui  =  ly  et 

Un  =(2/1  — I)  Un^i  —  {n  —  l)  Itrt-t  ; 
démontrer  que  l'on  a 

2'»art  =14-1.  Ci  -H  1.5.  CJ  4-1.5.9.05 -h 

(Stlvester). 
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CHAPITRE  XIV. 


SOMMATION  DES  PUISSANCES  NUMÉRIQUES. 


Nous  exposerons  dans  ce  Chapitre  les  principaux  résultats  sur 
le  Calcul  des  sommes,  que  l'on  appelle  improprement  Calcul  in- 
çerse  des  différences.  Ce  calcul  a  pour  but  de  déterminer  la 
somme  des  valeurs  numériques  que  prend  un  polynôme  donné, 
lorsque  Tony  remplace  la  variable  par  des  nombres  en  progression 
arithmétique.  En  particulier,  ce  calcul  donne  la  somme  des 
puissances  semblables  des  termes  d^une  progression  arithmétique  ; 
plus  particulièrement,  il  donne  la  somme  des  puissances  sem- 
blables des  nombres  entiers. 

La  somme  des  carrés  des  premiers  nombres  entiers  était  connue 
d'ARCHiMÈDE,  qui  en  a  fait  Papplication  à  la  détermination  du  vo- 
lume de  la  pyramide  et  de  Taire  du  segment,  dans  la  parabole  et 
dans  la  spirale.  On  la  trouve  aussi  dans  les  ouvrages  des  géomètres 
(le  rinde,  et  dans  le  Liber  Quadratorum  de  Fibonacci.  Les  géo- 
mètres indiens  ont  encore  donné  la  somme  des  cubes  des  n  pre- 
miers nombres,  au  moyen  d'une  méthode  fort  originale  que  nous 
avons  développée. 

Le  second  procédé  de  sommation  est  celui  de  Fermât;  il  est  gé- 
néral. Pour  trouver  la  somme  des  valeurs  numériques  que  prend  un 
polynôme  y{x)  lorsque  Ton  remplace  la  variable  x  par  des  entiers 
consécutifs,  Fermât  développe  le  polynôme  f{x)  suivant  une 
somme  algébrique  de  factorielles  dont  les  facteurs  représentent 
des  suites  d'entiers  consécutifs  (n°  102),  telles  que 

j™,     x(x-^\),    x{x -\-\){x -^-i),     x{x -r-\)(x -\- i){x-^Z),     ...; 

ce  procédé  est  le  plus  simple  et  le  plus  rapide,  puisqu'il  ne  sup- 
pose que  la  théorie  de  la  division  algébrique.  En  appliquant  à  ce 
procédé  la  formule  d'interpolation  de  Newton  (n**  108),  on  obtient 
facilement  le  développement  de  f{x)  en  somme  de  factorielles 
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consécutives,  et  ainsi,  au  moyen  des  formules  du  n°  37,  on  peut 
calculer  rapidement 

s/(^),    2:2/(07),    2SV(^).. 

pour  des  valeurs  entières  et  consécutives  de  x^  en  progression 
arithmétique.  Nous  développons  plus  loin,  au  n°  137,  la  théorie 
générale  de  ce  procédé. 

Le  troisième  procédé  a  été  exposé  par  Pascal,  dans  son  Traité 
de  la  Sommation  des  puissances  numériques.  Il  consiste  à  cal- 
culer successivement,  par  récurrence,  les  sommes  des  puissances 
semblables  des  termes  d'une  progression  arithmétique  au  moyen 
de  toutes  les  sommes  des  puissances  dont  les  exposants  sont  plus 
petits.  C'est  le  procédé  qui  est  habituellement  employé  dans  tous 
les  cours  de  Mathématiques;  cependant,  bien  que  nous  Payons 
beaucoup  perfectionné,  il  est  notablement  inférieur  au  procédé 
de  Fermât,  et  à  celui  de  Jacques  Bernoulli,  dont  nous  allons 
dire  quelques  mots.  • 

La  somme  des  puissances  semblables,  d'exposant  /?,  desx  pre- 
miers termes  d'une  progression  arithmétique  est  un  polynôme  de 
degré  (/i-Hi),  en  x^  ainsi  qu'on  le  déduit  immédiatement  des 
deux  procédés  que  nous  venons  d'indiquer  \  mais,  si  l'on  met  en 
évidence,  dans  le  développement  de  ce  polynôme,  les  coeffi- 
cients de  la  puissance  correspondante  du  binôme,  on  parvient  à 
la  connaissance  d'une  suite  unique  de  nombres,  que  l'on  appelle 
nombres  de  Bernoulli,  qui  se  reproduisent  pour  tous  les  expo- 
sants. Ce  fait  remarquable  permet  alors  d'établir  des  formules 
générales  pour  les  somnialions  des  puissances  numériques. 

Enfin  nous  rappellerons  le  procédé  indiqué  par  Abel,  qui  donne 
lieu  à  des  formules  Intéressantes;  mais  c'est  un  procédé  détourné 
cjuc  nous  avons  expliqué  au  n°  Lli  i^Ex,  7). 

129.  Sommation  des  carrés  et  des  cubes.  —  Nous  désignerons 
par  Sj,  S2,  S3, ...  les  sommes  des  n  premiers  nombres  entiers,  de 
leurs  carrés,  de  leurs  cubes,  ....  Pour  obtenir  la  somme  des  carrés, 
on  part  de  l'identité 

Ci)  n'^=  {n  —  \)n-\- n\ 

«i  l'on  y  remplace  successivement  n  par  1 ,  2,  3,  . . . ,  /?,  et  si  l'on 
E.  L.  —  L  i5 
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fait  la  somme  des  égalités  obtenues,  il  vient  par  la  formule  de 
soiiiniation  des  facturielles  -'n"  37) 

Sj—  î(/i  —  I)  /i(/i  -r-  I  »  -T--}-n(/i-t-i); 

en  simplifiant,  on  trouve  la  formule  déjà  obtenue  (n"  39) 

Sj=  \n{n  -f-i)(';i/i  -f-i). 

Pour  avoir  la  somme  des  cubes,  multiplions  le  premier  membre 
el  le  dernier  lerme  de  lïdcntilé  (i  )  par  /i,  et  le  premier  terme  du 
second  membre  ])ar  {n  -  \  i ,  afin  d'introduire  des  faclorielles: 
il  eu  résulte  Tidentité 

(  A  )  n}--\n  —  1)// <  //  -f- 1  i  -  /i  ; 

si  Ton  j'  rt'mplaee  successivement  n  par  i ,  2,  v^,   ...,//,  et  si  Ton 
fait  la  somme  des  égalités  obtenues,  il  vient 

K\\\  remplaçant  n{ji  --  i)par  -.iSi,  et  i //  —  1)  /î-:-ii)  par  (aSi  — 2), 

Eremplc  I.  —  On  parlajie  la  suite  des  iioml)res  impairs  en  groupes  con- 
tenant respectivement  1,  -jt,  3 p  termes;  trouver  la  somme  des/»  termes 

(in  j;roupe  de  ranj; />. 

Le  groupe  de  ran^ />  est  une  prop^ression  arithmétique  de  raison  1,  con- 
tenant/>  termes  et  dont  le  premier  a  pour  expression 

I -+- ,1     ou     p-  —  />-f-i; 

•2  "^ 

la  somme  des  termes  de  ce  groupe  est  donc  égale  à  p^.  Celte  propriété  a 
été  indiquée  par  NicoMAQiK.  de  Gérase  uoo  ans  environ  après  J.-C).  Par 
suite,  la  somme  de-^  n  premiers  cubes  vaut  la  somme  des  Si  premiers 
nombres  impairs,  nombre  é^al  à  celui  des  termes  des/;  premiers  groupes; 
ainsi,  encore,  on  démontre  que  S3  =  »,  S|^'. 

Exemple  II.  ■-  On  partage  la  progression  arithmétique  commençant 
par  I  et  de  raison  1^7  — ■>)  en  groupes  contenant  respectivement    i,  a,  3, 

4 p  termes;  ln>u\er  la  somme  des  termes  du  groupe  de  rang/>  et  la 

somme  des  termes  des  n  premiers  groupes. 

On  trouve,  pour  le  groupe  de  rang/?, 

,                ,.KP  —  \"^pip-^\'^ 
p^-^iq-  a)- ^-^^ ; 

par  conséquent,  si  Ton  fait  la  somme  de  tous  les  termes  renfermés  dans 
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lc<  n  premiers  groupes  (leur  nombre  est  égal  au  polygonal  de  q  côtés 
dunlle  rang  est  le  n'*''""  triangulaire  Sj),  on  obtient  le  carré  de  ce  trian- 
gulaire Si.  augmenté  du  triangulo-triangulaire  de  rang  {n  —  i)  multiplié 
par  Z{q  —  4)*  En  d'autres  termes, 


["_(iLtl)]V3(,-4)^- 


{n  —  I W/ ( /i-f-  I )( /î  -+-  'x) 


J .2.3.4 


Le  théorème  précédent  est  une  interprétation  d'un  passage  obscur  de 
Fermât,  qui  se  trouve  à  la  suite  de  la  proposition  27,  livre  II,  de  l'Appen- 
dice de  Baciiet  aux  nombres  polygonaux  (voir  notre  Mémoire:  Sur  un 
théorème  de  V Arithmétique  indienne^  publié  dans  le  Bullettino  di  Bi- 
bliografia,  t.  IX;  Rome,  187G). 

Exemple  IIL  —  On  partage  la  progression  arithmétique  commençant  par  i 
et  de  raison  4»  qui  produit  les  nombres  hexagonaux,  en  groupes  contenant 
respectivement  1,  3,  5,  7,  ...  termes;  trouver  la  somme  des  termes  du 
groupe  de  rang/?. 

Ce  groupe  est  une  progression  arithmétique  de  raison  4»  contenant 
^p  —  i)  termes,  dont  le  premier  est 

1  -^- 41. />  —  •)-; 

par  conséquent,  la  somme  des  termes  de  ce  groupe  est 

[i-h4(/>  —  \Y-\-i(ip  —  2)l(9./>  —  II.    OU    {ip  —  \y. 

On  en  déduit  que  la  somme  des  n  premiers  cubes  impairs  est  égale  au 
nombre  hexagonal  de  rang  /i',  c'est-à-dire  à  /i'(2/i^ —  1}. 

Exemple  IV.  —  On  partage  la  suite  des  nombres  entiers  en  groupes 
contenant  respectivement  i,  2,  3,  4?  •••  termes;  démontrer  que  la  somme 
des  termes  renfermés  dans  les  n  premiers  groupes  de  rang  impair  est 
égale  à  n>. 

Exemple  V.  —  Pour  quelle  valeur  de  x  la  somme  des  carrés  des  (/i  -h  i) 
entiers  consécutifs,  dont  le  dernier  est  x^,  vaut-elle  la  somme  des  carrés 
des  n  entiers  suivants;  quelle  est  cette  somme? 

On  doit  poser 

=  (:rH-  i)2-T-(a?-+-  2)*-T-. .  .-T-(a--T-  w)^ 
c'est-à-dire 

p=\  p=l\ 

d'où  l'on  lire 

X  =  in{n  ■+- 1); 

la  somme  de  ces  carrés  est 

(l2/l*4-I2/l-+-l)St. 
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130.   Sommation  des  bicarrés.  —  Reprenons  ridentilé 

n^  =  {n  —  i)/i(/i  -h  i)-h  /i; 

multiplions  par  n  le  premier  membre  et  le  dernier  terme  du  second 
membre,  et  par  (n  4-2) —  2  le  premier  terme  du  second  membre, 
afin  d'ublenir  des  factorielles  ;  il  vient 

n'*  =  {n  —  i}n(n  -h  i)(/i  -4-  2) — '2(71  —  i)/i(/i-r-i)-+-  /t*. 

Remplaçons  successivement  n  par  i,  2,  3,  . . .,  /i,  et  ajoutons 
les  égalités  obtenues;  nous  avons 

S4  =  -i-(/i  —  i)/i(/i-T-i)(/i-l-2)(/i-h3)  — ^(/i  — i)/i(/n-i)(/i-h'2)-hSj; 

remplaçons  n(n  -\-  1)  par  2Sj,  et  (n  —  i)(/i  H-  2)  par  (281  —  2),  il 
vient  tout  de  suite 

et  encore,  en  remplaçant  (4 /i  -4-  2)81  par  6 82, 

5S4=S,(6Si— 1;. 

La  première  des  deux  formules  précédentes  a  été  donnée  par  Fermât 
dans  sa  lettre  à  Roberval  du  4  novembre  i636  :  a  Si  vous  multipliez  le 
quadruple  du  plus  grand  nombre  augmenté  de  2  par  le  carré  du  triangle 
de  ce  nombre,  et  si  du  produit  vous  retranchez  la  somme  de  leurs  carrés, 
vous  obtiendrez  la  somme  quintuple  de  leurs  quatrièmes  puissances.  11 
semble  que  Baciiet,  dans  son  Traité  des  Multangulis,  n'a  pas  voulu  tâter 
ces  questions,  après  avoir  fait  celle  des  carrés  et  des  cubes.  Je  serais  bien 
aise  que  vous  vous  exerciez  pour  trouver  la  méthode  générale,  pour  voir 
81  nous  nous  rencontrerons.  » 

Avant  Fermât,  la  somme  des  n  premiers  bicarrés  a  été  donnée  par  le 
médecin  Djamchid  ben  Mas'oud,  qui  prit  part  à  la  rédaction  des  Tables  as- 
tronomiques  d'OuLOUG-BEG.  On  lit  dans  un  manuscrit  conservé  au  British 
Muséum f  daté  de  iSSg  (997  de  l'hégire),  un  passage  qui  a  été  traduit 
ainsi  :  «  Si  nous  désirons  connaître  la  somme  des  bicarrés,  nous  retran- 
chons I  de  la  somme  des  premiers  nombres  et  nous  prenons  constamment 
le  cinquième  du  reste;  nous  l'ajoutons  à  la  somme  desdits  nombres  et  nous 
multiplions  ce  qui  en  provient  par  la  somme  des  carrés  des  mômes  nombres.  » 
On  a  donc 

s»=(^+s,)s„ 

formule  équivalente  à  celle  du  texte,   et  préférable  dans  Tapplicatloo  à 
celle  de  Fermât,  puisqu'elle  donne  le  quotient  de  S^  par  S^. 
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Cependant,  c'est  a  Fermât  que  Ton  doit  le  principe  de  la  méthode  gé- 
nérale pour  trouver  les  sommes  des  puissances  semblables  des  nombres  en- 
tiers. Il  dit  encore,  dans  la  lettre  que  nous  venons  de  rappeler  :  ail  faut, 
étant  donné  un  nombre,  in  progressione  naturali,  trouver  la  somme 
non  seulement  de  tous  les  carrés  et  cubes,  ce  que  les  auteurs  qui  ont 
écrit  ont  déjà  fait,  mais  encore  la  somme  des  carré-carrés,  des  carré- 
cubes,  etc.,  ce  que  personne  que  je  sache  n'a  encore  trouvé,  et  pour- 
tant cette  connaissance  est  belle  et  de  grand  usaf^e,  et  n*estpas  des  plus 
aisées;  fen  suis  venu  à  bout  avec  beaucoup  de  peine,  » 

Exemple  I.  —  La  somme  alternée  des  carrés  des  2/1  premiers  nombres 
impairs  est  égale  à  — S/i^. 

Exemple  //.  —  On  partage  la  suite  des  nombres  impairs  en  groupes 
tels  que  le  n'*^™*"  groupe  ait  (i -i- 5» -+- 3 -f-. .  .-^/i)  termes;  la  somme  des 
lermes  de  ce  groupe  est  égale  au  produit 

(I  -h2H-3  -f-...-t-  /2)(l2H-22-+-32-f-...-l-  n«). 

Exemple  III .  —  On  partage  la  suite  des  nombres  impairs  en  groupes 
tels  que  le  /i'*™"  groupe  ait  an  termes;  la  somme  des  termes  de  ce  groupe 
est  a'/i'. 

Exemple  IV.  —  La  somme  des  /i*  nombres  entiers,  qui  suivent  les  n 
premiers,  est  double  de  la  somme  des  n  premiers  cubes. 

Exemple  V.  —  On  partage  la  suite  naturelle  des  nombres  en  groupes 
tels  que  le  /i'*'™"  ait/>«  termes;  la  somme  des  termes  de  ce  groupe  est 

Exemple  VL  —  Si  l'on  fait  de  même,  pour  la  suite  des  nombres  im- 
pairs, le  groupe  de  rang  n  a  pour  somme 

pn-^\(  pft^  pn-\  .  ..  7) 

Exemple  VU,  —  On  partage  la  suite  des  nombres  impairs  en  groupes 
consécutifs  comprenant  chacun  un  même  nombre/?  de  termes.  Quels  sont 
les  groupes  dont  la  somme  est  un  carré? 

Ceux  dont  le  rang  est  la  somme  de  deux  carrés  consécutifs. 

Exemple  VIII.  —  Si  l'on  partage  la  suite  des  cubes  en  groupes  consé- 
cutifs tels  que  le  /t'*'"®  renferme  n  termes,  la  somme  des  termes  du  /i'*""* 
groupe  est 

;/l3(/l2-H|)(/i5-f-3). 


/^  •'  »*    :  \  êiïïl*   % 


«.  .  -1 


^'/*//'/r^^  /^  -    '  ^  u.»   '.•*  *ïw-  îS"^  t»*  mur  muttr     n 


/f/  •  /  f/^f  •  fU*  fi  |/M  f#<M  M  fê^whtt  »  itti^f^'tfh  ^«t  QD  carré, 
f  «  •  f  iifiti»  t  •  ii*  t  ffi  t$l  fti'ttiti-%  <|iii  ^tt i-f.i-Af.nX  v>Dt  dos  à  M.  dc  Rooqcigm 

/  thtufifr    i  //        On  I  tiiiuitUtr  \t*%  tU'MX  suites  des  n  premiers  nombres 

I             *.                1.               ..     (n  —  'i),     {n  —  i).     A, 
M      \  H       i),    t  n       M !),  a,  i; 

ntt  iMithl|ihi'  I  Ih«i|imi  ifiiiiit  ilo  lu  |ii'iMiii(^rt*  |inr  le  terme  placé  au-<]essoos. 
I  A  4iMMMh'  •It»  )iiiiiluii«  nliiiMniH  o«l  rKitlr  an  /i'«n«  nombre  pyramidal. 

»»  \\  \  w  \  o 

»^     o  w     «»  *^     o  o     o 

»*    **    »^  <^    o    o  o    o     o 

o     o     o    ^^  o    o     o    o 

o    o    o    o    o 

>'  ^'•-      •.^"    V»*  .»     "  rt-^  .    '  ,  1  ■  ,•  I  ;    ,'..-   *  t     fV.  -•  .   f»a    iai5«Bi  U 

î         t  »   —   .  .       w.. 


-     ^ '^    '  ■  ■   V  ■ -^   ■      r..V->^     -  -Oîm     rrî»lî  ""-Sphi 


12 
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Exemple  XTV. —  Si  Ton  fait  la  somme  des  boulets  contenus  dans  les  n 
premières  piles  triangulaires,  en  groupant  les  tranches  de  même  rang,  à 
partir  du  haut,  on  trouve  (n°  38) 

i./i(/i  -+-i)-+-a(/i—  i)/i-f-...-4-(/i  — i).a.3-+-/i.i.2= 

Exemple  JCV.  —  En  opérant  de  même  sur  les  piles  à  base  carrée,  on  a 
(n«>38) 

i.«*-H!i.(/i—  i)2-^3.(/i  —  iy  -\-...-i-{n  —  l).2*-H/l.I*=  

Exemple  A'Vf.  —  On  considère  les  deux  suites 

i«,  9* (n  — 1)«,     n\ 

n^y    (n  — 1)«,     ...,  2«,  i*; 

on  multiplie  chaque  terme  de  la  première  par  le  terme  placé  au-dessous; 
la  somme  des  produits  obtenus  est 

Exemple  JCVII.  —  Même  question,  en  remplaçant  les  n  premiers  nom- 
bres entiers  parles  n  premiers  nombres  impairs. 
On  trouve 

Exemple  JCVIII. —  Dans  un  jeu  de  dominos  jusqu'au  double  /i,  on  rem- 
place le  domino  (a,  b)  par  aP-\-  bP\  trouver  la  somme  des  points  obtenus 
après  cette  transformation? 

Considérons  les  arrangements  complets  des  nombres o,  i,  2,  . . .,  /i,  pris 
deux  à  deux,  rangés  comme  dans  la  table  de  Pythagore  ;  remplaçons  chaque 
nombre  a  par  aP\  en  faisant  la  somme,  par  lignes  ou  par  colonnes,  on 
trouve  (2/1  -+-2)  fois  la  somme  S^  des  puissances  d'exposant/?  des  n  pre- 
miers nombres;  ajoutons  deux  fois  la  somme  Sp  pour  les  doubles.  Les 
dominos  ayant  été  comptés  deux  fois,  la  somme  cherchée  est  égale  à 
(n-i-2)Sp. 

Mêmes  questions,  en  remplaçant  le  domino  {a,  b)  par  (a -h  6)/^,  ou 
encore  par  (ab)P, 

Exemple  JCIA'.  —  La  somme  des  n  premiers  triangulaires  de  rang  pair 
a  pour  expression 

-J-/i(/i-M)(4n  -i-5). 

131.  Méthode  indienne.  —  Considérons  la  Table  démultipli- 
cation coDtiniice  jusqu'au  produit  de  n  par  n\   la  somme   des 
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pour  le  développement  de  Sy,_|.  Mais  on  doit  constater  ce  fait 
rc ma rq noble f  que  si  l'on  passe  de  la  somme  S/,_i  à  la  somme  Sp, 
pour  l'exposant  suivant,  il  suffit  d'ajouter,  aux  équations  (2),  une 
nouvelle  équation 

tout  en  conservant  les  précédentes;  on  n'a  qu'un  seul  nouveau 
coefficient  By,  à  calculer.  On  a  donc  le  théorème  suivant  (  *  )  : 

*S7  ron  désigne  par  B^,  B,,  B^,  ...  une  suite  de  nombres 
déterminés  successivement  par  des  équations  de  la /orme 

(3)  (B-^i)«—  B«^o, 

avec  les  conditions  initiales  B^  =  i ,  B|  =  —  j,  et  pour  /i  >  1 , 
on  a  r identité 

(4)  /?S,,_,%A-(j--r-B)/'— Bp. 

Les  coefficients  B  ont  été  appelés  par  Euler  les  Nombres  de 
Bcrnoulli ;  pour  la  somme  des  puissances  des  x  premiers  nom- 
bres, on  remplace  B|  ==  —  ^  par  B,  =  +  ^.  D'ailleurs,  puisque 
^2p-i  est  divisible  par  S3  et,  par  conséquent,  par  x^^  les  nombres 
de  liernoulli  d^ indice  impair  sont  nulsy  à  V exception  de 
jji  —  -4-  ^. 

De  la  formule  (4),  ou  lire 

cette  formule  permet  de  déterminer  Sp  par  voie  d'intégration,  en 
calculant  chaque  fois  la  constante  B^  par  l'une  ou  l'autre  des  con- 
ditions S;,=  I  pour  X  =  '2,  et  Sy,=  o  pour  x  =  i . 


(  *  )  Ce  théorème  a  été  donné  sous  une  forme  difTérente  par  Jacques  Bernoulli 
(  Ars  conjectandi,  1713);  la  formule  (4)  a  été  indiquée  par  Moivre  dans  ses 
Miscellanea  analytica,  mais  aussi  sous  une  forme  différente.  Nous  devons  faire 
observer  que,  pour  la  simpliûcation  des  formules  de  cette  théorie,  nous  avons  dû 
modifier  les  diverses  notations,  employées  jusqu'ici,  des  nombres  de  Bernoulli. 
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On  trouve  ainsi,  pour  les  premières  valeurs  de/?, 

Si   =   i  071  qz  i  a-, 

S,  =   \  x^  rr.  J  x^  H-   J  X, 

S*  =  i  ^'  =  i^'  -^  î  ^'  -  3-0  ^» 

Se  =  -l  x"^  -^^x^  -h  i  j-5  —  1  x'—  V*-  X, 
S7   =  A  ar8  :i,j  i  a;^  -^  J-  x6  —  _?-  a;^  -f-  /^  a?*, 

Ss    --    i   .r9   —  i  J^8    -r-    f    ar7    -  -j^5  5r5-H    |    x' -  3L  a*, 

Su   —  _L  :rio  —  1.  :r9  -;-   1  zr» L  j»6  _i-  J.  :r* 3    yî 

Su  =  :j»j  J-»*^  J  xi»  -t-  ;  J  ario—  -y.  3^8-^  -M-  ar6  —  Y  ^*-^  û  ^-• 

Le  signe  —  se  rapporte  à  la  somme  des  puissances  des  (x  —  i) 
premiers  entiers  et  le  signe  -f-  à  celle  des  puissances  des  x  pre- 
miers. 

Mais,  pour  de  plus  grandes  valeurs  de  />,  il  est  préférable  de 
développer  la  formule  (4)  en  mettant  en  évidence  les  coefficients 
du  binôme  et  les  nombres  bernouUiens,  qui  ont  été  calculés  par 
M.  Adams  jusqu'à  B|24.  Quant  aux  nombres  B,  leur  calcul  le  plus 
rapide  se  fait  au  moyen  des  formules  données  dans  le  numéro 
suivant,  ou  encore  par  l'emploi  du  beau  théorème  de  Clausen  et 
de  Staudt,  qui  sera  énoncé  et  démontré  au  Livre  UL 

135.  Nombres  de  Bemoulli.  —  On  a,  pour  les  premiers  nombres, 
les  valeurs 


Bg   —  —  :;- >  Bio  =  -f-:77.  » 


3o'  *"  GG 


=u-Z 


Bi4=-h->  Bie= 7 


3r>i7 


6* 


DIO 


9 


n  '746ti  p  .   8545x3 

^  8553io3  ^j  23749461029 

6  070 


B, 

I 

42 

Bi,: 

G91 
2730  ' 

Bu 

B« 

_   236  364  091 
2730 

R«.. 

86i584i  276005 

I>30 

'     14322 
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Ces  noinl)res  jouent  un  1res  grand  rôle  dtans  l'Analyse  mathéma- 
tique; nous  allons  donner  ([uel([ues  autres  formules  importantes. 
Désignons  pary(jr)  un  polynôme  entier  quelconque 

et  reprenons  Tidentité  symbolique 

si  nous  y  remplaçons  successivement  n  par/>,  [p  —  i),  •  •  • ,  3,  2,  1 , 
et  si  nous  ajoutons  les  égalités  obtenues,  après  avoir  multiplié 
respectivement  par  r/©,  ^/| ^/>-i?  il  vient 

C'est  V identité  symbolique  fondamentale  pour  le  calcul  des 
nombres  bernouUiens.  Si  l'on  suppose  successivement  que  J{x) 
représente 

{ix—i)P,     j*(j"-H  n. .  .(X -H/>  I,     {x  —  \)x.  ,,{x  -^p  —  \)^ 

on  trouve,  en  faisant  ensuite  x  =  o,  les  formules  de  récurrence 

(•2B  -r- 1)/'—  (aB  — iy%fie'i/'(  — i)/'-S 

{  p  -^  \){\l  —  \){\\  -T-'l).  .  .{H  -r-  p)^  p\. 

(./>-}-  I)  B(B  -7-1).  ..(B  ^-/>  —  i)      %Ûrf— (/;  —  I)!. 
Si  l'on  suppose  encore 

pour  />    et   (<7  —  1)   entiers   et   positifs,   l'identité    fondamentale 
donne  la  relation 

B/'(B  -4-  i)'/—  B'/(  B  —  xy-^  o. 

Cette  formule  présente,  pour  le  calcul,  l'avantage  de  ne  pas  con- 
tenir tous  les  coefficients  B,  mais  seulement  ceux  dont  l'indice 
est  compris  entre  ^p^q  et  B^,  en  supposant  Q  <iP'  Elle  a  été  in- 
diquée par  Sterîj  {Journal  de  Crelle,  t.  81,  p.  216);  la  démon- 
stration précédente,  qui  la  rattache  à  notre  identité  fondamentale, 
a  été  donnée  par  M.  Radicke  {Journal  de  Crelle,  t.  89,  p.  aSy). 
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Exemple  I.  —  Démontrer  la  formule 

Exemple  II.  —  Démontrer  la  formule 

B/'CB -+- i)7(B -f.  aKCB -+- S)***,  B'(B  -  i)''(B  —  2)7(B  —  3)/', 

dans  laquelle  />,  q  —  i,  r  —  i,  5  —  i  sont  des  entiers  positifs. 
On  pose  dans  l'identité  fondamentale 

f(x)  =^xP(x-^i)'i(X'h  lyix-h  3)*; 

on  remplace  ensuite  x  par  —  i ,  —  a,  —  3,  et  l'on  fait  la  c  des  éga- 

lités obtenues. 

On  peut  trouver  des  formules  analogues  pour  les  sommes  S. 

Exemple  III.  —  L'identité  fondamentale  (i)  peut  être  généralisée.  En 
effet,  on  peut,  avec  les  notations  des  différences  et  des  différentielles, 
récrire  sous  la  forme 

en  supposant  Ix  =  i]  de  même,  par  l'introduction  d'une  autre  variable  j-^ 
et  pour  des  accroissements  de  x  et  dey  égaux  à  i, 

et  ceci  s'applique  à  un  nombre  quelconque  de  variables.  H  ne  faut  pas  ré- 
duire les  B  avec  les  B',  les  B",  . ..;  mais,  lorsque  le  développement  sym- 
bolique du  premier  membre  sera  effectue,  on  remplacera  les  exposants 
de  B,  B',  B",  ...,  par  des  indices.  On  obtiendra  ainsi  des  relations  conte- 
nant les  produits  deux  à  deux,  trois  à  trois,  ...  des  nombres  de  Ber- 
soiLLi  (Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences;  Paris, 

Nous  allons  encore  démontrer  la  formule  générale 

(..)  .AB^-hS)+/(Bx)^a.'/(B), 

d.ins  laquelle  on  remplace,  après  développement,  les  exposants 
de  13  et  de  S  par  des  indices. 

En  effet,  considérons  le  polynôme  en  y 

E.  L.  —  1.  iG 
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si  roii  fait  la  somme,  on  obtient  une  première  expression 

yP  _     _ '  —l .     — : . 

Ce  résultat  subsiste  lorsque  l'on  remplace  y  par  une  quantité 
sj^mbolique,  et,  par  exemple,  par  ISfx,  en  désignant  par  B'  les 
nombres  bernoulliens  ;  mais,  si  l'on  se  rappelle  que  (B-f- 1)**  —  B* 
s'annule  pour  nZ>i  et  devient  l'unité  pour  ai  =  i,  Texpression 
précédente,  où  l'on  remplace  y  par  Bx,  devient  xBp;  on  a  donc 

(3)  {Bx)P---{Bx-^i)P^. ..      {Bx-\-x  —  i)P^xBp, 
et,  par  l'emploi  du  symbole  S, 

(4)  {Bx-r-S)P'r-  {Bx)p^xBp; 

d'où  l'on  déduit  ensuite  la  formule  (2). 

En  particulier,  pour  x  =  •>.,  la  formule  (3")  devient 

(5)  (aB-T-i)/'H-(2B)/'%A#aBA'; 

par  conséquent,  les  nombres  de  Bernoulli  vérifient  la  relation 

(6)  /(aB  -r-  I)  -r-/('2B)ç^2/(B). 

136.  Formules  générales  de  sommation.  —  Soient /(x)  un  po- 
lynôme quelconque  et  F(x)  le  polynôme  intégral,  l'identité  fon- 
damentale du  numéro  précédent  peut  être  écrite  ainsi 

/(^)ç^?  F(x  -H  B  -H  I  )  —  F(:r  4-  B). 

Si  l'on  remplace  successivement  x  par  o,  1,2,  . ..,  (x  —  i),  et  si 
l'on  fait  la  somme  des  égalités  obtenues,  il  vient 

/(o;4-/(n-r-/(2)-f-...-=-/(^-i)*^F(-^-^B)-F(B). 

En  se  servant  des  notations  du  Calcul  intégral,  on  a  la  formule 
symbolique  suivante,  dont  l'application  est  très  facile, 

(I)  2   /^^)^J         A^)dx. 

X  =  0 

Pour  obtenir  les  sommes  de  deux  en  deux,  nous  reprendrons  la 
forn\ule 

(jT-i-B  -7-1)/' — {X-^B)PtJi:f  pxP-^. 
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Si  l'on  remplacer  par  ^x,  il  viral,  ou  mulliplianl  par  'iP. 

(x  — aB  —  a)/'—  «.r—  2B  U'i-Va/^x/»-» 
et,  par  suite, 

F(x-T-aB  -T-2)  — Fiy  —  2B)«d^2/(.rV 

Remplaçons  successivement  x  par  i,  3,  5,  ...,  «  _>. j-  —  O:  en 
ajoutant  les  égalités  obtenues,  il  vient 

y(  l)  -f-/(3)-f-/(5)H-.  .  .-r-f{lX—  \)^{F{1X  -r-  '2  B  -1-  V)  —  ^F(2B  H-  I  : 

On  a  de  même 

/(0)-+-/(2)-H/(4)-T-...-r-A2J'-9.)%A,-J.F(.2X-4-2B)-.iF(2B^. 

Par  le  même  procédé,  on  trouvera  les  sommes  de  3  en  3 

de  r  en  r,  . . .,  et  Ton  généralisera  la  formule  (  i  '. 

137.  Extension  de  la  méthode  de  Fermât.  -  Soit  f{x)  un  po- 
lynôme en  X  de  degré  n.  la  formule  d'interpolation  de  Newtok 
conduit  à  Tidentité 

/(^)=/(o)-^— ,^ -, Y-i—, 'l-T^^-- 

On  développe  ainsi  y  (j:)  en  une  somme  alj;ébrique  de  facto- 
rielles;  si  l'on  remplace  x  par  des  nombres  en  progression  arith- 
métique de  raison  A,  on  trouve  par  Tapplication  de  la  formule 
qui  donne  la  sommation  des  factorielles  (n®  37)  la  somme  des  va- 
leurs que  prend  le  polynôme  fix)  pour  des  valeurs  de  x  en  pro 
grcssion  arithmétique. 

Mais  le  résultat  est  lui-mêine  un  polynôme  de  degré  (//  4-  i)  dé- 
veloppé en  une  somme  algébrique  de  factorielles,  et  Ton  peut  bii 
appliquer  la  formule  fondamentale  iiidicpiée  par  Fermât;  par  con- 
séquent, on  pourra  trouver,  d'une  manière  simple  et  générale,  la 
valeur  de  l'expression 

pour  des  valeurs  de  x  égales  aux  termes  successifs  d'une  progres- 
sion arithmétique . 
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Soit,  en  particulier, 


f{x)  =  ar»,         Aar  =  A  =  I        et        a?©  =  o, 


on  a 


(i)        ar»  =  0?  Ao"  H ^^ A«o'»-i ^: ^A'o" 


1.2 


1.2.3 


par  suite,  en  désignant  par  S„  la  somme  des  puissances  /i^^""  des 
{^x  —  i)  premiers  nombres  entiers,  on  a 


x{t — i^  x(t — OCa-  — 9.).,   „ 

S„  =  -— ^ Ao"  H A«  o« 


{^) 


1.2  1.2.3 

x(x — i)(a?  —  2)('.^  —  3) 


1.2.3.4 


A»o'»  -H 


Cette  formule  montre  que  S/,  est  un   polynôme  en  x  de  degré 
(/H-i),  divisible  par  x{x  —  i),  et  dont  le  premier  coefficient 

est (n**  133).  La  formule  (2)  n'est  qu'une  transformation 

d'une  propriété  d'un  tableau  de  sommes  (n®  75). 

D'ailleurs ,  si  l'on  prend  le  coefficient  de  x  dans  le  développe- 
ment de  la  formule  qui  précède  ,  on  exprime  les  nombres  de 
Bernoulli  en  fonction  des  différences  de  x"^  pour  x  =  o',  on  a 
ainsi 


(3) 


B«  -  - 


Ao'» 
2 


A»o" 
~3~ 


A'o'* 

"4" 


-r-C-O" 


A«o« 


n-hi 


Exemple  /.  —  Soit  à  calculer  83.  On  forme  le  Tableau 


A> 

A» 

1  A 

1 

x^ 

6 

6 

1 

1 

0 

12 

7 

I 

19 

8 
27 

x 


o 
f 

2 

3 


et  l'on  a 


_,        xix  —  î)         xix  —  \Mx  —  2)^       x(t — fV.r  — 2)('.r  —  3). 
S,  = 1  -; :^ 6  H rr-: 6. 


I  .2 


1  .2.3 


1.2.3.4 


En  simplifiant,  on  retrouve  le  résultat  connu.  Cette  méthode  parait 
moins  simple  dés  l'abord;  mais  elle  est  la  plus  commode,  lorsque  l'on  veut 
obtenir  les  sommes  successives. 


k 
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Exemple  II,  —  Trouver  la  somme 

i{ar  — i)5-h2(ar— a)'-l-3(a?  — 3)»H-  ...  -4- (a^  — 2)2»  H- (a?  — i)  i». 

138.  Sommations  saooessives  des  puissanoes.  —  Posons 

Si,„(a?)  =  i'»H-2'»-h3«-i-  ...  -4-a?'», 

en  désignant  par  n  un  entier  nul  ou  positif  ;  posons  ensuite 

Sj,«(ar)  =  Si,„(i)-l-S,,,i(2)-f-  ...  H-Si,„(ar), 

et,  en  général, 

S;H-i,w(a?)  =  Sp,rt(i)  -+•  Sp,„(2)  -h  . . .  -+-  Sp,„(ar); 

les  sommes  S|,„,  82,/!,  ...  correspondent  aux  sommations  suc- 
cessives. 

Nous  supposerons  Sq,©  -~-  '  î  ondi  d'ailleurs,  par  la  sommation 
des  factorielles  (n°  37), 

xix-Jfi)  ...  (x-^ p  —  \) 

^'  1 .  2 .  i  .  .  .  /> 

Nous  allons  calculer  S2,/ï;  pour  cela,  considérons  le  Tableau 

i» 

l'»-f-2'» 

I  » -h  2^* -h  3» 

I«-f-2«-h3»H-4'» 


r*  H-  2«  -h  3»  -^  4'*  -t- . . .  -i-  ^"  ; 


en  faisant  la  somme  par  colonnes,  on  obtient  pour  la  somme  des 
termes  de  la  colonne  de  rang  p 

(x  —  p-{-i)p^        ou        (a? -4-1  )/>'»  — />""•-*; 
donc,  en  faisant  le  total  de  toutes  les  colonnes,  on  a 

(  «  >  ^t,n  =  (x-hl)  Si,„  —  S,,„+l. 

Sous  forme  symbolique,  la  formule  précédente  peut  s'écrire 

S,,«^Sï(ir-M  — S|). 
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On  lrou\o.  par  induction,  la  formule  générale 

<■>')    S;,^i,„(./-.«^  -,  Sï[j-  — I  —  S,][x-f-2  — Si] ...  fj--+-/?  — Si], 

p  ' 

([ue  Ton  vérifie  a  posteriori  en  observant  que,  si  Ton  remplace  x 

par  ix  -r  »  )•  le  premier  membre  augmente  de 

et  le  second  devient 

-iy  Sï[j'-^2— S,|[x^  3-S,|...  [x-T-/>-^-i  — S,J. 

p  • 

et,  par  conséquent,  auj^mentr  dt* 

-  ]z    •  ^ï[-^-+-''-5il[j^-+-3-S,J  ....  [^-r-y>-S,l  : 

c'(»sl  précisémeni   ce  que  devienl   le   second  membre  de   la   f(»r- 
mule  (2),  quand  on  y  remplace  p  par  (/>  —  1  )  et  J?  par  (x  h-  i  ^ 

Exemple  I.  —  Calculer  les  valeurs  de  Sj,,,  pour  /i  —  1 ,  2,  3,  4- 
On  trouve  successivement 

Sî,i  -    \  .r(.r  -i-  I  »(  r-.    2), 

Sî,;  ~  iV  Ji-f^ -:- 1}- 'r  —  2), 

Sj,3  -^  -6Va^(.r- -nia^-f-  2)  (  jt^ -r- Ox  h-  3), 

Sî,4  --  io  ^(J'  r  n- <.r  -     2)  (2j:*  -t-  4*^  —  i^- 

Pour    plus   de  détails,    voir  nos   articles   du'  Messenger    of 
Mathematics,  intitulés  :  On  the  Development  of  l    _1  -z)     '" 
a  Séries  et  On  the  successive  S  animations  (Cambridge,  18  7-). 

139.  Extension  de  la  méthode  indienne.    -  Considérons  la  suite 
de  X  quantités 

^l  1         ^2  1         ^3 )  .    ■   .    .         Un  •  ....         Ux I 

formons  une  Table  de  multiplication  en  écrivant  successivement  les 
uns  au-dessous  des  autres  les  produits  des  termes  de  cette  suite 
par  ceux  de  la  suite 
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la  somme  des  termes  de  la  Table  sera  égale  au  produit  des  sommes 
Vx  et  \x  des  termes  des  deux  suites.  D'autre  part,  en  ne  prenant 
que  les/?  premiers  termes  du  Tableau  qui  se  trouvent  dans  la  ligne 
de  rang/?  et  les  (p  —  ^)  premiers  dans  la  colonne  de  rang/?,  on  a 
pour  leur  somme 

UpMp  -f-  Vp\}p  —  UpVp; 

par  suite,  en  faisant  la  somme  \]  de  ces  expressions  de  /?  =  i  à 
p  z:^  X,  on  a 

p:=X  p=X 

(l)  U jV.r  —^  ( UpMp  -f-  Vp\}p)  -h  2  UpVp  =  o. 

p=l  p=\ 

Considérons,  de  même,  une  troisième  suite  de  quantités 

IVi,       «>,  ,       fV3,        ...,       Wp,        ...,       Wx, 

et  plaçons  les  unes  au-dessous  des  autres  les  Tables  obtenues  en 
multipliant  tous  les  termes  de  la  première  Table  successivement 
par  tous  les  termes  de  la  troisième  suite  ;  nous  formons  ainsi  une 
Table  de  multiplication  à  trois  entrées,  et  Me  compartiment  de 
coordonnées  p,  q^  r  contiendra  le  produit  UpVqWr*  Cela  posé, 
considérons  successivement  les  cubes  ayant  à  partir  de  l'origine 
1,  2,  3,  ...,/?  unités  de  côtés,  et  clierclions  la  somme  des  termes 
qu'il  faut  ajouter  au  cube  de  rang  (p  —  i)  pour  obtenir  le  cube 
de  rang/?.  Nous  trouvons  facilement 

Mais  la  somme  des  termes  de  la  Table  est  égale  au  produit U.rVxWj; 
des  sommes  des  trois  suites  ;  on  a  donc  l'identité 

UxV;rW;^  -^{UpWpV^p   -+-   S^p^pl^p  -^  WplipWp) 

/      l  p=x  p=x 

^(M/>i'/»Wp-+-  VpWpHp  -^  ^pUp\p)—^^  UpVpWp  =  0. 

p=\  p=\ 

Dans  le  cas  où  les  trois  séries  sont  identiques,  on  a 
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Par  induction,  on  obtient  une  formule  générale,  qui  s'applique 
à  un  nombre  quelconque  n  de  suites,  dans  laquelle  on  aperçoit  les 
coefGcients  du  développement  de  (i  — x)"^ 

(3)       U«  —  Ci  SMpUJ-»  -+-  C*  Sa»  Uj»-»  -  . . .  -i-  ( -  i)"  X aj  =  o. 

Exemple  I.  —  Si  Ton  fait  Up  =  i  dans  la  formule  précédente,  et  si 
Ton  remplace  x  par  {x  —  i),  on  obtient  la  formule  équivalente  au  déve- 
loppement de 

(a?  —  I)»  -i-  (  S  —  i)"  —  S»  %â#  o  ; 

cette  formule  coïncide  avec  la  formule  (2)  du  n*^  i32. 
Exemple  II.  —  Si  Ton  suppose,  dans  la  formule  (i). 

Up  =  Vp  =p(p  -+- 1)  . . .  (/>  H-  ^  —  1), 
on  a,  par  la  sommation  des  factorielles, 


lî         p(p-^^)  .,,(p-^q) 

Vp  =    —  ; 


et,  par  suite, 

Jt=X 


{ip^q^  i)ul  =  — ^j ^-^  . 

Exemple  III ,  —  Si,  dans  la  même  formule,  on  suppose 

on  obtient  les  relations 

p=x 

p=i 

p=x 

>  ^^ il-  aP  —  a 

-^     PiP-^^)  x-^i 

p=i 

£n  particulier,  on  fera  dans  ces  formules  a  égal  à  |^,  j  ou  2. 

140.  Développement  du  produit  S^Sn  en  fonction  linéaire 
des  sommes  S.  —  Dans  les  formules  de  ce  numéro,  S^  désigne 
d'abord  la  somme  des  puissances  d'exposant  n  des  x  premiers 
nombres,  et  l'on  suppose  Bj  =  +^;  d'ailleurs  les  formules  obte- 
nues ne  contiendront  pas  B|,  de  telle  sorte  que  les  formules  auront 
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lieu,  quelle  que  soit  la  valeur  de  x.  Faisons,  dans  la  formule  (i) 
du  numéro  précédent, 

il  vient  la  formule  symbolique 

(0     S^wSa-t-S^j+ntAjS"*  ^^ -^— — h  S"  -—— 

Nous  avons  ainsi  exprimé  S^  S/,  en  fonction  linéaire  des  sommes 
S  (n®  102),  et  l'on  voit  que  Bj  n'entre  pas  dans  cette  formule.  En 
supposant  m  =  n^  on  a 

(2)         — - —  SJ  =  811,4-1  -+■  CJ+,  BsSsD-i  H-  CJ+iB4S,„_3  -+-... 

Exemple  I.  —  En  supposant  n  égal  à  i  ,2,  3,4 .  . . .  ,  on  trouve  succes- 
sivement 

S,  =  S3, 

S4  =  5  S9  -t-  8  S7  —  16  S5, 


Inversement,  on  obtient  les  formules 


283=  28Î, 

285=38|-8î, 

287  =  485  — 38|-i-Sî, 

28o=58î-^85--VSî-VSî, 


Exemple  IL  —  Il  résulte  immédiatement  de  la  formule  de  Bernoulli 
(n**  134)  que  les  rapports 

X  x^ 

ont  respectivement  pour  valeurs 

B/,    et     — - —  Bsp-s, 

pour  X  =  o.  8i  Ton  introduit  ces  résultats  dans  toutes  les  formules  qui 
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contiennent  S,  on  obtient  des  formules  correspondantes  pour  les  nombres 
bernoulliens.  En  particulier,  la  formule  (  1 1  donne 

B,;,+„«di-B'" ^- B« , 

/t  -h  I  ni-r-  \ 

en  supposant  Bj  -_  o.  On  ne  réduit  pas  les  B  avec  les  B';  mais,  après  le  dé- 
veloppement du  second  membre,  on  remplace  les  exposants  de  B  et  de  B' 
par  des  indices.  Pour  /n  -  i  et  /i  =  (ay?  —  i),  on  a 

{xp  —  i)Bj;,-^  (B  -T-  B')»A'cj\eo. 

Cette  formule  donne  une  relation  du  second  degré  entre  les  nombres  de 
Bkrnoulli.  Elle  a  été  publiée,  sans  la  forme  symbolique,  par  M.  Woron- 
TzoFP,  dans  les  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques  (t.  XV,  jan- 
vier 1876),  et  par  M.  Le  Paige,  AdiUsXcs  Bulletins  de  l'Académie  de  Bel- 
gique (t.  XLf,  mai  1876). 

Exemple  III,  —  Au  moyen  de  la  formule  (2),  on  peut  exprimer  le  pro- 
<Iuit  S/;,SnS|,  en  fonction  linéaire  des  sommes  S.  On  a  ainsi,  en  particulier, 

4(SiV=  385^83, 
I2(8j)^  —  1680 —  58^-4-  85. 

Voir  dans  les  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques  (2*  série,  t.  X)un 
article  de  M.  Amigues. 

141.  Somme  alternée  des  puissances  des  nombres  entiers.  —  Si 
Ton  désigne  par  x  un  nombre  pair,  on  a  les  formules 

Multiplions  par  iP  tous  les  termes  de  la  seconde  égalité,  retran- 
chons ensuite  de  la  première,  et  posons 

(i)  iP-^  —  2/»-*-+-  3p-»  — . . .  -^  (J7  —  \)P-'^  =  2p-i, 

avec 

(2)  2(1  -  2/')B;,  =  Gp; 

il  vient  la  formule  symbolique 

(3)  2/>X/,_i^(     iK^j'-f-G)/'—  Gp. 

Ainsi,  comme  dans  le  développement  de  Sp_i,  les  coefficients  du 
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(léveloppeincnt  de  Sy,_i  sont  ceux  du  binôme  multipliés  respective- 
ment par  les  nombres  G,  qui  se  déduisent  des  nombres  bernoul- 
licns  par  la  formule  (2),  ou  plus  généralement  par  la  formule 

On  a,  pour  les  premières  valeurs  de  p. 

Go  =  o,  Gi  — -:-i,  Gj  = — I,  Gv  =-i-iî 

Gr.-=  — 3,        G8  =  -i-i7,        G,o  =  — i55,        G„  =  4-2073, 

et  G2/Ï+I  iist  nul,  de  même  que  Boyi+i-  Ces  nombres  ont  été  con- 
sidérés par  EuLER  et  plus  particulièrement  par  Genocchi  (*). 

Si,  dans  la  formule  (3),  on  remplace  x  par  (x  -!-•>.),  on  obtient 
par  différence 

cette  idcnlité,  qui  s\')pplique  pour  toutes  les  valeurs  paires  et  posi- 
tives de  x,  est  vérifiée  pour  une  valeur  quelconque  entière  ou  frac- 
tionnaire, positive  ou  négative.  Donc,  en  désignant  par/(j:)  un 
polynôme  quelconque,  on  a  V  identité  fondamentale  pour  le  cal- 
cul des  nombres  de  Genocchi 

/(j--f-G-f--.<)--/(;r     .(y)<J^  —  x[f'(.r-^\)     -f'\J')V 
Avec  la  notation  des  différences  et  des  différentielles,  on  a 

A/*(.r- -G)«A»--2A  -/; 

puis,  pour  le  cas  de  deux  variables, 

l^f(.r-\-Cj,  K_^G')-!^!'— 9.)2A»  -----  . 
•^  "  OxOy 

en  supposant  Ar,  \y  égaux  à  2  dans  le  premier  membre  de  ces  égalités. 
vX  égaux  à  I  dans  le  second  membre.  Cette  relation  s'étend  à  un  nombre 
quelconque  de  variables. 

142.  Nombres  de  Genocchi.  —  Nous  avons  trouvé  au  n"  135  (for- 
mule G),  la  relation 


(  ')  Annales  de  Tortolini,  t.  Ilf.  Rome,  i852. 
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ni;iifK.  d*autre  jvirU  nous  avons 

fmr  suite,  eo  r^lnnchiinl  membn?  à  membre. 

En  tecint  compte  de  la  définition  de<  nombres  G.  ^^clbm 
le  Buméfv»  pWcédent.  on  a  donc 

^*  G  —  :    —  f  G  Tïtj*" 
Ea  rorlirolier»  poar  /  x    =  j-*el^/'  x    =i    x  —  [  «"r*.  cIvicBl. 

G»—    G  —  :  '^-ir  •. 
t^*  G c  *' G'  G I  *^  ^^s  o  I 

p«:ar  t«  =  it  ]>  : .  Li  roraiitle  pr«i;deaûe  ieTOn: 

G»  G  —  :  *  *Ar  j- 

■rar  les  gi:  nr  rces  G  s*:at  ail-s»  •r-raui'^  !•*<  aoaiic^îs  EL  30 or  t  ïmoair 
■it  ^^  :.  Cette  S^rsoli*  iiaiiraîr»;  Lmurriiieawa:  îik  iry  't^infUiriss 


issei  leaiiiie 

Ea  -aosanc  *    s    =  s^.  ^r 


r    "'trîîC 


LZLir.  -  -nue  les  uir'imicss  .-r  *-c.î  .t.-^t 
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Exemple  /.  —  Calculer  les  sommes  Sp  pour  />  =  o,  i.  2,  3,  \, 
On  trouve 

2i:o=(-i)'-i, 

4  2i  —  (  —  1)^(23?  -f-  l)  -4-  I  , 

2  2,=  (  — i)'(a?«— a?), 
8  S,  =.  {  — 1)^(4378  —  4a?«-h  J  )  -  I , 
£4=  S,(rF«— ar  — i). 

liS.   Somme  des  puissances  des  nombres  impairs.  —  Si  Ton 
désigne  par  T^  Texpression 

(1)  Tp  =  i/'4-3/'-t-...-t-(2a?  — i)/', 
on  a,  pour  le  nombre  impair  de  rang  x^ 

(2a:— i)/'=(2j:)/'— CJi('2a7)P-i-hGJ('2a?)/'-2-+-  ...-f-(— i)p; 

remplaçons  successivement  x  par  i,  2,  3,  ...,  j:,  et  faisons  la 
somme  des  égalités  obtenues,  il  vient,  en  supposant  ici  que  S^  dé- 
signe la  somme  des  puissances  d'exposant  p  des  x  premiers 
nombres,  l'égalité  symbolique 

(2)  Tp^{^^  —  i)p\ 

par  suite,  les  symboles  ï  et  (2  S  —  i)  et,  plus  généralement,  quelle 
que  soit  la  valeur  de  l'indéterminée  \j  les  symboles  (ï  +  î^)  el 
(2S — I  -h  )v)  sont  équivalents  dans  les  formules;  on  peut  donc 
remplacer  S  par  ^(T-i-i)  dans  les  formules  qui  contiennent  S. 
Ainsi,  par  exemple,  on  a  la  formule 

M)  /  T-+-2.)-/(T)cd^/(v..r--i)-/j). 

On  obtient  la  somme  des  puissances  semblables  T^  des  nombres 
impairs  par  un  polynôme  développé  suivant  les  puissances  ascen- 
dantes de  x^  au  moyen  de  la  remarque  suivante,  qui  était  connue 
des  algébristes  arabes  (  '  )  :  La  somme  des  puissances p^^'^*^^  des  ix 
premiers  nombres  entiers  égale  la  somme  des  puissances  p^^"^^^ 


('}  Lacroix,  dans  son  Traité  de  Calcul  diffcrenticl,  etc.,  attribue  cette  pro- 
position à  Lorgna  (a*  édition,  t.  III,  p.  415  et  759).  On  trouve  la  somme  des  cubes 
des  nombres  impairs  dans  un  ouvrage  d'iBX  Almadjdi.  Voir  les  Annales  de  Torto- 
Uni  (  t.  VI,  p.  289). 
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de.s  X  premiers  nombres  impairs,  au  ^^me  niée  du  produit  par  2^ 
de  la  somme  des  mêmes  puissances  des  x  premiers  entiers. 
On  a  donc 

par  conséquent,  si  l'on  pose 

on  a,  pour  T;,_,,  le  dévelo|)pemenl 

Si  Ton  remplace  x  par  {x  -r-  i  )  dans  la  formule  Ci)  el    si  Ton 
prend  la  différence,  on  obtient  Tidentitr 

(•2J:  -r-  X  H-  R;/'—  (  'ix  —  R  )i*^ p{  ix  —  i  »/'   >  : 

par  suite,  en  remplaçant  {'\x  -^  i)  |>ar  >-,  il  vienl 

{y  -^  R  -i-  i;/'—  {y  -+-  R  —  \)i'*é^p  yt"^  : 
d\>ii  Ton  déduit  la  relation  plus  générale 

et,  (Ml  |)articulier,  pour  )•  rrrr  o. 

(  r>  I  /',  Il  _i_  I  )  —  /(  R  -  - 1  )  «d^  /*'(  o  1 1  •  I. 

Getle  formule  est  r  identité  /onda  mentale  pour  le  calcul  direct 
des  coefficients  K,  que  Ton  peut  aussi  déduire  des  nombres  ber- 
nouUiens.  Les  premiùres  valeurs  de  R  sont,  avec  K2//J  i  =  o, 

-      '  Il  '  R  _        r  K  -   _  3' 

u=-T-  -  1  H-j  -    —   r:^  H,      -      -  77- >  «6  -    —  — -  > 

■>.  ()  M*  4  A 

Rh---:^'  Rio-    --,;,.- 


^  ')  Si  l'on  remplace  successiveineiU,  dans  la  iorinulc  (0),  le  polynôme  /(  x)  par 

on  obtient  les  développements 

-  ._.: «^c'R',         -  coséc5*=^cosR*, 

f-  --  f  =  -i 

convorponts  pour  toutes  les  valeurs  réelles  ou  imaginaires  de  z,  dont   le   module 

CSl   ^«.^  •.. 

Voir  Skuukt.  TniiU'  de  TriL;onométrie,  5*  édition,  p.  jG3  et  3i  ». 
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Exemple  /.  —  Calculer  les  soniiries  T^,  des  puissances  des  x  premiers 
nombres  impairs,  jusqu'à  />  =  8. 

Si  l'on  pose  y  =■  ^x^^  on  trouve  pour  les  exposants  impairs 

Ti  -  x^, 

T,^\x^(y^-5jr-h7)> 

et  pour  les  exposants  pairs 

7T6=Tî(37î  — i8^-f-3i), 
Exemple  If.  —   Démontrer  la  formule 

(R-r    l)(R-+-  3)...(R-+-2J»  —i)<i^  — ^  ii\p\ 

'^         '       />  -4- 1 

Exemple  III,  —  Exprimer  T,,  en  fonction  du  dernier  terme  (2a?  —  \)=  z. 

On  trouve 

•2/>  T;,_,  cdi=>  (  ;5 -+- 2  B  )/' —  2  R/\ 

Exemple  IV,  —  Développer  le  produit  T,«T,j  en  fonction  linéaire  des 
sommes  T. 

Si   l'on   fait  Up={'ip  —  i)'"  et  p,,  =  (2/?  —  i)"  dans  la   formule  (i)   du 

n*  139,  il  vient,  en  supposant  B^  =H — > 

2  /l  -+-  2  2  m  -+-  2 

et,  en  particulier,  pour  m  =  /«, 

/i  -+-  i 

Si  l'on  fait  z  =  (227—1)  =  o,  l'expression  2/1X^-1  devient  égale  à  G„  ei 
Ton  obtient  alors  une  relation  entre  les  nombres  B  et  G,  car  les  R  dispa- 
raissent. 

14>4.  Sommation  alternée  des  puissances  des  nombres  impairs.— 
Reprenons  l'identité  du  n°  142 

(37-T-  G  -h  i)"-f-(a?-+-  G)«<d^2/ia7'»-*  ; 
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remplaçons  xp^r^Xj  il  vient 

par  suite,  en  désignant  par  /{x)  un  polvnôme  entier,  et  par 
F(x)  le  polynôme  intégral,  on  a 

(  I)  J/(a?)«dieF(2r-f-2G-f-2)-i-  F(x-:-2G); 

remplaçons  successivement  x  par  i ,  3,  5,  ,,  ,.(2X  —  i  ),  et  faisons 
la  somme  alternée  des  égalités  obtenues,  il  vienl 

i  /lM-/«3)-/(5)-...-(      i)'/(2ar-i) 

145.  Nombres  d*Euler  (*).  —  Nous  appellerons  ainsi  les  nom- 
bres définis  par  la  formule  de  récurrence 

(I)  (  E  -+-  l)/'  H-  (  E  —  l)f"é:?  O, 

pour  toutes  les  valeurs  entières  et  positives  de />,  avec  la  condition 
Eû=  I ,  de  telle  sorte  que,  pour />  =  o,  on  doit  remplacer  le  se- 
cond membre  o  de  la  formule  précédente  par  2.  Si  Ion  désigne 
par/(a:)  une  fonction  entière  quelconque,  on  a  donc  Videntîié 
fondamentale 

«•2)  /(  E -+- 1  i --/(K  —  i)«=!^2/(o  1; 

par  exemple,  poui-  /{x)  ^=  {x  —  \)p{x  +  i)^,  il  vient 
(3)  E/'(E -h  2)7-T-  E7(K  —  2 }i'  ^1-»  9.(—  I  )/'. 

(  )n  a,  pour  les  premières  valeurs  de  rindice, 

Eo  =  -r-i,         £2  =  —  i,  E4  =  H-5,         Ec--  —  (>i. 

E8  =  -f-i385,         Ejo  =  — 5o52i,         Eu  = -i- 270276  j,         ..., 

d^ailleurs,  la  formule  (1)  montre  immédiatement  que  E2//4.i  =  o, 
et  que  les  nombres  eulériens  d'indice  pair  sont  entiers  et  impairs. 


(•)  Sylvester,  Comptes  rendus  de  L'Académie  des  Sciences  (Paris,  l.  \XV, 
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La  formule  (2)  peut  se  généraliser  ainsi  (n**  121) 
(.1)  /(a7-hE-t-i)-T-/(^H-E-j)çA.u/(:r); 

remplaçons  successivement  x  par  les  nombres  impairs  i ,  3,  3, . . ., 
{^ix  —  i),  et  faisons  la  somme  alternée  des  égalités  obtenues, 
il  vient 

.  ,^^  (  /(O  -/(3)  H-/(5)  -...-(-  xYf{o.x  -  I) 

\  ^ -i/(E)  -  i(-  xYf{iXr^  E). 

Exemple  I,  —  Trouver  la  somme  alternée  des   puissances  semblables 
(les  X  premiers  nombres  impairs. 
En  posant 

0;,  =  1/^—3/' -T-^A»—...  -^(— i)-r-i(2a:  — i)P, 
on  a,  en  faisant /( a: j  =  xi*  dans  la  formule  (5), 

'iOp <dî=»  E/*  —  (—  \Y{'ix -h  E)A'. 
On  trouve  ainsi,  pour  les  indices  impairs,  en  posant^  =  ajr, 

09  =  e, (x»—  JG^» 4-  63o7*—  51-247» -4-  12465). 

Exemple  II.  —  Démontrer  que  le  quotient  de  63  par  Bj  n'est  jamais  un 
carré  parfait,  et  que  le  quotient  de  0$  par  0|  est  un  carré  parfait  et  n'est 
jamais  un  bicarré. 

L'étude  de  la  Table  des  carres  montre  que  la  différence  de  deux  carrés 
n'est  égale  à  3  que  pour  (2' —  i*)  et  à  5  que  pour  {V- —  2*),  et  puisque  l'on  a 

le  théorème  est  démontré,  car  on  suppose  x  entier  et  positif. 

146.  Relations  entre  les  nombres  d'Euler  et  les  nombres  de 
Bemoulli.  —  En  comparant  les  deux  dernières  formules  des  nu- 
méros précédents,  dont  les  premiers  membres  sont  identiques, 
on  en  déduit  la  relation  générale 

/(2G-hi)-i!-2/'(E), 
E.  L.  —  I.  17 
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et,  avffc  une  variable  arbitraire  (n"  121), 

On  a  ainsi  une  première  relation  générale  entre  les  nombres 
d'EiLER  et  ceux  de  Gekocchi.  En  particulier,  pour /(g)  =  s*",  on 
a  la  formule 

puis,  pour  z-=  —  I ,  il  vient 

et,  pour  ^  =  o, 

2/wE'"— *  <d^(7.G  -^  i)'"  ; 

ces  deux  formules  ont  été  obtenues  par  Scherk  (*),  mais  sans 
l'emploi  du  calcul  symbolique.  Elles  expriment  les  nombres  de 
Genocchi  en  fonction  des  nombres  d'EiLER,  et  inversement. 

147.  Formules  deCesàro.  —  Considérons  une  suite  de  nombres 

tels  que  la  somme  des  nombres  à  égale  distance  des  extrêmes 
soit  constante  et  égale  à  X'^  désignons  par  S^  la  somme  de  leurs 
puissances  d'exposant/?, 

Sp  =  flr  J  H-  a^'  -r  aÇ  -h . . .  -r-  ag  ; 

par  hypothèse,  nous  pouvons  encore  écrire 

mais  si  /•  représente  l'un  des  nombres  o,  i ,  2,  .  .  . ,  n,  on  a  par  la 
formule  du  binôme 

(jF  — «;.)/'=  xP—  Cj,xP-^ar-h  Cj,xP-^a^-h. .  .-^i—  ar)P\ 

remplaçons  successivement  r  par  o,  1,  2,  ...,  /?,  et  faisons  la 
somme  des  égalités  obtenues,  nous  trouvons  la  formule  symbo- 
lique 

(i)  S/'^(a:— S)/», 

(')  SoHEiiK,  Mathematische  Abhandlungen  (Berlin,  i825). 
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en  tenant  compte  de  l'exposant  zéro  de  S.  Plus  généralement,  si 
l'on  désigne  par^Q')  un  polynôme  entier,  on  a  l'identité 

(2)  f{S)^/(x~S). 

Supposons,  par  exemple, /(j^)  =  j'/'(i  — y)f,  il  vient 

(3)  SP(x^Sy/^S'r(x^S)P 
et,  pour  q  :=( p  '\-  i),  on  a 

(4)  S/'(x-S)/'(jr-2S)«=i!b?o. 

En  faisant/?  =  i ,  a,  3,  4?  on  trouve  successivement 

o  =  -r*S|  —  3^  Sj— -    'X     S3, 

o  =  j:5Ss-    /iJ^'SjH-    5^784 —    9.      S5, 

o  =  37*83-- ')x3S;-l-    9^*85--    7j:8s-+-2    87, 

o  —  .r58v—  Gj-^Sj-f-  \^x^ 85 —  10^^*87 -^  <)J788 —  -iS», 

Ces  formules  ne  déterminent  les  sommes  S  que  pour  les  indices 
impairs  de  S,  puisque  les  termes  a  sont  en  nombre  quelconque 
et  ne  sont  assujettis  qu'aux  conditions  énoncées  plus  haut.  Mais 
ces  formules  s'appliquent  évidemment  aux  sommes  S  des  puis- 
sances semblables  des  x  premiers  nombres  entiers,  des  puissances 
semblables  des  termes  d'une  progression  arithmétique  et  à  beau- 
coup d'autres  suites. 

118.  Suites  de  Cesàro.  -  -  Nous  désignerons,  sous  ce  nom,  toute 
suite  de  nombres 

(1)  Ao,     Ai,     Aj,     ...,     A„,     ..., 

tels  que  l'on  a  pour  tout  nombre  /i,  entier  et  positif,  la  relation 
symbolique  fondamentale 

En  supposant  Ao  --  i,  on  a  A|  =  ^;  mais  A^  n'est  pas  déterminé 
par  l'équation  précédente  qui  ne  détermine  les  nombres  A  que 
pour  les  indices  pairs,  lorsque  l'on  connaît  les  nombres  qui  cor- 
respondent aux  indices  impairs,  ou  inversement. 
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Les  formulas  pivoédcnu-s  pernicliont  «le  simplifîer  notablement  la  théo- 
riiî  «les  cicveloppeinents  en  séries  des  fonctions  circulaires  et  des  fonctioDS 
exponentielles.  lin  supposant  le  module  de  5  plus  petit  que  ^77,  oq  a  les 
séries  converj;entes 


t»=    - 1 


« 

t^e^'. 

e= 

-  c 

« 
«« 

•xz 

faAj  /'^■-, 

e — 

1 

r= 

'1 

~  «# 

tJVj  /»*'- 

-  «d^  e^' ,  ^-  roi  -  <J^  cos  B  5 , 

I  ■.>-         a  ' 

-  coséc  -3  «J^  cos  R^ , 

-  lanj;  ^  «-!^cosG5, 
séc  z*i^  cos  ILs. 

On  en  dé«liiil  les  valeurs  des  séries 

I  I  I  1  a'/»-* 

7./.  ■■   iî?  ^  ■M'i  -  Ti^  -  •  •  •  =  '--  •)"--'  — -^  ^VB.^, 

1  II [_  _  I 

I I         ^  I I_     ^  .    —    ly  -  , 

',!/"»     3s"/.      :,i/.      ;s/*      •••'^  ^ij^t    ^TT)]""''   *''• 

On  peul  éten<lre  les  formules  du  lexie  pour  les  développements  de 
Sp,  T,„  Ip.  H,„  lorsque  l'on  suppose/»  positif  ou  néjialif,  entier  ou  frac- 
tionnaire; mais  les  tlé>eloi)pemeul'i  sont  illimités  e*i  conduisent  au\  défi- 
nitions des  n<unbres  H.  H.  G,  l*-.  d'indice  né«;atif  ou  fractionnaire.  En 
particulier,   pour  /»  —  —  1,  on  a   la  formule   de  Stirllng  et  la  constante 

tlKlLER. 

Les  développements  des  puissances  <y'""**  Jos  séries 
mis  sous  les  formes  evponeutîelle'i  symboliques 

conduisent  aux  définitions  «les  nomlires  lî,  K.  G.  E  des  divers  ordres. 

Voir,  pour  plus  de  détails,  nos  articles  du  Huiit'tin  tle  la  Société  ma-- 
thématique    \,  W  M.  MI.  Mil.. 

t\ceniplc  I.  ---  litudijr.  comme  au  11'  ||9,  les  propriétés  des  polynômes 

f>t'm/'/c*  //.  —  Vppli'jiicr  les  formules  tic*  t\n:rn/tl^s  /et  //du  n*  i'd5 
au\  noml>re>  K.  G.  b^. 
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Exemple  III.  —  Donner,  pour  les  sommes  alternées,  trois  formules  ana- 
logues à  la  formule  (i)  du  n^  136. 

Exemple  IV,  —  Appliquer  les  théories  et  les  formules  du  n**  138  à  la 
sommation  successive  pour  les  sommes  T,  £,  9. 

Exemple  V.  —  Développer,  comme  au  n**  140,  les  produits 

en  fonction  linéaire  des  sommes  T,  2,  0. 
Exemple  VI,  —  Démontrer  la  formule 

m 

/(E-f-2)-/(E-2)çi5-2/(l)-2/(-l), 

et  en  déduire,   |)our  le  calcul  rapide  des  nombres  d'ËULER,  les  formules 
données  par  M.  Radicke, 

E'« (  E  -4-  4  )«  —  E«  (  E  —  4  )"«  <=ii=»  2 (  —  I )'«  (  S"  —  3"»  )» 
et 

j h^m  -\ 3 —  -2*0 *,  Etm-i  H 3 —  a^C,i  E^^^^  -r-  ...=(-  3)'"  ; 

le  dernier  terme  du  premier  membre  est  i^^^Em  ou  (m  h- 2)2"*-'E,rt+i, 
suivant  que  m  est  pair  ou  impair. 

Exemple   VII,  —  Démontrer  la  formule 

/         A*        A*       A«  \ 

E„-L-.  (,  + A,  (^,  __  +  ___  +  ...  j, 

dans  laquelle  on   remplace   les  puissances  de  A  par  les  différences  corres- 
pondantes de  x"^  pour  x  —  o. 

Exemple  VIII.  —  Démontrer  que  si  f{x)  désigne  un  polynôme  quel- 
conque, on  a  les  formules 

hf\x)^  gBA/(-«>HA)  _  gB/i/u-)^ 

hf'ix)^  gl^/t-r-f-A) gRA/(x-A) 

'xhf'(x)  <d^  eGA/(ar-KA)  _^  ç^hj^x) ^ 
2f{x)<i^  gEA/(jr-+^)  _^  gEA/(x-/i) 

en  remplaçant,  après  le  développement  exponentiel  du  second  membre, 
les  exposants  de  B,  R,  G,  E  par  des  indices,  et  les  exposants  de  /(a?)  de 
/{x  -r-  h)  et  dc/(ar  —  h)  par  des  indices  de  dérivation.  La  première  et  la 
troisième  des  formules  précédentes  correspondent  à  des  développements 
qui  ont  été  donnés  par  Euler,  par  Stirling  et  i>ar  Boole. 


»•— I 
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CHAPITRE  XV. 


LES    FONCTION^    SYMÉTRIOIES. 


150.  Fonctkms  symétriques  fondjumentales.  —  On  appelle 
fonction  symétrique  de  plusieurs  quantités  luule  fonclion  qui  ne 
change  pas.  quand  on  échange  de  toutes  les  manières  possibles  les 
quantités  qu'elle  renferme.  Ainsi  le  produit 

est  une  fonction  svmélrique  des  n  quantités  a.b^c.  -..,/,  qneile 
que  soit  la  valeur  de  y.  En  développant  le  produit,  on  trouve 

en  écrivant,  suivant  Fusage, 

/>i=2a,        p^=Zabf        pi=  Zabc,         pn=  abc /. 

Les  coefGcients  pt,  fit  p^^  ...,p„  sont  des  fonctions  synié- 
tri(|nes  des  n  quantités;  ce  sont,  en  effet,  les  fonctions  svmétriques 
les  plus  simples,  puisque  chaque  quantité  n'y  figure  qu'au  pre- 
mier degré;  nous  les  appellerons  yb/îc//o/î5  symétriques  fonda- 
mentales. Lorsque  toutes  les  quantités  sont  égales,  on  retrouve 
pour/(j:)  le  développement  du  binôme  (j"  —  a)";  d'ailleurs,  la 
fonction  symétrique  fondamentale  pq  contient  les  combinaisons 
C2  des  //  lettres  prises  7  à  </. 

La  théorie  des  fonctions  symétriques  a  pour  objet  principal 
d'exprimer  toutes  les  fonctions  symétriques  par  les  fonctions  sy- 
métriques fondamentales  et,  inversement,  d'exprimer  toute  fonc- 
tion dc/?i,  px^P^i  '  '  ">  Pni  au  moyen  des  quantités  a,  0,  c^  ...,/. 

151.  Formules  de  Ne-wton.  —  Ces  formules  ont  pour  objet 
d'exprimer  les  sommes  des  puissances   de  même    exposant  des 
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qiiantilos  a^ù^c,  .  . . ,  /  par  les  fonctions  svmélriqiics  fondamen- 
tales. Soit 

on  a  ridentilé  (n"  IH) 

r./    .      A^^        A^)        /"(^^  A^^ 

•^    ^  ;!:  —  </        :/•  —  b        j—c  X  -     l 

mais,  en  se  reportant  à  l'expression  du  quotient  de  f{jc)  |)ar 
(x  —  a)  donnée  au  n**  7î2,  et  en  faisant  la  somme  des  quotients, 
on  trouve  par  l'identification 

j    O  —  5i        — /?!, 
I    O  =  f 2        —piSi        -4-  2/n, 
(I)  '0  =  53        — /?i5,        -^PiSi         —  i/>j, 


La  première  de  ces  formules  fait  connaître  .V|,  la  deuxième  ^2, 
la  troisième  53,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  5„_|.   On  trouve  ainsi 

;  si  =  Pij 
si-=p\  —  '>.pt, 

*3  ^/?î—  '>/'î/'î-+-  ''>p\Pz-^  3/>,/?|— 5/>i/>i--5/?,y>3-+-5/>5, 


Pour  obtenir  les  sommes  des  puissances  dont  Texposant  sur- 
passe (//  —  i),  on  remarque  que  x^ f{x)  s'annule  pour  r/,  />, 
Cy  . . ,,  ly  et,  par  suite,  (ju'il  en  est  de  même  de  la  somme  de  ces 
quantités.  On  a  donc  la  fornïule  générale  symbolique 

S^f/i  5)*d^O, 

dans  laquelle  y  désigne  un  nombre  entier  positif,  nul  ou  néga- 
tif. En  supposant  <jr  =  1 ,  a,  3,  . . . ,  on  calculera  successivement 
s,ij  Sfi^i^  «Sw+2^  •  •  •  î  en  supposant  rjr  r=  —  1,  —  2,  —  3,  - . .  ,  on 
calculera  successivement  Sqj  .v_i,  .v_2,  .  .  .  ;  on  a  d'ailleurs  So=  n. 
Inversement,  on  peut  calculer  les  fonctions  symétriques  fonda- 
inentales/>i,y>2î  Pn^  •  •  •  ,/>«,  lors([ue  l'on  connaît â'i,  a*2,  -Va,  .  •  . ,  s,,. 
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2lpt=zsl—       5„ 


Zl  Pi  =  s\  —     3*i5j-+-     253, 
(3)     ^    /^\p^—g\_    Qs}S2-r-    SSiS^-r-    3*1       —05^, 

5!/)5  =  5j —  I05}5j-r-9.0  5}53-t-l55|55— 3o5i5v  — 205j53-+-2.{^S, 


Exemple  I.  —  On  a  la  formule 

(2:a«-hSa^»)î=Sa»(Sa)î-T-(2a6)*. 

Exemple  II.  —  La  somme  des  produits  q  b  q  des  n  quantités 

a,  a*,  a',  . . .,  a'* 


a  pour  expression 


a'»  —  i  a"-*  —  I  a"-*    -I         a" -'7-^-ï  —  i 


giq*-i) 


—  —  a    » 


a  —  I      a'  —  I       a^  —  i  a^  —  i 

Exemple  III,  —  Soient  des  nombres  positifs  a,  6,  c,  ...,/,  en  nombre  p  ; 
désignons  par  A,  G,  H  les  moyennes  arithmétique,  géométrique,  harmo- 
nique de  leurs  puissances  d'exposant  p;  si  les  nombres  donnés  ne  sont 
pas  tous  égaux,  on  a  les  inégalités  (ordre  alphabétique) 

A  >  G  >  il. 

En  effet,  par  définition, 

aP-^bP-^  cP-^...  ~  iP 
A  — , 

P 
G  —  abc.  . ./, 

77  I  I  1  1 

*    _  I  _i    •         _j 

H       aP        bP        cP  iP 

Nous  démontrerons  d'abord  que  Ton  a  A>G;  en  effet,  supposons  la 
proposition  vérifiée  pour  (/?  —  i)  nombres;  nous  allons  démontrer  qu'elle 
a  lieu  encore  pour/)  nombres.  On  a  évidemment 

(aP-i  —  bP-^)  (a  —  b)%o; 
d'où  l'on  déduit 

aP  -r-  bP  i  aP-i  b   -  bP-^  a. 


,' 


Ajoutons  membre  à  membre  toutes  les  inégalités  que  l'on  peut  former 
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en  prenant  toutes  les  combinaisons  deux  à  deux  des/?  nombres,  nous  ob- 
tenons 

(/>  —  I)  Sa/'  >  a(bP-^-^cP-^ -¥-.., -r-  //»-« ), 

-f-  b ( aP-^  -r-  cP-^  - T- . . .  -T-  //'-  »  ), 


Mais,  par  liypotbèse, 

6/'-*-f-c/'-»-T-...-T-//'-»  >  (/?  — i)^c...  /, 
a/»- »-t-c/' -»-+-... -4-  /P-»  >  (p  —  i)ac...  /, 

par  conséquent, 

(/>  —  i)  Sa^  '>p(p  —  0  ^^c. . .  /, 

et,  par  suite,  A  >  G. 

En  appliquant  le  résultat  précédent  aux  inverses  des  nombres  a,  b. 
c,  ...,/,  on  trouve  ainsi  G  >  H. 

Exemple  IV.     -  L'expression 

S;,  =  (a -h  ^>  )« -r- (  —  rt  )« -4- (—  6)« 

est  divisible  par 

7  =  a*-i-  a^  ~  b^y 

lorsque  n  est  un  nombre  impair  non  divisible  par  3,  et  par  q^  lorsque 
n  =  6/n  -f-i.  (Caiciiy.) 

En  effet,  on  peut  considérer  S^  comme  la  somme  des  puissances  d'cxjio- 
sant  n  des  trois  quantités  (a  -\-  b)^{ —  a),  i  —  6),  dont  les  fonctions  symé- 
triques fondamentales  sont 

o,     —  <7,     r  —  ab(a  -^  b). 

On  a  donc,  sous  forme  symbolique,  la  loi  de  récurrence 

on  en  déduit 

et,  par  le  développement, 

S,-:  (3r2— <îr3)S3=3rS6-r-r». 

Cette  formule  permet  de  calculer  les  sommes  S  pour  les  indices  de  trois 
en  trois.  En  élevant  les  deux  membres  au  carré,  on  en  déduit  la  relation 
récurrente  symbolique 


9.68 
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cette  formule  permet  de  calculer  les  sommes  S  pour  les  indices  croissants 
de  six  en  six,  et  de  vérifier  le  théorème  énoncé. 

Exemple   V.  —  Pour  n  impair  et  multiple  de  3,  l'expression 

(a-T- 6)«— a'»— ô"— 3(a^>)  «   («-h^») 
est  divisible  par  a*-^  ab"^  -^  b^.  (CArcHY.) 

152.  Démonstration  figurée.  —  Considérons  des  pions  disposés 
sur  n  lignes  ->  et  contenant  respectivement  ^r,  b^Cjd^  ...  pions  ; 
ainsi  (Jig-  7^)  nous  avons,  par  exemple,  a  =  5,  t=4>  c=.2, 


Fig.  73. 


a 

0 

0 

0 

0 

b 

0 

0 

0 

0 

c 

0 

0 

d 

0 

0 

0 

0 

e 

0 

0 

0 

o 


o 


rf=(5,  <?  =  3.  Soit  q  un  nombre  entier  |)Ositif,  quelconque,  et 
considérons  tous  les  arrangements  complets  de  q  pions,  à  la 
condition  de  prendre  tous  les  pions  dans  une  môme  ligne;  [aligne 
a  renferme  a^  arrangements  complets  ;  la  ligne  b  en  renferme  t^, 
et  ainsi  des  autres;  de  telle  sorte  que  le  tableau  renferme 

Sy  =  a'/  -f-  ^7  -H  c7  -h  . . .  H-  /'/ 

arrangements  complets.  D'autre  part,  considérons  toutes  les  com- 
binaisons simples  de  tous  les  pions,  en  nombre  S| ,  mais  en 
prenant  q  pions  de  telle  sorte  qu'il  n'en  soit  pris  qu'un  seul  par 
ligne;  [)uisqu'on  peut  choisir  entre  r/,  b^  r,  . . .  pions,  dans  chaque 
ligne  respective,  il  est  clair  que  le  nombre  de  ces  combinaisons  est 
égal  à  la  fonction  symétrique  fondamentale 

Ptf    ^~^    ^^n  CtUC    .    •    •    . 

Nous  allons  calculer  S^  en  fonction  de  Sç_,,  S^_2» Pour 

former  les  arrangements  complets  S^,  nous  prenons  d'abord  tous 
les  arrangements  complets  {q  —  1)  à  (^q  —  i),  en  nombre  Sç_i, 
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et  nous  ajoutons  un  quelconque  des  S|  =/>i  pions.  Nous  formons 
ainsi 

dispositions;  mais  nous  avons  compté  en  trop  les  arrangements 
dans  lesquels  le  pion  ajouté  appartient  à  une  ligne  diflerenle  de 
l'arrangement  Sy_i.  Mais  pour  former  les  arrangements  complets 
contenant  (q  —  i)  pions  dans  une  ligne  et  un  dans  une  autre,  on 
peut  partir  de  tous  les  arrangements  complets  Sy_2>  les  systèmes 
des  deux  lignes  occupées  par  les  pions  sont  en  nombre  /?2,  et  l'on 
a  ainsi /?2Sy_2  dispositions;  on  aurait  donc 

Pi  Sy  -I  —  Pi  Sy_J  . 

Mais,  parmi  les  dernières  dispositions,  on  a  compté  en  trop 
celles  ([ui  contiennent  (q  —  2)  pions  dans  une  ligne  et  deux  pions 
dans  deux  autres  lignes  diilerentes;  on  a  donc 

et  ainsi  de  suite.  Enfin,  les  dernières  dispositions  obtenues,  en 
nombre /?ç_i  S|,  ne  sont  pas  précisément  celles  que  l'on  devait 
obtenir;  nous  avons  compté  en  trop  toutes  les  dispositions  de  q 
éléments,  pris  sur  q  lignes  différentes,  en  nombre  pq  ;  de  plus, 
toutes  ces  combinaisons  ont  été  comptées  q  fois,  car  pour  les  ob- 
tenir nous  avons  pris  une  combinaison  de  (q  —  i)  pions,  et  nous 
en  avons  ajouté  un  autre.  On  a  donc  la  formule  générale  (*) 

^q Pl^q-l  -+-Pi^f/-i  —Pz^f/-3  -H    .  .  .  Z'Z />,,_,  Si  Z^p,,,q  =0. 

Cette  formule  renferme  toutes  les  formules  de  Newto:x,  car  on 
peut  supposer  q'^  n,  et  alors /?y  =  o. 

153.  Fonctions  Sjrmétriques  doubles ,  triples.  —  Nous  venons 
d'indiquer  la  méthode  de  calcul  des  fonctions  symétriques  simples, 
c'est-à-dire  des  fonctions  dontchaquetermenecontientqu'uneseule 
quantité  ;  on  appelle  fonctions  symétriques  doubles,  triples,  . . . 
celles  dont  chaque  terme  contient  deux,  trois,   . . .  lettres. 


(•  )  Mantkl,  Sur  les  combinaisons  d'éléments  disperses  dans  un  plan  (Congres 
de  Rouen,  i883).  —  Voir  aussi  le  n^Sl. 
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Si  l'on  suppose  a  ^  ^,  on  a 

le  nombre  des  termes  de  S  est  le  nombre  AJ  des  arrangements 
simples  de  /i  objets  pris  deux  à  deux.  Mais,  si  Ton  suppose  a  =  p, 
on  a 

et  le  nombre  des  termes  de  2  est  la  moitié  de  A^,. 
Si  l'on  suppose  a,  p,  y  inégaux  deux  à  deux,  on  a 

le  nombre  des  termes  de  la  fonction  symétrique  triple  est  égal  au 
nombre  A  J  des  arrangements  simples  de  n  objets  pris  trois  à  trois. 
Mais  si  deux  exposants  deviennent  égaux,  on  doit  diviser  le  second 
membre  par  2  !  et  si  les  trois  exposants  deviennent  égaux,  on  doit 
diviser  par  3! 

On  peut  calculer  ainsi  successivement  les  fonctions  multiples 
Sa*6P.../^;  le  nombre  des  termes  de  cette  fonction  est  égal  au 
nombre  des  permutations  avec  répétition  des  exposants  a,  p,  y,  —  , 
À,  entiers,  positifs  ou  nuls. 

Lorsque  tous  les  exposants  des  lettres  de  la  fonction  sj-métrique 
sont  égaux,  le  calcul  se  simplifîe,  puisque  cela  revient  à  remplacer 
les  quantités  a,  b,  c,  ...,  /  par  ^^z*,  6*,  c",  ...,  /*;  par  suite,  les 
formules  (3)  du  n**  loi  donnent 

2Î2(a6)«  =  5Î-5ja, 
3!  I.(abc)^  =  5j —  35a5ja-r-  253», 


154.  Rangement  et  nombre  des  termes  d'une  fonction  S3nné- 
trique  entière.  —  Considérons  une  fonction  entière  et  symétrique  F 
des  lettres  a,  6,  c,  ...,/;  désignons  par  a  le  plus  grand  exposant. 
A  cause  de  la  symétrie,  la  fonction  F  contient  a*  et  si  nous  mettons 
'a^  en  facteur  dans  tous  les  termes  qui  le  contiennent,  on  a 


F  ^  a*F,-^ 
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et  F|  est  une  fonction  symétrique  des  (n  —  i)  lettres  6,  c,  . . . ,  /. 
Désignons  par  ^  le  plus  grand  exposant  dans  F^,  il  est  au  plus 
égal  à  a,  et  l'on  peut  poser 

F,=--6PFj-+-..., 

Fa  <Hant  une  fonction  symétrique  des  (n  —  2)  lettres  c,  rf,  ...,/. 
Et  ainsi  de  suite,  de  telle  sorte  que  le  premier  terme  de  F  est 

A  désignant  une  constante  et  a,  [3,  v,  . .. ,  X  des  nombres  positifs 
non  croissants,  les  derniers  pouvant  être  nuls.  Si  Ton  désigne 
par  G  la  fonction  symétrique  formée  en  permutant  tous  les  expo- 
sants du  terme  précédent,  la  différence  (F —  G)  sera  une  fonction 
symétrique  dont  on  déterminera  de  même  le  premier  terme 

A|  désignant  une  constante  et  a|,  pi,  "^'i,  ...,  Ai  des  entiers  non 
croissants,  positifs  ou  nuls,  c'est-à-dire  tels  que  les  différences 

ne  soient  pas  négatives.  Et  ainsi  de  suite. 

D'ailleurs  le  nombre  des  termes  de  la  fonction  symétrique  gé- 
nérale et  homogène  de  degré  ijl  est  égal  au  nombre  des  termes  du 
développement  de 

c'est-à-dire  à  D-J  ;  si  la  fonction  n'est  pas  homogène,  le  nombre 
des  termes  est  égal  à  DJJ^^^  (voir  le  n**  80). 

15o.  Méthode  de  Waring.     -  On  a 

Pi^  Sa, 
Pi—-  I.nh, 
/?3-  Zabc, 


Pn  —  abc. . .  /; 
élevons  les  deux  membres  de  ces  égalités  aux  puissances  d'exposants 
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multiplions  membre  ù  membre,  et  par  A.  I^e  produîl 

est  une  fonction  symétrique  que  nous  désignerons  par  W  et  dont  le 
premier  terme  est  égal  au  premier  terme  de  F.  Le  calcul  de  F  est 
ainsi  ramené  au  calcul  de  la  fonction  symétrique  (F  —  W)  que  Ton 
range  suivant  Tordre  indiqué;  on  opère  sur  (F  — W),  comme  sur  F, 
et  Ton  trouve  une  nouvelle  fonction  W|  égale  à 

A,  ^«.-?./?J.-Y./>r.-5. . . .  ^j. -^.  p\^  : 

on  opère  de  même  sur  (F  —  W  —  ^V|),  et  ainsi  de  suite.  Finale- 
ment on  a 

et  la  fonction  F  se  trouve  exprimée  en  fonction  des  coefficients  p 
par  un  nombre  d'opérations  qui  ne  surpasse  pas  le  nombre  des 
termes  de  la  fonction  symétrique  générale. 

Par  suite,   on  a  ce  théorème  important  :  Toute  fonction  symé- 
trique entière  et  à  coefficients  entiers  de  n  quantités  a^  b^c / 

s'exprime  par  une  fonction  entière,  à  coefficients  entiers,  des  fonc- 
tions svmétri(|ues  fondamentales. 

150.  Degré  et  poids  d*ime  fonction  symétrique.  —  Désignons 

encore  par 

\a^b>c^.  ...0 

le  premier  terme  (Fune  fimclion  symétrique;  il  résulte  immédiate- 
ment de  la  théorie  précédente  cpie  cette  fonction  est  de  dc^ré  a 
par  rappi»rt  à/>|,  />2.  p^ /'««  puisqu'elle  contient  le  terme 


de  degré 


(2 3  >  -r- 1  îî  —  Y  )  —  \^  Y  —  0  •  —  .  .  .  —  »  X  —  X  )  —  X  — 


Ainsi  le  terme  de  plus  haut  degré  de  la  fonction  F,  exprimée  au 
moven  des  fonctions  symétriques  fondamentales,  est  égal  à  a. 

On  appelle /)0£V/5  d'un  terme  par  rapport  à  dos  quantités  />,,  />2, 
^3 pu.  affectées  d'indices,  la  somme  des  produits  obtenus  en 
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multipliant  Texposant  de  chaque  lettre  par  son  indice;  ainsi  le 
poids  du  terme  (i)  est 

i(a  —  P)-H  2O  — Y. )-+-... -*-{/i  —  i)(>t—X)-i-nX, 

c'est-à-dire 

a-+-P-+-Y-r-...-+-x-+-X=  jjt. 

Par  suite,  toute  fonction  symétrique  et  homogène  de  degré  y. 
de  n  quantités  «,  6,  c,  •..,  /est  une  fonction  entière  de  degré  a 
par  rapport  à  /?|,  /?2i  /?3,  . . . ,  Pn^  et  dont  tous  les  termes  sont  du 
même  poids  |jt.  On  peut  vérifier  directement  ce  théorème  en  ob- 
servant que,  si  Ton  multiplie  toutes  les  quantités  données  par  un 
même  nombre  quelconque  /,  la  fonction  symétrique  homogène  se 
trouve  multipliée  par  tv-  et  les  fonctions  symétriques  fondamen- 
tales Pi ,  />2,  />3,  .^.^pn  sont  respectivement  multipliées  par  /,  /*, 

ATaidc  des  deux  principes  précédents,  on  peut  écrire  immédia- 
tement la  partie  littérale  d'une  fonction  symétrique,  et  il  ne  reste  à 
déterminer  que  les  coefficients.  Ainsi  la  fonction 

est  de  degré  a  et  de  poids  4  î  P»r  conséquent,  les  seuls  termes 
qu'elle  peut  contenir  sont  p^^  p^pi, pi. 

Exemple  I,  —  Calculer  Texpression  de  2a'^*c. 
On  trouve 

Exemple  II,  —  On  a  les  formules 

S  a^b'^(a  —  by  =  Sg^Srj^^^—  5*^,, 

Exemple  IIL  —  Calculer  les  valeurs  des  fonctions  symétriques  Sa*^*, 
I.a'^b^c^, 

En  désignant  par  \i.  le  nombre  des  carrés  contenus  dans  chaque  terme, 
on  a,  pour  I.^,  l'expression 

157.  Formules  de  Waring.  —  On  peut  calculer  directement  5^ 
au  moyen  des  fonctions  symétriques  fondamentales  par  une  formule 
E.  L.  -  I.  i8 


27i  LIVRE    II.   —    LBS    NOMBRES    RATIONNELS. 

de  Waring.  On  peut  démontrer  de  diverses  manières  (*)  que  5^  est 
le  produit  de  a  par  le  coefficient  de  x~^  dans  le  développement  de 
l'expression 


on  supposant 


^       R«       R»  R« 

K  -f-  —   —   -   -   H-  ...  -4 

•2  i  OL 


X  X*  X^  X'* 


Par  suite,  on  a 

(,)  ,,  ^  2  «  — TTi-xT!  XTTTJ-!—  /'i'^'V  •  •  •  ^>' 

et  le  signe  S  s'étend  à  toutes  les  valeurs  entières,  positives  ou 
nulles,  des  A  qui  vérifient  la  relation 

Xi -h  2Xj-f-. .  .-i-  rXr=  a. 

Inversement,  on  peut  calculer  les  fonctions  symétriques  fonda- 
mentales/? i,y?2,/>3,  ...,/>,,,  au  moyen  des  sommes  â*i,  ^2)  <^si  •••?  *«  > 
on  df'montre  que  ( —  0*/^a  ^^^  ^*o^'  ^"  coefficient  de  x^  dans  le 
développement  de  Fcxpression 


en  supposant 


1- 

i! 

.91 

Q3 

3! 

-H.  . 

•  -t-( 

-')" 

a!' 

Q 

— 

X 

-f- 

3:r3 

1 

• 

•    •      ! 

»« 

/ix" 

•      • 

{*)  La  méthode  la  plus  rapide,  qui  ne  peut  trouver  sa  place  dans  le  texte,  re- 
p(»sc  sur  l'identité 

si  l'on  prend  les  logarithmes  des  deux  membres,  on  en  déduit  l'identité 
QçAei-  4-  i?_  4-...+  -'\  -h...«=^-log(i-U); 

ri  si   Ton  développe  le  second  membre  en  série,  il  suffit  d'égaler  les  coefficients 
do.r  ». 

Inversement,  on  a  l'identité  symbolique 

I  —  R«d^e  Q, 
qui  donne  les  formules  suivantes. 


CHAPITRE    XV.    —    LES    FONCTIONS    SYMÉTRIQUES.  276 

par  suite,  on  a 


9 


et  le  signe  S  s'étend  à  toutes  les  valeurs  entières,  positives  ou  nulles, 
des  \  qui  vérifient  la  relation 

Xi-h  'iXj-T-,  .  .-H  /•Xr=  a. 

Exemple  I,  —  En  particulier,  les  fonctions  symétriques  de  deux  quan- 
tités a  et  b.  pour  lesquelles 

a -h  b  r=  p,         ab—q,         a"-r~  b'*=  s„j 

sont  données  par  la  formule 


n         .  n(n  —  3)        ,    . 


Sn=p"-  7-,/>"-'^y  -+-  — —,^ />'*-*  <7 


n(rf       r    - 1)(  n— r  —  2). . .( /i -- ar  —  1)          . 
-î-l  —  !)'• j pn-^fqf-^- 

Si  l'on  remplace  a  par  x,  b   par  x~^,  p  par^  et  q   par  i,  on  exprime 
X;,=  a7'*-f- JT-"  en  fonction  dcv—x-hx-^. 

Exemple  IL  —  En  reprenant  les  notations  de  l'Exemple  IV  (n'^lM),  on 
a  encore  la  formule 


(a  -i-  by^—  a«-    b^  =  /iqr\  q^-^ ,—  /y»-* 


(/i  — 4X71  — 5)       ,   , 
-+-- Vp ^qn-ir^.... 


...] 


Exemple  III.  —  Avec  les  mêmes  notations,  la  première  formule  de 
Waring  montre  que  Sy^  est  le  produit  de  a  par  le  coefficient  de  a7-«dans  le 
développement  de  l'expression 

R»        Rï  R« 

K  H n  -.T-  -r-  .  .  .  H , 

t*n  supposant 
on  a  donc 


2 


«-3/  ..2/ 


52„—  in  y-         .qn-i'r 
-^^  n  --  i 


52/n-i=(  in  -r-l) 


1 


/i —  l 


r/l-3/  — 1  fS/'+l 


pour  toutes  les  valeurs  entières  «le  1  non  négatives,  pour  lesquelles  les  ex- 
posants de  ^  et  de  r  ne  sont  pas  négatifs. 


n  -  -  6/n, 

5/1 

1 

n 

n  -   6 7/1  --  I , 

*/i 

es 

n  =  6  /w  -f-  9. , 

*/i 

» 

/l=r  6//1-+-3, 

S/i 

3 

71  -      G  7/1  -T-  4 , 

Sa 

»» 

n  --  6m  -h  3, 

Sn 

u 
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On  en  déduit  immédiatement,  en  posant 

r  —  ab(a  -4-  ^), 
que  si 

5,1  n'est  divisible  ni  par  y,  ni  par  r; 

s„  est  divisible  par  ^*r; 

»  •>    <7»  et  non  par  r; 

))  w      7',     »)        "  »>      ^  î 

1»  n    n^j  »       M  "      rj 

»  »   qr, 

FONCTIONS  DE  DIFFÉRENCES. 

158.  Formules  de  Lagrange.  —  Elles  servent  à  exprimer  les 
sommes  des  puissances  de  même  exposant  des  différences  mu- 
tuelles de  n  quantités  données,  au  moyen  des  sommes  des  puis- 
sances de  ces  cpiantités  elles-mêmes.  Désignons  encore  par  a,  6, 
c,  . .  .,  /  les  n  quantités  données;  par  S»  Ja  somme  des  puissances 
d'exposant  a  de  leurs  n(n  —  1)  différences  mutuelles.  Lorsque  a 
est  impair,  la  somme  S^  est  nulle,  puisque  les  termes  tels  que 
(a  —  6)*  et  (6  —  a)*  sont  égaux  et  de  signes  contraires;  mais,  sî 

a  est  pair,  ces  termes  s'ajoutent  et  l'on  remplace  Sa  par  aS  -î  en 

ne  considérant  alors  que  les  carrés  des  différences,  au  nombre  de 

V  =  {71(71  —  i). 

On  a,  par  la  formule  du  binôme, 

si  l'on  remplace  successivement  x  par  a,  6,  c,  ...,/,  et  si  l'on 
fait  la  somme  des  résultats,  on  obtient 

En  donnant  à  q  les  valeurs  successives  des  v  premiers  entiers, 
on  calculera  S|,  S2,  S3,  . . .,  Sy.  Parles  formules  de  Newton,  ou  par 
celles  de  Warikg,  on  pourra  calculer  les  fonctions  symétriques 
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fondamentales  P|,  Pa,  P3,  ...,  Pv  des  carrés  des  différences  des 
n  quantités  données,  au  moyen  des  fonctions  symétriques  fonda- 
mentales p\y p^t P^j  '  '  '-  /ht  de  ces  quantités  elles-mêmes. 

On  suivrait  une  marche  semblable  pour  former  les  fonctions 
symétriques  des  sommes  des  n  quantités  données  prises  deux  à 
deux. 

Exemple  I.  —  Si  l'on  désigne  par/?,  q,  r  les  fonctions  symétriques  fon- 
damentales (le  trois  quantités,  et  par  P,  Q,  K  les  fonctions  symétriques 
fondamentales  des  carres  de  leurs  difTércnces,  on  a  d'abord 

si=p, 

s^  —  pt—2q, 

5j=:/?3—  3pq   -4-  3r, 

s^  =  p^—  ^p^q  -^'  \pr   -T-2^« 

S:i  =  p^  —  5p^q  -h  5p^r  -^  5pq^   —    Sqr^ 

Sq  =  p^  —  G/>^  q  -r-  6/*5  r  -h  9/?*  q^  —  1 2pqr  —  2  </'  -^  3  r*  ; 

puis,  par  les  formules  de  Lagrange, 

Si=354 — 4*i*3-'-   3^1, 

et,  par  suite, 

Si--^  2/>«—-  6q, 

Sj=  2/>^—  lip^q  -h  187*, 

83=  xp^—  iSp^q  —  vip^r  -h  Syp^q^-h  ^\pqr  —  ^^Qtq^—  81  r-  ; 

enfin,  par  les  formules  (•>.)  du  n"  151 

P  =  2/)î  —    67, 

R  =  p^q^-\-  iSpqr  —  iq^—  ip^^  —  27 r*. 

159.  Méthode  de  Serret.  —  Toute  fonction  des  différences  de 
n  quantités  ne  change  pas,  lorsqu'on  augmente  celles-ci  d'un  même 
nombre  /;  alors  les  fonctions  symétriques  fondamentales  prennent 
des  accroissements 

^Ply      Vî'       •••»      ^Pn~ly      ^Pny 
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qui  s'annulent  avec  /,  et  dont  les  termes  qui  conliennent  ^  à  la  pre- 
mière puissance  sont  respectivement 

Mais  une  fonction  quelconque  cp  de/?!,  p^,  . .  -,  Pn-uPa  devient 

o(pi-\-\puPt-+-^Piy  ...); 

puisque  le  résultat  ne  change  pas  pour  une  fonction  de  difFé- 
rences,  les  coefficients  des  diverses  puissances  de  /,  et  en  particu- 
lier celui  de  /,  sont  nuls.  Par  conséquent,  la  fonction  o  doit  véri- 
fier la  relation 

do       .  .       ôo       .  ^      Oo 

/i— -  -+-(  n  —  i)/>i  — -  -T-(n  — 2)pt  --•-  -4-. .  .  =  0. 
àpi  ^^    Opt  ^^  Op^ 

Exemple  I,  —  Former  le  produit  ç  des  carrés  des  différences  de  trois  quan- 
tités données  a,  b,  c,  au  moyen  des  fonctions  symétriques  fondamentales 

/?,</»  ''• 

La  fonction  symétrique  cherchée  est  de  degré  4,  de  poids  6;  son  premier 
terme  est  a* 6*,  et  ainsi  la  fonction  contient  le  terme /?'^*.  Soit  donc 

o  =  ^1  ^yî  H-  A  r*  -4-  B/?^/-  -i-  C/?* /•  H-  D  ^7^; 

si  Ton  annule  identiquement  Texpression 

do  do  do 

dp  '^  dq        '  dr 

on  en  lire 

•jiA-t-3B  =  o,         2B-»-9C  =  o,         B -i- 6D -+- 6  —  o,         C -:- 4  ~  o 

et,  par  suite 

C:=—  4,  B=-r-l8,  A  =  —  27,  Drrr—  4. 

160.  Fonction  alternée  de  Vandermonde.  — On  appelle /o/u*- 
tion  alternée  de  n  quantités  données  toute  fonction  qui  chanj^e 
de  signe,  mais  non  de  valeur  absolue,  lorsque  Ton  échange  de 
toutes  les  manières  possibles,  en  nombre  v  =  C,%  les  quantités 
(|u'elle  renferme. 

Désignons  par  V  le  produit  des  v  différences  des  n  quantités 
prises  dans  l'ordre  suivant,  déterminé  de  telle  sorte  que  Ton  prend 


CHAPITRE    XV.    —    LES    FONCTIONS    SYMETRIQUES.  279 

Texcès  de  chacune  des  quantités  sur  toutes  celles  qui  les  précèdent 
dans  l'ordre  donné 

{0~a) 

{c  —  «)(<?  —  à) 
(,)  V=  1  (d"a){d-b){d  -c) 


(l  —a){l  —ù){l  —c)  ..{l  —  A)\ 


le  produit  V  est  une  fonction  alternée  des  n  quantités,  que  Ton 
appelle  la  fonction  alternée  fondamentale  rf<?  Vakdermomde;  en 
d'autres  termes,  si  Ton  échange  deux  des  quantités  f  et  A,  par 
exemple,  le  produit  V  change  de  signe.  En  effet,  V  contient  quatre 
groupes  de  facteurs  : 

1®  Ceux  qui  ne  contiennent  ni  y,  ni  //  ; 

•i"  Ceux  qui  contiennent  y  et  non  A; 

.V*  Ceux  qui  contiennent  h  et  non  f] 

4"  Le  facteur  (/ —  h)  ou  (h  — /). 

Les  facteurs  du  premier  groupe  ne  changent  pas;  ceux  du  se- 
cond se  transforment  eu  ceux  du  troisième  et  inversement;  enfin 
le  dernier  facteur,  seul,  change  de  signe. 

Si  l'on  pose 


on  a 


f  {x)  —  {x — a)(a7  —  h){x  —  c). .  .(a;—  /), 

f'(a)—  i^  (a  -~  b){a  —  c). .  .{^a  ~  r)j 
/'(h)={b—a)  •  (6-c)...(6  — /), 
/\c)  —  (c—a)(c-'b)       •       ...(r--/), 


/'{l)={l  —a)(l  ^^b)(l—c).,.       •      ; 
par  suite,  en  multipliant, 

V*  =  (-i)v/'(a)/'(6)/'(c).. ./'(/). 

Ainsi  V-  est  une  fonction  symétrique  des  quantités  a,  6,  f ,  ...,/; 
il  eu  est  de  même  du  carré  de  toute  fonction  alternée. 

Considérons  maintenant  une  fonction  entière  quelconque,  mais 
alternée  F,  des  n  quantités;  le  rapport  F:  V  ne  change  pas  par  une 
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transposition  de  deux  quantités;  c'est  donc  une  fonction  symé- 
trique. Ainsi  toute  fonction  entière  et  alternée  de /i  quantités  est 
le  produit  d'une  fonction  svmétrique  entière  par  la  fonction  al- 
lernée  fondamentale  de  VA!<iDERM03iDE. 

161 .  Développement  de  la  fonction  de  Vandermonde.  —  Si  l'on 
effectue  le  produit  V  et  qu'on  opère  la  réduction  des  termes  sem- 
blables, on  obtient  un  polynôme  homogène  de  degré  v  par  rap- 
port aux  quantités  r7,  6,  c,  ...,  /.  En  faisant  d*abord  le  produit 
des  termes  de  la  dernière  ligne,  puis  de  la  précédente,  et  ainsi  de 
suite,  on  voit  que  V  contient  le  terme 

avec  le  coefficient  -h  i  ;  c'est  le  terme  principal  de  la  fonction 
alternée  ;  par  suite,  le  produit  V  est  la  somme  des  termes,  en 
nombre  n  ! , 

que  l'on  peut  déduire,  du  terme  principal,  par  tous  les  échanges 
de  deux  lettres  quelconques;  ces  termes  ont  le  coefficient  -|-  i,  ou 
—  I,  suivant  qu'ils  se  déduisent  du  terme  principal  par  un  nombre 
pair  ou  impair  d'échanges.  En  effet,  la  somme  S  est  une  fonction 
alternée  des  n  quantités  données  :  elle  est  donc  divisible  par  V; 
mais,  puisque  ces  fonctions  sont  du  même  degré,  le  quotient  est 
une  constante  que  Ton  trouve  égale  à  Tunité  par  la  considération 
du  terme  principal. 

On  doit  observer  que,  au  lieu  d'exécuter  les  permutations  sur  les 
lettres  a,  6,  c,  . . .,  /,  on  peut,  sans.changer  les  résultats,  les  exé- 
cuter sur  les  indices  o,  i,  2,  . . .,  (/i  —  i). 
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CHAPITRE  XVI. 


LES    DETERMINANTS 


La  résolution  du  système  de  deux  et  de  trois  équations  litté- 
rales du  premier  degré,  à  deux  et  à  trois  inconnues,  a  conduit  Leib- 
niz (1693)  à  la  théorie  des  déterminants  par  l'étude  de  la  loi  de 
formation  et  des  propriétés  du  dénominateur  commun  des  incon- 
nues. En  1700,  cette  théorie  a  été  retrouvée  et  généralisée  par 
Cramer,  pour  la  résolution  d'un  système  de  n  équations  littérales 
du  premier  degré  à  n  inconnues.  Elle  fut  ensuite  appliquée  dans 
un  grand  nombre  de  questions  d'Analyse  par  Bézout,  Vander- 
MONDE,  Lagrange,  Gauss,  Wronski.  C'cst  en  181  a  que  cette  doc- 
trine est  devenue  féconde,  et  a  été  étudiée  d'une  façon  systé- 
matique par  Cauchy.  Elle  a  été  développée  considérablement 
par  Jacobi,  Cayley,  IIksse,  Sylvester,  Hermite,  Clebsch  et  Bor- 

CHARDT. 

Cette  théorie  a  conduit  Vandermonde  à  la  notion  des  fonctions 
alternées  dont  nous  avons  donné  les  principales  propriétés  dans 
le  Chapitre  précédent;  inversement,  on  peut  déduire  les  pro- 
priétés générales  des  déterminants,  par  l'emploi  du  calcul  sym- 
bolique, de  la  fonction  alternée  fondamentale  de  Vander- 
monde. 

«  Qu'est-ce  au  fond,  dit  Sylvester,  que  la  théorie  des  déter- 
minants? C'est  une  Algèbre  au-dessus  de  l'Algèbre,  un  calcul  qui 
nous  met  à  même  de  combiner  et  de  prédire  les  résultats  des  opé- 
rations algébriques,  de  la  même  manière  que  l'Algèbre  nous  per- 
met de  nous  dispenser  de  l'exécution  des  opérations  particulières 
de  l'Arithmétique.  » 

Dans  ce  Chapitre,  nous  exposerons  rapidement  les  principales 
propriétés  de  cette  théorie,  en  renvoyant  aux  Traités  spéciaux  pu- 
bliés par  Brioschi,  Baltzer,  Salmon  et  Gunther.  Pour  le  lecteur 


.iH'ji  LIVRE    II.    —     LC«    NOMBKES    RATIONNELS. 

pf'ii   i;iriiiii(iri<»*f    avec   celle   métlioile.    nous   recommandons  plus 
[>;irtH:iiliêrement  rOuvr.ip»*  «le  M.  Minsiox  ■  •  -. 

162.  Définition  et  propriétés  du  déterminant.  —  Désignons  para 
le  symbole  de  n  quantités  données 

^Iff.        '/j.        ^Z»,        .      .,        </f|  — |. 

par  /y,  r /  les   s\mboles  d'autres   quanlilés  :    en   d'autres 

tenues,  considérons  les  n-  (|uanlités  quelconques 


^^ 

h^ 

c„ 

...       /u 

a\ 

h, 

^i 

.  .  .        r  1 

f'i 

Ot 

fi 

...    /, 

(in-i      ^/»-l      f/i-l       •••       «/i-i 

Si  Ton  (ait  le  développenienl  de  la  fonction  alternée  fonda- 
ineiitalc 

et  si  Ton  remplace  les  exposants  par  des  indices,  on  obtient  le 
flr terminant  ou  la  somme  alternée 

des  n'^  ({uanlités  données.  Comme  les  échanges  nécessaires  pour 
former  les  termes  de  V  ou  de  D  peuvent  porter  indifféreminent 
sur  les  lettres  ou  sur  les  indices,  on  en  conclut  quV//i  détermi- 
nant ne  change  pas  de  valeur  lorsqu'on  remplace  les  colonnes 
par  les  lignes^  car  1(î  terme  principal  formé  par  le  produit  des 
éléments  de  la  dia*;onalc  descendante  reste  le  même. 

Il  résulte  de  la  définition  (\\.\un  déterminant  change  de  signe 
lorsqu^on  échange  les  éléments  de  deux  colonnes^  puisque  cela 
revient  à  Téchan^^c  de  deux  lettres  de  V.  Il  en  est  de  même  dans 
réchanp^e  de  d<Mix  lignes.  Par  suite,  un  déterminant  qui  con- 
tient deux  rangées  identiques  est  nul. 


(•)  l*.  MansI(»n,  /i'icnients   de  la  théorie   des  déterminants,  avec  de   nom- 
breux exercices,  'f  cilition  ;  i883  (Paris,  chez  Gauthier-Villars). 
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11  résulte  encore  du  développement  de  la  fonction  alternée  V 
«pie  celle-ci  se  trouve  multipliée  par  A,  lorscpi'on  remplace  rï,  h 
ou  c  par  a  A,  b\  ca;  par  suite,  on  multiplie  ou  l'on  di\nse  un 
déterminant  par  X,  en  multipliant  ou  en  divisant  tous  les  élé- 
ments d'une  rangée  par  X,  De  là  ce  corollaire  : 

Un  déterminant  est  nul  lorsque  les  éléments  d'une  même  ran- 
;sée  sont  proportionnels  aux  éléments  d'une  rangée  parallèle. 

Knfin,  on  remarquera  que  si  Ton  a 

ap  =  «/',        bp  —  bP,        Cp  —  c/\         . . . ,         Ip—  II* 

pour  toutes  les  valeurs  o,  i ,  2,  . . . ,  (/?  —  1)  de  /;,  le  déterminant  I) 
est  identique  à  la  fonction  alternée  fondamentale. 

163.  DéTeloppement  du  déterminant.  —  Le  déterminant  I)  est 
une  fonction  linéaire  et  homoji^éne  des  n  quantités 

f/0«        fi\i       ^2f        •  •  •  )       ^/i      1» 

el  Ton  peut  poser 

m)   =  do  A  0  -r-  ^/ 1  A  1  -:-  rt 2  A  2  -      .  .  '  -r-  (tfl     1  A  /i  -  I , 

en  désignant  par 

des  quantités  qui  ne  contiennent  aucun  des  éléments  a,  11  est  fa- 
cile de  déterminer  le  coefficient  Ao  de  «o,  puisqu'il  correspond  à 
rensemhle  des  termes  indépendants  de  a  dans  le  développement 
de  la  fonction  V,  c'est-à-dire  au  produit  de  bcd.  .  ./  par  la  fonc- 
tion alternée  fondamentale  des  lettres  b,  c,  d,  .».,  /,  en  ayant 
soin  de  remplacer  ensuite  les  exposants  par  des  indices.  On  a 
donc 

/>!  C|  . . .       /|         ; 

.      _  '^2  Cz  ...        /* 

I        •  •  .... 

i    tffi  —  i      Cfi—\       ...       f/i—l    i 

Ainsi  le  coefficient  de  a^  dans  le  déterminant  D  est  égal  au 
tléterininant  obtenu  en  supprimant  la  ligne  et  la  colonne  qui  con- 
tiennent a».  On  peut  obtenir  de  même  le  coefficient  d'un  élément 


a8I 
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quelconque,  dans  le  développement  du  déterminant  D,  suivant 
tous  les  éléments  d'une  môme  rangée 5  il  est  égal  au  délermî- 
nant  ±  D',  obtenu  en  supprimant  dans  le  déterminant  D  la  ligne  et 
la  colonne  qui  contiennent  cet  élément.  En  effet,  sans  changer  la 
valeur  absolue  de  D,  on  peut  amener  la  ligne  qui  contient  l'élé- 
ment considéré  à  la  place  de  la  ligne  supérieure  par  des  échanges 
consécutifs  de  deux  lignes;  on  peut  ensuite  amener  la  colonne  qui 
contient  réiément  considéré,  à  la  place  de  la  premic^re  colonne  à 
gauche,  par  des  échanges  consécutifs  de  colonnes.  Alors  l'élément 
considéré  occupe  la  place  de  a^^  et,  si  Ton  supprime  la  première 
ligne  et  la  première  colonne  du  déterminant  transformé,  on  ob- 
tient le  déterminant  D'. 

Pour  déterminer  le  signe,  il  suffit  d'observer  que  D  a  changé 
autant  de  fois  de  signe  qu'il  y  a  d'unités,  moins  deux,  dans  la 
somme  des  rangs  de  la  ligne  et  de  la  colonne  qui  contiennent 
l'élément  considéré.  Si  l'on  suppose  les  éléments  du  déterminant 
placés  sur  les  cases  d'un  échiquier  à  deux  couleurs  alternées, 
comme  l'échiquier  ordinaire,  on  prendra  le  signe  -f- ,  ou  le  signe  — , 
suivant  que  l'élément  a^  et  l'élément  considéré  seront  placés  sur 
des  cases  de  même  couleur,  ou  sur  des  cases  de  couleurs  différentes. 

Le  coefficient  d'un  élément,  pris  avec  son  signe,  s'appelle  le 
/wmewr  correspondant  du  premier  ordre;  on  le  désigne  par  une 
grande  lettre.  Par  suite,  un  déterminant  est  égal  à  la  somme  des 
produits  obtenus  en  multipliant  tous  les  éléments  d'une  même 
ligne  ou  d'une  même  colonne  par  les  mineurs  correspondants. 

Ainsi,  pour  le  déterminant  D  du  troisième  ordre 


D  = 


ai  ùx  Cl 
«1  bi  Ci 
(1:1     (fz     C3 


on  a  les  six  développements 


D  =  ai  Aj-i-  aj  A2-4-  «3.-^3, 
D=^  6,  Bi-i-ôîBj-i-ôjBa, 
D  =  Cl  Cl  -+-  C2  Cj  -I-  C3  C3, 


D  =  ^1  Ai-+-  6iBi-i-  ciCi, 
D  =  «î  A2  -f-  ^2  B2  -\-  Cl  Cj, 
D  =  as  A3  -h  63  B3  I-  C3  C3. 


16 i.  Calcul  des  déterminants.  —  Si  tous  les  éléments  d'une 
rangée  d'un  déterminant  sont  nuls,  à  l'exception  d'un  seul,   le 
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calcul  de  D  se  réduit  à  celui  d'un  déterminant  ayant  une  ligne  et 
une  colonne  en  moins. 

Si  tous  les  éléments  d'une  rangée  se  décomposent  en  la  somme 
de  deux  autres,  le  déterminant  se  décompose  en  une  somme  de 
deux  déterminants. 

Un  déterminant  ne  change  pas  de  valeur  si  l'on  ajoute  à  tous 
les  éléments  d'une  même  rangée  ceux  d'une  autre  rangée  paral- 
lèle multipliés  par  un  même  nombre. 

Si  p  lignes  ou  p  colonnes  d'un  déterminant  deviennent  iden- 
tiques pour  X  =  rt,  le  déterminant  est  divisible  par  {^x  —  a)P~^ . 

Exemple  /.  —  On  a 


lA  (C-l-rt)2  6« 


—  labcia  -T-  6  -h  c)'. 


Exemple  IL  —  Le  déterminant 


{x -^  laY    ix-r-'2.by    {x-h'icY 

{x -r- a'f       ix-T-b)^     (x-T-    c)^ 

a^  b^  c' 


est  égal  au  produit  de 


par 


Zx^{b  —  a){c  —  a){c  —  b). 
{a-\-b  -^  c')4:*-h  Z{bc  -r-  ca  ~  ab)x  ->r  Oabc. 


Exemple  III.  —  On  a 


o 

a 

b 

c 

a 

o 

ï 

? 

b 

T 

o 

a 

c 

P 

a 

o 

=  a*a2-i-  b^^{i^--c^^;^—ibc^-^(  —  ica^x  — ^aboi^i. 


Exemple  IV,  —  On  a 


I  — 


X 

a 

b 

c 

a 

X 

Y 

p 

b 

Y 

X 

a 

c 

-P 

—  1 

X 

=  a7M-(a2-i-  62 -i- cî -h  a2 -h  ^s-i-Y*;j:'»-l-(aa-h6,3-+-  07)^ 
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Exemple  V,  —  Le  déterminant 

0  1  I  1  ' 

1  a  -^  X  b  -r  X  c  -{-  X  ^ 
r  a'  —  y  b' -^  y  c' -^  y 

I  a'-^  z  b"  -\-  z  c"-^  z 


(SVLVESTER.) 


est  indépendant  de  x^y,  z. 

Exemple  VI.  —  Le  déterminant  «i  n  lignes 

I  a    X     X     X 
'  [1    6     X     X 

|JL       JA       C        X 
JJL       [l       [l      d 


dans  lequel  tous  les  éléments  d'un  même  côté  de  la  diagonale  sont  égaux, 
a  pour  expression 

X  —  |JL 

si  l'on  pose 

/(x)  =  ( X  —  a)  { X —  b). .  .(x  —  /  ). 

Pour  |JL  =  X,  il  se  réduit  à 

(->)"[/(>■) -va)]- 

Exemple  VII.  —  Calculer  le  déterminant 


Ap.= 


A  l 


A* 


**«-»- 1      ■'^/i+î       •  •  •      '*«+/> 

dans  lequel  AJ5  désigne  le  nombre  des  arrangements  simples  de  p  objets 
pris  q  'd  q  (n**  45). 

Exemple  VIII.  —  Si  l'on  désigne  par  a,  b,  c,  . . .,  /  dos  quantités  quel- 
conques en  nombre  /i,  par  s  leur  somme,  et  par  A,  H,  C,  ...,  L  les  excès 
de  cette  somme  sur  les  quantités  données,  le  déterminant 


X 

A 

b 

c 

/ 

a 

X  — 

B 

c 

/ 

1 

a 

b 

X      G     . 

,.    / 

m 

a 

• 

b 

• 

c 

..       X         h 
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a  pour  expression  x{x  —  *)""*,  et  le  déterminant  obtenu  on  remplaçant 
€iy  bj  Cy  . . .  ,  /  par  A,  B,  C,  . . . .  L  a  pour  expression 

[x-    in--  'i.)s]{^x  —  sy^-K 
Exemple  IX.  —  Le  déterminant 


a,  —  bi 

ai       bn 

ai       bi 

rtj  -     bi 

«3          ^1 

a:^  —  bi 

an-   bi     an-bi 


"1  - 

bn 

a.  - 

hn 

«3 

l>n 

a 


n 


-b, 


est  identiquement  nul. 

Exemple  X,  —  Le  déterminant  obtenu  en  remplaçant  les  éléments  du 
déterminant  précédent  par  leurs  inverses  est  égal  au  produit  des  diiïé- 
renées  mutuelles  des  nombres  <?,  multiplié  par  le  produit  des  différences 
mutuelles  des  nombres  b  et  divisé  [)ar  le  produit  de  toutes  les  différences 
telles  que  {ar—bg ).  ( Gauciiv . ) 

165.  Éléments  à  deux  indices.  —  Au  lieu  de  désigner  les  rlr- 
ments  d'un  déterminant  par  des  lettres  différentes  (n**  162),  on 
peut  se  servir  d'une  seule  lettres  avec  deux  indices,  en  représen- 
tant par  a^  le  terme  placé  dans  la  ligne  ->  de  rang  x  et  dans  la 
colonne  \  de  rang  r. 


a' 


(A; 


a 


a. 


a 


a. 


a\     ai 


a: 


a: 


a' 


a 


n 

1» 


-y 


«?. 


a 


n 
3» 


«i 


a 


n 


a 


n 


a 


/*• 


X 


Un  terme  quelconque  du  déterminant  est  donné  par 


ta\}al*a^^^ 


•*  n 


lesnoml)res  j:,,:r,,X3,  ...,  .r,,  représentent  une  permutation  (|uel- 
conque  des  /?  premiers  nombres,  et  les  nombres  j',,  l'i,,  j':i,  — Vu 
représentent  une  permutation  quelconque  des  n  premiers  nom- 
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bres;  de  plus,  le  coefficient  e  est  égal  à  -f-  i  ouà  —  i  suivant  que 
les  permutations 


Xi  Xf  Xi    ...   Xn 


et 


yi  ji  yz  . . .  r« 


appartiennent  à  la  même  classe  ou  à  des  classes  difTérentes. 

On  obtient  tous  les  termes  du  déterminant,  en  nombre  /i!,  en 
laissant  invariables  tous  les  indices  inférieurs  x  et  en  permutant  de 
toutes  les  manières  les  indices  supérieurs^',  ou  encore  en  laissant 
invariables  les  indices  supérieurs  y^  et  en  permutant  de  toutes  les 
manières  les  indices  inférieurs  x. 

Si  l'on  change  les  signes  de  tous  les  éléments  situés  dans  les  co- 
lonnes de  rang  pair,  puis  si  Ton  change  les  signes  de  tous  les  élé- 
ments situés  dans  les  lignes  de  rang  pair,  la  valeur  du  déterminant 
reste  la  même,  mais  tous  les  éléments  dont  la  somme  des  indices 
est  impaire  se  trouvent,  en  signe  contraire,  dans  le  nouveau  déter- 
minant. 

Désignons  le  déterminant  des  /i-  éléments  a  par 

A  =  2dza}a|  ...«2 

et  par  A*  le  coefficient  de  <7*  dans  le  développement  de  A,  sui- 
vant les  éléments  delà  /•"■■"'  ligne  ou  de  la  5"'"**  colonne;  le  mineur 
du  premier  ordre,  obtenu  en  supprimant  la  ligne  et  la  colonne 
correspondantes,  a  pour  expression  ( —  1)'^* A',  et  les  sommes 

a/.  Aj  -+-  aJ-AJ  -h. .  .-f-  a'JlA?, 
«5  Aï  -ha5Af-h...H-c/-^A;;, 

sont  égales  à  A,  ou  à  zéro,  suivant  que  r  et  s  sont  égaux  ou  iné- 


gaux 


Si  l'on  désigne  par  A,  B,  P  trois  déterminants  de  degré  /?,  for- 
més avec  des  éléments  quelconques  a,  b^pj  à  deux  indices,  le  dé- 


terminant de  degré  'in 


G  = 


«1 

•    •    • 

al 

p\ 

•  Pi 

• 

•    •    • 

• 

• 

>                 • 

«i 

•     ■    • 

"a 

pk 

.   P^i 

0 

•    •    • 

0 

i>\ 

■     b1 

• 

•    •    • 

• 

• 

>                         • 

0 

•    •    • 

0 

b}. 

•    •    i 

6ï 
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dans  lequel  lous  les  éléments  situés  au-dessous  du  déterminant  A 
sont  nuls,  est  égal  au  produit  AB. 
Si,  pour  simplifier,  nous  posons 


A     P 

C'  = 

0    B 

0     B 

7 

A    1> 

G  = 


on  a  Cf=( — i)''AB,  puisque  l'on  passe  du  déterminante  au  dé- 
terminant C,  en  échangeant  respectivement  les  n  premières  lignes 
avec  les  n  dernières. 

166.  Multiplication  des  déterminants.  —  Pour  multiplier  deux 
déterminants  A  et  B,  que  Ton  peut  toujours  supposer  du  même 
ordre  n,  nous  remplaçons  dans  le  déterminant  P  tous  les  éléments 
de  la  diagonale  principale  par  —  i  et  tous  les  autres  par  o;  on  a 
donc 


AB  = 


a 


a, 


iV 


(-1) 


a 


o 


o 


o 


0 

•    .     • 

(-0 

b\ 

•    •    • 

*7 

• 

•    •    • 

• 

K 

•     •    • 

bl 

Ajoutons  aux  éléments  de  la  première  colonne  les  cléments  des 
n  dernières,  multipliés  respectivcmcnl  par 

ajoutons  aux  éléments  de  la  seconde  colonne  les  éléments  des 
n  dernières,  multipliés  respectivement  par 

et  ainsi  de  suite  jusqu'à  la  ^i^'™*^  colonne.  Posons,  de  plus, 

c\  =  a),  h]  -h  n\h\  H- . . .  -H  «Jî  6?, 
le  déterminant  AB  devient 
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Par  suite,  d'après  la  valeur  du  déterminant  C,  considéré  dans 
le  numéro  précédent ,  on  a 

AB  =  Z±c\clcl...cZ. 

C'est  dans  cette  dernière  égalité  que  consiste  la  règle  de  multi- 
plication  par  lignes.  En  changeant,  dans  l'un  ou  l'autre  des  deux 
déterminants  A  et  B,  les  colonnes  en  lignes  ou  les  lignes  en  co- 
lonnes, on  obtient  quatre  manières  de  faire  la  multiplication. 

Plus  généralement,  si  Ton  considère  deux  systèmes  A  et  B  de 
qn  quantités  ael  bk  deux  indices,  renfermés  dans  deux  rectangles 
de  q  lignes  et  de  n  colonnes,  et  si  l'on  détermine  c*  comme  ci-des- 
sus, le  déterminant  des  n^  quantités 


'  c! 


cl   I 


C  = 


n 


C%    1 


est  nul  pour  n>  q]  pour  n  =  y,  on  a  C  =  AB,  et  pour  n  <C  q,  le 
déterminant  C  est  égal  à  la  somme  des  produits  des  déterminants 
formés  en  prenant  les  q  colonnes  de  A  et  les  q  colonnes  corres- 
pondantes de  B;  le  nombre  de  ces  produits  est  égal  au  nombre  des 
combinaisons  simples  de  n  objets  pris  q  k  q.  (Ze  théorème  fonda- 
mental, donné  par  Binet  et  par  Cauchy,  est  la  généralisation  de 
résultats  qui  avaient  été  obtenus  par  Lagrange  et  par  Galss. 

Exemple  I.  —  Déterminant  symétrique.  —  C'est  un  déterminant  dans 
lequel  les  éléments  de  la  diagonale  principale  sont  quelconques,  les  élt'- 
ments  placés  symétriquement  par  rapport  à  cette  diagonale  étant  égaux. 

Les  mineurs  qui  correspondent  à  deux  éléments  symétriques  sont  égaux. 

Le  carré  d'un  déterminant  est  un  déterminant  symétrique. 

Carre  du  déterminant  de  Vandermonde.  —  Si  Ton  pose 


Sf.  =  a^-h  ^'•-h  C'-h 


on  a 


V*  = 


Si 
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Exemple  IL  —  Déterminant  gauche,  —  C'est  un  déterminant  dans  le- 
quel les  éléments  de  la  diagonale  principale  sont  quelconques,  les  éléments 
placés  symétriquement,  par  rapport  à  cette  diagonale,  étant  égaux  et  de 
signes  contraires.  Si  les  cléments  de  la  diagonale  principale  sont  tous  nuls, 
le  déterminant  est  dit  sym,étrique  gauche. 

Si  Ton  change  tous  les  signes  des  éléments  d'un  déterminant  symétriqut' 
gauche  de  degré  /i,  on  le  multiplie  par( — 1)«;  donc  il  est  nul,  pour  n  im- 
pair. Les  mineurs  qui  correspondent  à  des  éléments  placés  symétriquement 
par  rapport  à  la  diagonale  sont  égaux  et  de  signes  contraires. 

Un  déterminant  symétrique  gauche  de  degré  pair  est  le  carré  d'une  fonc- 
tion de  ses  éléments,  que  l'on  appelle  Pfajfffien,  (Catlev.) 

Lorsqu'un  déterminant  symétrique  gauche  de  degré  in  est  symétrique  par 
rapport  à  sa  seconde  diagonale,  on  peut  le  mettre  sous  la  forme  du  carn* 
d*un  déterminant  de  degré  n  en  ajoutant  aux  éléments  d'une  rangée  ceux 
de  la  rangée  symétrique  par  rapport  au  centre.  (Gîjntiier.) 

Exemple  III,  —  Circulant,  —  C'est  un  déterminant  dont  les  lignes  suc- 
cessives sont  formées  par  les  permutations  circulaires  des  éléments  de  lu 
première  ligne. 

Tout  circulant  de  degré  pair  peut  être  rendu  symétrique  par  rapport  au 
centre. 

Le  circulant  dont  la  première  ligne  se  compose  de  n  termes  en  progres- 
sion arithmétique  de  raison  /•  et  de  somme  S  a  pour  expression 

(-n    *     /i"-2/-«-»S. 

Le  circulant  dont  la  première  ligne  se  compose  des  carrés  des  n  premiers 
nombres  entiers  a  pour  expression 

,  (n  -^\)('>.n  -^\)  //"   *  .,  ^  , 

Le  circulant  dont  la  première  ligne  se  compose  des  n  coefficients  du  dé- 
veloppement de  (I  -¥  X)'*-  est  égal  à  a'*  ou  à  o,  suivant  que  n  est  pair  ou 
impair. 

Le  produit  de  deux  circulants  de  même  degré  est  un  circulant. 


ÉQUATIONS  DU  PREICIER  DEGRÉ. 

167.  Formules  de  Cramer.  —  Résolution  de  deux  équations 
du  premier  degré  à  deux  inconnues.  —  Système  de  trois  équations 
à  trois  inconnues,  de  quatre  équations  à  quatre  inconnues. 

Un  système  de  n  équations  du  premier  degré  à  n  inconnues, 
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dont  le  délenDÎDaDl  des  coefficients  des  inconnaes  n^esl  pas  nul, 
admet  une  solution  et  n'en  admet  qu'une  seule.  Chacune  des  in- 
connues e^t  égale  à  une  fraction  avant  pour  dénominateur  commnn 
le  déterminant  des  coefficients  et  pour  numérateur  le  détermi- 
nant obtenu  en  remplaçant  dans  le  dénominateur  la  colonne  des 
coefficients  de  Tinconnue  considérée  par  les  seconds  membres  des 

équations. 

Pour  démontrer  ce  théorème  important,  on  range  les  équations 
de  telle  sorte  que  le  mineur  obtenu  en  supprimant  la  première 
ligne  et  la  première  colonne  du  déterminant  ne  soit  pas  nul,  et 
Ton  fait  voir  que  le  système  a  une  solution  unique,  en  supposant 
le  théorème  vérifié  pour  un  système  de  (n  —  i  )  équations  à 
^/i  —  1^  inconnues.  D'ailleurs,  pour  chaque  colonne  du  détermi- 
nant, il  existe  un  mineur  du  premier  ordre  qui  n*est  pas  nul  ;  par 
conséquent,  les  inconnues  se  présentent  toutes  sous  la  forme  de 
Ceamee,  sans  qu'il  soit  nécessaire  de  vérifier  a  posieriori  Ve^SLC- 
titude  du  résultat,  ainsi  que  Gauss  le  pensait. 

Exemple  1.  —  Deux  marchands  de  vins  entrent  dans  Paris,  Tun  avec 
6|  barriques  et  l'autre  avec  ao  barriques  du  même  prix.  Mais,  comoie  ils 
n*ont  pas  assez  d'argent  pour  acquitter  les  droits  d'entrée,  le  premier  paye 
avec  5  barriques  et  ajoute  io'';  Tautre  acquitte  avec  a  barriques  et  on  lui 
rend  4o'^  Quels  sont  les  pri\  de  la  barrique  et  du  droit  d'entrée  de  cha- 
cune d*ellcs? 

ï>a  barrique  vaut  no''  et  le  droit  d'entrée  est  de  lo''.  On  doit  remar- 
quer que  les  barriques  qui  restent  à  l'octroi  ne  payent  pas  l'entrée,  et  c'est 
là  la  curiosité  de  ce  problème  que  Lk  Verrier  appelait  problème  piège. 

Exemple  IL  —  Les  aiguilles  d'une  montre  sont  en  coïncidence  à  midi; 
à  quels  instants  seront-elles  encore  en  coïncidence  ? 

Dans  l'intervalle  de  douze  heures,  il  y  a  onze  rencontres  se  succédant 
à  un  onzième  d'heure.  -  Calcul  des  éclipses.  Durée  de  la  rotation  du 
soleil  autour  de  son  a\e,  etc. 

Exemple  JJJ. —  Les  aiguilles  d'une  montre  sont  en  coïncidence  à  midi  ; 
à  quels  instants  seront-elles  :  i°  directement  opposées;  a*  perpendicu- 
laires; 3*"  à  quels  instants  sont-elles  inclinées  d'une  fraction  donnée  du 
cadran? 

Exemple  IV. —  Les  aiguilles  d'une  montre  sont  en  coïncidence  à  midi, 
quelles  sont  leurs  positions  simultanées  pour  lesquelles  les  deu\  aiguilles 
peuvent  être  remplacées  Tune  par  l'autre,  à  un  autre  instant. 

En  imaginant  une  aiguille  fictive  marchant  douze  fois  plus  vite  que  l'ai- 
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guille  des  minutes,  les  positions  demandées  se  succèdent  au\  intervalles 
des  temps  de  coïncidence  de  Taiguille  des  heures  et  de  Taiguille  fictivp. 
Donc,  en  douze  heures,  il  y  a  i43  positions  des  aiguiliesi  qui  se  succèdent 
à  intervalles  égaux,  en  tenant  compte  des  coïncidences.  —  L'énoncé  et  la 
solution  de  ce  problème  sont  dus  à  M.  Laisânt. 

Exemple  V,  —  Un  paquebot  met  à  la  voile  de  Douvres  avec  un  vent 
frais,  arrive  à  Calais  en  deux  heures.  Pour  retourner,  le  vent  étant  con- 
traire, il  fait  6  milles  de  moins  à  l'heure;  mais,  à  mi-chemin,  le  vent 
change  de  nouveau,  le  paquebot  fait  deux  milles  en  plus,  à  l'heure,  et  re- 
vient à  Douvres  dans  les  six  septièmes  du  temps  qu'il  aurait  employé  si  le 
vent  n'avait  pas  changé.  Trouver  la  distance  de  Douvres  à  Calais  et  les  vi- 
tesses différentes  du  paquebot. 

Distance,  ssa  milles.  —  Vitesses  à  l'heure,  ii,5  et  7  milles. 

Exemple  VI.  —  Deux  stations  distantes  de  4*^"  sont  reliées  par  une 
double  ligne  de  tramways.  A  chaque  station,  les  voitures  partent  de  trois 
en  trois  minutes,  et  marchent  avec  la  même  vitesse  sur  chaque  ligne.  Un 
piéton  parcourt  uniformément  la  même  ligne;  au  moment  où  il  part  de  la 
première  station,  il  voit  une  voiture  la  quitter,  une  autre  y  arriver.  De 
même,  au  moment  où  il  atteint  la  seconde  station,  une  voiture  en  part  et 
une  autre  y  arrive.  En  comptant  les  voitures  avec  lesquelles  il  s'est  trouve 
à  l'une  et  à  l'autre  station,  le  piéton  en  a  rencontré  19  allant  dans  le 
même  sens  et  4^  allant  en  sens  contraire.  Trouver  la  vitesse  du  piéton  cl 
celle  des  voitures  ? 

Exemple  VII.  ■-  Résoudre  les  équations 

ar  ^  by  -{-  cz  -r-d t  =  \  , 

—  hw    -  6f  r  -h  dz  —  r  /  =  Y , 

—  ex    -  dy  -r-  a  z  -\-  ht  =  X, 

—  dj-  -r-  cy  —  b  z  -^  a  t  =^  'ï . 

Si  Ton  forme  le  carré  du  déterminant  des  inconnues,  on  voit  que  ce  dé- 
terminant est  le  carré  de  l'expression 


On  a  ensuite 


A   rr=a^^b^-\-C^^d^, 

Sx  =  a\-b\  -cZ^dT, 
Aj'  =  6  X  -h  a  Y  —  d'A  -:-  c  T, 
A;;  =  cX  ^d\  -^aZ  —  bT, 
M  =d\-c\  -hbZ  r-tiT, 

et,  en  ajoutant  les  carrés  (n*  69), 

(«2-h  6'-h  C'-f- é/«)  (a:»-h^«4- ^'H-  /«)  =  X*-h  Y*-r- Z*-r- T« 
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Exemple  17//.  —  HrsoiidrCf  par  rapport  à  -r,  j-,  z,  /,  p^  y,  r,  s,  les 
<'<|uation« 

nr-^by—rz-   dt-    ep-.    fq--gr-.-hs=r.\^ 

—  hx  --  a  y  ~  dz—  it  -  fp  —  eq~'/tr-r-^s^\\ 

—  ex  -    fi  y       a  z  -     ht  -  ffp  —  hq  —  er  —  /*  =  Z. 

—  (Ix  -     cy  --  fjz  ~   ttt  -  hp  —  f^q  '   fr  —  <ri  =  T, 
ex  —  fy  -  -  A' -3  ^  ht  -  ap  -^  hq  -r  cr  -r-  ds  =  P, 

—  fx  -     ey       hz  '^-  :^t  —  hp  -^  nq  —  dr  ^  es  —  Qj 

—  ^  j*  -     h  y  -■-  e  z  —  //  -  t'p  -^   dq  —  ar  —  b$  •=  R, 

—  hx  -     firy       fz-     et  -  dp  —  cq  -■  hr  -r-  as  ^  S. 

lin  prenant  le  carre  du  déterminant  des  inconnues,  on  voit  que  ce  dc- 
Icrniinant  est  le  bicarré  de  Texpression 

Kn  multipliant  ensuite  les  équations  par  les  nombres  cr,  b,  c,  d,  e,  f, 
/,',  hj  pris  avec  des  signes  c(mvenablcs,  on  trouve 

Ix^aX  h\  -  cZ-r/T-^P  — /Q-  A'R  — AS, 
^y=hX--  a\-  dZ-  cT  — /P-T-  eQ-+  /iR-^S, 
Iz^  c\-;d\  -.  aZ-  hT-  .^P-  /iQh  ^R--/S, 
A/  ^  dX—  cY-.  hZ-r-uT  —  hP-h/irQ—/R-^  eS, 
\p  ^  eX.  /Y-f-.4'Z  AT-^  aP-  bq—  cR^dS, 
Ay^/X-  <?Y-  hZ-  ,^T-  hP-^  aQ-^rfR— cS, 
A/n-^X-AY-  eZ-:  /T--cP-  dq-{- aR -r^  bS, 
\s  =  hX  -:  f;\--  fZ~  C'Y  —  dP  -\-  cQ -^»R^-aS. 

Kn  ajoutant  les  carrés,  on  démontre  que 

ou,  en  d'autres  termes,  que  le  produit  d'une  somme  de  huit  carrés  par 
une  somme  de  huit  carrés  est  une  somme  de  huit  carrés. 

Exemple  IA\  —  Si  la  somme  des  carrés  des  éléments  de  chaque  ligne 
d'un  déterminant  est  égale  à  i,  et  qu'en  outre  la  somme  des  produits  des 
éléments  correspondants  de  deux,  lignes  quelconques  soit  nulle,  les  mêmes 
relations  ont  lieu  entre  les  éléments  des  colonnes.  —  Le  déterminant  est 
égal  à  ±1,  chaque  mineur  est  égal,  en  valeur  absolue,  à  l'élément  corres- 
pondant. Enfin,  si  l'on  fait  pour  chaque  ligne  le  produit  des  éléments,  la 
somme  des  carrés  de  ces  produits  est  égale  à  la  somme  correspondante 
pour  les  colonnes. 

Les  trois  exemples  précédents  trouvent  leur  application  dans  la  théorie 
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des  carrés  magiquts,  et  inversement  cette  théorie  donne  lieu  à  de  nom- 
breuses identités. 

168.  Théorème  de  M.  Rouché  (1).  —  Lorsque  le  déterminant 
des  coefficients  des  inconnues  est  nui,  la  résolution  d'un  système 
linéaire  donne  lieu  à  une  discussion  intéressante  qui  s'applique  à 
un  nombre  quelconque  p  d'équations  du  premier  degré  contenant 
un  nombre  quelconque  q  d'inconnues.  On  forme  le  Tableau  rec- 
tangulaire, à  p  lignes  et  q  colonnes,  des  coefficients  des  inconnues, 
et  l'on  suppose  que  l'un  au  moins  des  éléments  du  Tableau  n'est 
pas  nul.  Alors  il  existe  un  déterminant  formé  avec  les  coefficients 
de  n  lignes  et  de  n  colonnes,  de  telle  sorte  que  ce  déterminant  de 
degré  n  ne  soit  pas  nul,  mais  tel  que  tout  déterminant  de  degré 
{n  4-  i),  formé  avec  les  éléments  du  Tableau,  soit  identiquement 
nul.  D'ailleurs,  il  peut  exister  plusieurs  déterminants  de  degré  n 
qui  ne  soient  pas  nuls,  et  Ton  peut  choisir  l'un  d'eux,  que  l'on 
appelle  déterminant  principal  du  système,  de  telle  sorte  qu'en 
modifiant  l'ordre  des  équations  et  celui  des  inconnues  ce  déter- 
minant A  soit  formé  des  éléments  contenus  dans  les  n  premières 
lignes  et  les  n  premières  colonnes  du  Tableau. 

On  borde  ensuite  le  déterminant  A  avec  une  ligne  formée  par 
les  éléments  correspondants  d'une  autre  ligne  du  Tableau  et  avec 
une  colonne  contenant  les  termes  connus  des  équations  corres- 
pondantes. On  obtient  ainsi  des  déterminants,  de  degré  (/i-f-  i), 
que  l'on  appelle  déterminants  caractéristiques  du  système 
linéaire.  Cela  posé,  on  a  le  théorème  suivant  : 

Pour  que  la  résolution  d^un  système  de  p  équations  du  pre- 
mier degré  à  q  inconnues  soit  possible,  il  faut  et  il  suffit  que 
tous  les  déterminants  caractéristiques  que  Von  peut  déduire 
du  déterminant  principal  soient  nuls.  Lorsque  ces  conditions 
sont  remplies,  le  système  est  déterminé  ou  indéterminé,  suivant 
que  le  nombre  des  inconnues  égale  ou  surpasse  le  degré  du  dé- 
terminant principal. 

Il  résulte  de  ce  théorème  que  la  condition  nécessaire  et  suffi- 
sante pour  qu'un  système  de  n  équations  à  n  inconnues  admette 

(*)  E.  RoucHÉ,  Note  sur  les  équations  linéaires  {Journal  de  VÉcole  Poly- 
technique, XLVIII* Cahier;  i88o). 
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one  v>luUon  aniqae  e?l  qae  le  dt^erminanl  do  «^stèoie  soit  difle- 
reot  de  o. 

RcvAKr^cc  I.  —  La  ihéorie  précédenie  permet  de  représenter 
les  réèoluts  de»  opération?  fond^menule*  de  rAritlunétiqae  et  de 
l'AJgèbre  sou»  la  forme  de  déterminants.  En  effet,  ces  opérations 
déterminent  en  général.  d*ane  façon  uniqae,  par  des  équations 
linéaires,  les  coefGcienU  de  certains  polvnômes.  On  peut  donc 
mettre  sous  forme  de  déterminant  la  valeur  numérique  d^un  polj- 
n/jme.  les  coefficients  du  produit  ou  du  quotient  de  deox  polj- 
n6mesy  les  coefficients  du  reste  de  la  division  d*nn  polynôme  par 
un  autre  poUnôme.  les  coefficients  de  la  formule  d'interpolation 
de  L%caA5ce.  etc. 

KEifjiB<;;L'E  II.  —  Les  formules  concernant  les  suites  récur- 
rentes donnent  encore  l'expression  des  inconnues  sous  forme  de 
déterminant.  Ainsi  les  formules  de  la  théorie  des  combinaisons, 
celles  du  calcul  svmbolique,  les  formules  de  sommation  des  puis- 
sances numériques,  celles  qui  concernent  les  nombres  de  Bek- 
HouLLi,  d'EuLEB,  dc  Ge50cchi.  Ics  formulcs  de  Newtoh  sur  le 
calcul  des  fonctions  symétriques,  etc.,  produisent  des  détermi- 
nants. Cependant,  il  est  bon  d'obser\'er  qu'il  ne  faut  pas  abuser 
de  cette  forme  plus  complexe,  et  surtout  lorsque  le  calcul  direct 
des  inconnues  est  plus  rapide  que  celui  que  Ton  peut  obtenir  par 
le  développement  des  déterminants  qui  leur  correspondent. 

Exemple  I.  —  Résoudre  les  équations 


T 

-^ 

ù 

y 

* 
A 

_:_ 

a  -+-X 

C 

-h  À 

X 

-+- 

y 

z 

a-^ix 

0 

• 

î^ 

C 

-^l^ 

X 

y 

z 

—  I. 


=  1, 


.  =1. 

/'/  -H  V         c;  -—  V         c  -r-  V 


Exemple  II.  —  Résoudre  les  équations 

x-\'     j-f-     z  -^      t  =  eo, 

ax-¥-    by-{-cz  -+-    dt  =  ei, 

a^x  H-  b^y  -h  c'^z  -h  d^t  =  ej, 

a^x  H-  b^y  ^  c^z  -^  d}t  =  ei. 
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Exemple  III,  —  Trouver,  par  la  théorie  des  déterminants  et  par  le 
binôme  de  Leirniz,  la  formule  qui  donne  la  dérivée  d'ordre  n  d'Une  frac- 
tion {u\v). 

169.  Équations  linéaires  et  homogènes.  —  Lorsque  les  termes 
qui  ne  contiennent  pas  les  inconnues  sont  tous  nuls,  tous  les  dé- 
terminants caractéristiques  sont  nuls,  puisqu'ils  renferment  une 
colonne  de  zéros;  par  conséquent,  tout  système  d'équations 
linéaires  et  homogènes  admet  toujours  une  solution,  celle  dans 
laquelle  toutes  les  inconnues  sont  nulles.  Mais  on  dit  que  le  sys- 
tème des  équations  est  compatible,  lorsqu'il  admet  une  solution 
dans  laquelle  l'une,  au  moins,  des  inconnues  n'est  pas  nulle;  alors 
on  a  deux  cas  à  distinguer,  suivant  que  le  degré  du  déterlninant 
principal  est  égal  au  nombre  des  inconnues,  ou  se  trouve  plus 
petit.  Lorsque  le  degré  du  déterminant  principal  est  égal  au  nombre 
des  inconnues,  le  système  n'admet  que  des  valeurs  nulles  pour  les 
inconnues.  Mais,  si  le  nombre  des  inconnues  surpasse,  de  A*  unités, 
le  degré  du  déterminant  principal,  on  peut  donner  à  k  des  incon- 
nues des  valeurs  arbitraires  et,  par  suite,  différentes  de  zéro. 

Ainsi,  pour  qu^un  système  linéaire  et  homogène  soit  compa- 
tible,  il  faut  et  il  suffit  que  le  degré  du  déterminant  principal 
soit  plus  petit  que  le  nombre  des  inconnues. 

En  particulier,  pour  qu'un  système  de  n  équations  homogènes 
à  n  inconnues  soit  nul,  il  faut  et  il  suffit  que  le  déterminant  des 
coefficients  des  inconnues  soit  nul. 

On  en  déduit  diverses  propriétés  des  déterminants  identique- 
ment nuls. 

Pour  qu'un  déterminant  soit  nul,  il  faut  et  il  suffit  qu'il  existe 
entre  les  éléments  des  rangées  une  même  relation  linéaire  et  homo- 
gène. 

Dans  un  déterminant  nul,  les  mineurs  des  éléments  de  deu\ 
rangées  parallèles  sont  proportionnels. 

170.  Formes  linéaires  et  homogènes.  —  Pour  qu'une  forme  li- 
néaire et  homogène  soit  nulle,  quelles  que  soient  les  valeurs  attri- 
buées aux  variables,  il  faut  et  il  suffit  que  tous  ses  coefficients 
soient  nuls. 

On  dit  que  des  formes  linéaires  sont  indépendantes  lorsqu'elles 
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peuvent  prendre  des  valeurs  données  arbitrairement  pour  cer- 
taines valeurs  des  variables. 

Le  nombre  des  formes  homogènes  et  indépendantes  de  /i  va- 
riables ne  peut  surpasser  le  nombre  n  des  variables. 

Pour  que/?  formes  homogènes  à  /{  variables  soient  indépendantes, 
il  faut  et  il  sufOt  que  le  déterminant  des  coefficients  des  variables 
ne  soit  pas  nul. 

Pourquc  p  formes  à  (/)  -h  7)  variables  soient  indépendantes, 
il  faut  el  il  suffit  que  Ton  puisse  former  avec  le  Tableau  des  coef- 
ficients des  variables  un  déterminant  de  degré  p  qui  ne  soil 
pas  nul. 


»—* 
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CHAPITRE  XVII. 


LES  SUITES  RÉCURRENTES  LINÉAIRES. 


171.  Des  suites  récurrentes  proprement  dites.  —  On  appelle 
ainsi  une  suite  de  nombres 

...,        M-3,        W-î,        W-I7        Wo,        Wi,        Mj,        1/3,        ..., 

lels  qu'il  existe  une  mémo  relation  linéaire  homogène,  à  coef^ 
Jicients  constants,   entre  p   nombres  consécutifs.  En    d^aulres 
termes,  on  a  dans  toute  Tétendue  de  la  suite 

OU,  SOUS  la  forme  symbolique, 

/{li)  désignant  un  polynôme  de  degré  n  dont  les  coefficients 
extrêmes  ne  sont  pas  nuls,  el  p  un  entier  quelconque.  Le  poly- 
nôme 

s^appelle  V échelle  de  récurrence. 

Pour  une  même  échelle,  il  existe  une  infinité  de  suites;  mais 
toute  suite  est  déterminée,  et  peut  être  prolongée  indéfiniment 
dans  les  deux  sens,  lorsque  Ton  connaît  n  termes  consécutifs  et 
les  coefficients  de  Téchelle.  Il  résulte  immédiatement  de  là  que 
l'échelle  d'une  série  récurrente  ne  change  pas  lorsque  Ton  aug- 
mente d'un  même  nombre  tous  les  indices  des  termes  et  que  deux 
suites  de  même  échelle  de  degré  n  sont  identiques,  si  n  termes 
consécutifs  sont  égaux  chacun  à  chacun. 

Lorsque  n  termes  consécutifs  d'une  suite  sont  nuls,  tous  les 
termes  sont  nuls;  ainsi,  une  suite  illimitée  de  zéros  forme  une 
suite  récurrente  d'échelle  quelconque.   Inversement,  lorsqu'une 


3oO  LIVIC    II.   —    LIS    NOMBIIS    ■ATI07INBLS. 

suite  récurrente  contient  n  termes  consécutifs  égaux  à  zéro,  le 
degré  de  son  échelle  surpasse  n. 

La  suite  récurrente  du  premier  degré  est  donnée  par  Téchelle 

1/  —  a  «^  o  : 

cVst  une  progression  gèomt'truiue  de  raison  a,  et  un  terme 
quelconque  a  pour  expression 

Si  Téchellc  est 

chaque  terme  est  la  moyenne  arithmétique  des  deux  termes  qui  le 
comprennent  et  la  suite  est  une  progression  arithmétique  de 
raison  quelconque.  En  général,  si  9(jr)  désigne  un  poljnôme  de 
degré  n  et  si  le  terme  général  d*une  suite  est 

on  a  une  suite  récurrente  avant  pour  échelle  le  développement  de 

{Il  —  i)'*«di=»o, 

comme  cela  résulte  immédiatement  du  calcul  des  différences 
(no  76). 

Les  suites  récurrentes  ont  été  étudiées  par  Cassim,  Moivre. 
Eller,  Lagrakc:e  et  par  D.  Akdré  (').  Nous  avons  donné,  dans 
les  Chapitres  qui  précèdent,  quelques  exemples  de  suites  récur- 
rentes linéaires,  dont  les  coefficients  n'étaient  pas  constants. 
Mais,  dans  ce  qui  va  suivre,  nous  supposerons  les  coefficients 
constants. 

172.  Propriétés  des  suites  récurrentes.  —  i"*  Si  l*on  multiplie 
tous  les  termes  d'une  suite  récurrente  par  un  même  nombre,  on 
obtient  une  suite  récurrente  de  même  échelle. 

2°  Si   l'on  renverse   le  sens  du  numérotage  des  termes  d'une 


(*)  Cassim,  Histoire  de  l'Académie  royale  des  Sciences,  p.  Sog.  Paris,  i68o. 
Moivre,  Miscellanea  analytica,  p.  27.  —  Euler,  Introductio  in  Analysin,  t.  I. 
—  Laoranqb,  Œuvres  complètes,  t.  I,IIIctV.—  D.  André,  Annales  de  V École 
Normale  supérieure,  3*  série,  t.  VU;  Paris,  1878. 
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suite,  on  obtient  une  nouvelle  suite  dont  réchelle  s'obtient  en 
remplaçant  dans  la  première  u  par  //"*. 

3®  Si  l'on  multiplie  tous  les  termes  d'une  suite  récurrente  par 
les  termes  successifs  d'une  proj^çression  géométrique  de  raison  X, 
on  obtient  une  suite  récurrente  de  même  degré  dont  Téchelle  se 
déduit  de  la  première  en  rem|)laçant  //  par  u  I  X.  On  peut  simplifier 
le  calcul  des  suites  récurrentes  en  supposant  que  le  premier  ou  le 
dernier  coefficient  de  Téchelle  est  égal  à  Tunité. 

4"  Si  l'on  multiplie  les  termes  correspondants  Up,  Vp^  iVp,  . . . 
de  plusieurs  suites  récurrentes  de  même  échelle  par  des  constantes 
A,  B,  C, . . . ,  la  somme 

A  Up  -r-  ïi  Vp  H-  (  i  iVp  -1-  . . . 

forme  une  suite  récurrente  de  même  échelle.  En  |)articulier,  toute 
fonction  linéaire  et  homogène  d*un  nombre  <|uelconque  de  termes 
d'une  suite  récurrente  est  une  suite  de  même  échelle. 

5®  Il  résulte  des  deux  propriétés  précédentes  que,  si  l'on  mul- 
tiplie le  terme  général  Up  d'une  suite  récurrente  par  a/'©(a),  en 
désignant  par  oÇk)  un  polynôme  en  \  de  degré  quelconque,  on 
obtient  une  suite  dont  l'échelle  se  déduit  de  la  première  en  rem- 
plaçant u  par  u  \\. 

&*  On  peut  multiplier,  et  non  dUnser,  l'échelle  de  récurrence 
f{u)  par  un  polynôme  quelconque  ♦}('/)•  Kn  effet,  soit 

on  a.  pour  toute  valeur  entière  de  p^ 

et,  par  suite, 

A  !//'♦-'•     f{u)<éào, 
Bw/Mr-iy,  ,/)çA-.o, 


en  ajoutant  les  égalités  précédentes,  il  vient 

a^^(M)/(a)«di=»o. 
Ainsi  les  différents  termes  de  la  suite  de  Fibokacci,  d'ordre 
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quelconque  <  n*^  6).  qui  vérilieiit  la  relation 

vérifient  la   relation   suivante,  obtenue  en  multipliant  les  deu\ 
membres  de  l'égalité  5\-mboIique  précédente  par  (u  —  i) 

en  d'autres  ternies 

Plus  généralement,  décomposons  l'échelle  en  deux  parties,  et 
supposons  que  Ion  ait.  <le  diverses  manières. 

/i(u)^Oi(u), 
/,jM)«d^ç,(iiK 


mais  de  telle  sorte  qu'en  faisant  passer  les  termes  du  second 
membre  dans  le  premier  on  retrouve /(i/);  on  aura,  en  désignant 
par  W  un  polynôme  quelconque  à  plusieurs  variables,  l'identité 

^*(/i./î»/i )  '^  ^*(  ?iî  ?î-  ?J '• 

On  obtient  ainsi  des  relations,  en  nombre  indéfini,  entre  les 
termes  d'une  suite  récurrente  quelconque  (*). 

173.  Fonctions  récurrentes  fondamentales.  —  Parmi  les  suites 
récurrentes  d'échelle  donnée  /(w),  de  degré  /?,  il  j  a  lieu  de  con- 
sidérer plus  particulièrement  celles  pour  lesquelles  les  n  valeurs 
initiales  sont  toutes  nulles,  à  l'exception  de  Tune  d'elles,  supposée 
égale  à  i  ;  nous  les  appellerons  les  fonctions  récurrentes  fondamen- 
tales. Désignons  par  £  l'un  des  nombres  entiers 

O,    I,   -2,    .  .  .,  (/l  —  1), 

par  j  un  entier  quelconque  et  par  L,\  le  terme  d'indice  j  de  la 
fonction  fondamentale  pour  laquelle  on  suppose 

Lj  =  I        et        L/  =  o. 


(  •  )   Voir  nos  Recherches  sur  plusieurs  ouvrages  de  Léonard  de  Pise  et  Sur 
diverses  questions  d'Arithmétique  supérieure;  p.  33-42.  —  Rome,  1877. 
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pour  toutes  les  valeurs  dey,  de  o  à  (//  —  i),  à  l'exception  de  /.  Un 
terme  quelconque  Uj  d'une  suite  récurrente  de  réchelle  donnée, 
dont  les  valeurs  initiales  son! 

Wo»   W|,   //j,    .  .  .,   W/t-i, 

s'exprime  en  fonction  linéaire  et  homogène  des  n  fonctions  fon- 
damentales d'indice  y,  par  la  formule 

(  l)  Uj*:^  Uq  Uq   4-  Ui  L^,   H-  Ui  1/  ...   -h  Ua-i  ^/i-i . 

analogue  à  la  formule  d'interpolation  de  Lagaan(;e  (n*'  lOo).  Kii 
effet,  les  conditions  initiales  se  trouvent  vérifiées  d'après  la  défini- 
tion même  des  fonctions  fondamentales;  de  plus,  uj  vérifie  la  loi 
de  récurrence,  puisque  c'est  une  fonction  linéaire  et  homogène  de 
fonctions  qui  subissent  la  même  loi. 

On  peut  encore  exprimer  un  lerme  uj  d'une  suite  récurrente 
quelconque  du  //'•■"»«  ordre,  en  fonction  linéaire  et  homogène  de  // 
termes  consécutifs  d'une  seule  fonction  fondamentale  et  ainsi,  par 
exemple,  de  la  fonction  L„_,,  <pie  nous  désignerons,  pour  simpli- 
fier, par  U.  Soit  l'échelle  de  récurrence 


posons 


/,  —  1/,     -piUo* 
fi—  Ui  —  piUi-r-piUo. 


de  telle  sorte  que  /j  s'annule  pour  j  "^  n.  On  a  la  formule  sui- 
vante, analogue  à  la  formule  d'interpolation  de  Newton  (n**  108), 

(  2  )  Uj^  f^  \jj^n-\  -i-/l  Uy+/,-s  -\-ft  lJy-i-/i-3  -f-  .  .  .  -+-  fn-\  ^j- 

En  effet,  cette  formule  est  vérifiée  par  les  conditions  initiales, 
ainsi  qu'on  le  voit  en  remplaçant  j  par  l'un  des  nombres  de  o  à 
(/i  —  i),  et  en  calculant  les  coefficients  des  valeurs  initiales  u^, 
Wi?  •••?  '^/î-iî  de  plus,  elle  est  soumise  à  la  loi  de  récurrence, 
comme  fonction  linéaire  et  homogène  de  suites  assujetties  à  la 
même  loi. 
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174.  Théorème  de  Lagrange.  —  Lorsque  Téchelle  est  le  produit 
de  n  facteurs  linéaires  donnés  et  que  l^on  a 

f(u)z={u  —  a)(u  —  b)  {u  —  c) , .  .{u  —  /), 

en  désignant  par  a,  b,  c,  ..  .^  l  des  quantités  inégales  deux  à 
deux,  on  peut  exprimer  un  terme  quelconque  uj  d'une  suite  ré- 
currente en  fonction  linéaire  des  puissances  de  même  exposant  de 
aj  b^  c, /,  par  la  formule 

(i)  uj--  \aJ-^  nùJ-¥-CcJ-r  .,.-t-  LU. 

En  effet,  les  coefficients  A,  B,  C,  ...,  L  se  déterminent  au 
moyen  des  n  valeurs  initiales  et  consécutives 

Uq,  Mi,  {/],  . . . ,  Mit— 1) 

par  n  étpia lions  du  premier  degré  obtenues  en  remplaçant  y  par 
o,  1,2,...,  (n  —  i),  dans  la  formule  (i).  Le  déterminant  des  in- 
connues n'est  pas  nul,  puisqu'il  est  égal  à  la  fonction  alternée  fon- 
damentale de  Vandermonde. 

Mais  nous  ferons  observer  que  la  formule  précédente,  qui  repré- 
sente le  théorème  de  Lagrange,  est  illusoire  dans  le  cas  général, 
puisque  l'on  ne  connaît  presque  jamais  la  décomposition  de 
l'échelle  en  facteurs  linéaires,  ou  que  lorsque  cette  décomposition 
est  obtenue,  les  quantités  a,  6,  c,  . . .,  /  n'étant  connues  qu'avec 
une  certaine  approximation,  on  ne  peut  en  déduire  des  résultats 
exacts.  Il  est  donc  préférable  de  se  servir  des  deux  formules  du  nu- 
méro précédent  et  d'étudier  les  diverses  formes  de  développement 
que  l'on  peut  donner  à  Uy  lorsque  y  est  donné  avec  les  coefGcients 
de  l'échelle. 

Dans  le  cas  général  où  les  facteurs  linéaires  de  l'échelle  sont 
tous  distincts,  on  peut  aussi  exprimer  une  suite  récurrente  quel- 
conque en  valeur  linéaire  et  homogène  de  n  termes  consécutifs  de 

la  suite 

sj  =  aJ -^  bJ -^  cJ -\-. . .  -  //, 

en  posant 

(2)  Uj=  T.Sj'^-  ?5y+|H-  Y5y>lH-...         X5y4-«-l. 

On  détermine  les  coefficients  a,  p,  y,  . . .,  X,  au  moyen  des  va- 
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leurs  initiales  Uqj  </i,  u^^  . . .,  Un-f,  par  des  équations  linéaires  et 
homogènes  dont  le  déterminant  est  égal  au  discriminant  de/(u)^ 
c'est-à-dire  au  carré  de  la  fonction  alternée  fondamentale  (n°  166, 
Ex.  7). 

175.  Récurrence  des  fonctions  alternées. —  Considérons  le  déter- 
minant du  /i'*"«  ordre 


Q  = 


?(«)    ?(^)    ?(c) 

x(«)   z(^)   X^<*) 

^(a)    1^(6)     ^{r) 


dans  lequel  nous  supposons  que  <p,  y,,  ^,  . . .  désignent  des  poly- 
nômes quelconques  ;  le  déterminant  Q  est  une  fonction  alternée  des 
n  quantités  a,  b^  c,  , . .,  /.  Désignons  encore  par 

/(u)^(u  —  a)(u  —  6)  (//  —  c)...(i/  —  /) 

l'échelle  de  récurrence  et  par  Qy  le  déterminant  obtenu  en  rem- 
plaçant les  éléments  d'une  ligne  quelconque  de  Q  par  aJ\  bJ,  . . ., 
/À  Lorsque  y  varie,  le  déterminant  Qy  forme  une  suite  récurrente 
de  l'échelle  donnée,  puisque  c'est  une  fonction  linéaire  et  homo- 
gène des  mêmes  puissances  des  n  quantités  a^  b,  c^  . . .,  /;  il  en  est 
de  même  du  quotient  de  Qy  par  le  déterminant  de  Vandermonde. 
Cela  posé,  remplaçons  le  déterminant  Q  par  le  déterminant  ^ 
de  Vandermonde;  désignons  par  les  grandes  lettres  A/,  B/,  C/,  . . . 
les  mineurs  qui  correspondent  aux  éléments  a',  b^,  c'\  ...  du  dé- 
terminant V,  et  par  V^  le  quotient  par  V  du  déterminant  obtenu 
en  remplaçant,  dans  le  déterminant  V,  les  éléments  «',  6',  c',  . .  . 
par  aJ\  bJy  cJ\  . . .;  le  développement  du  déterminant  donne 

Mais  V^  s'annule  pour  toutes  les  valeurs  dey,  de  oà(w  —  i), 
à  l'exception  de  J  =  i  ]  dans  ce  dernier  cas,  VJ  est  égal  à  i . 
Par  suite,  V^  est  identique  avec  la  fonction  récurrente  fondamen- 
tale L{  de  rang  (/"-+-  i  ). 

Par  conséquent,  toute  fonction  récurrente  fondamentale  est  le 
quotient  par  le  déterminant  V  de  Vandermonde  du  déterminant 
E.  L.  —  I.  20 
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oblenu  en  remplaçant  une  ligne  de  V  par  aJ^  bJ^  cJ,  ...  ;  c'est  une 

fonction  symétrique  de  a,  b,  c, 

En  particulier,  la  fonclion  Uy,  de  rang  /i,  est  donnée  par  l'ex- 
pression 

V.Uy=  \aaJ-i-  YbàJ-h  \cCJ-.   ...-r-  XiU, 

dans  laquelle  V.„  V*,  Vr,  . . .,  V/  sont  les  fonctions  alternées  de 
(n  —  i)  des  quantités  a,  6,  r,  . . .,  /;  pour  /i  =  2,  on  a 

U  ;  —  T-  j 

'        a  —  0 
et  pour  n  =^  3,  on  a 

(6-  c)aJ-^(c  —  n)ôJ-^(a  —  b)cJ 


Uy  = 


(6  —  a)ic  —  a){c  —  b) 


176.  Multiplication  des  suites  récurrentes.  —  Considérons  deux 
suites  récurrentes  yn  et  z,i  du  second  ordre,  vérifiant  respective- 
ment les  échelles 

f{y)*éày^—py  -f-<7«^o, 
o(^)  «d^-s*  — p' z  -f-  q'^  o; 

nous  allons  démonlrer  que  le  produit  jO/^//  forme  une  suite  récur- 
rente. En  effet,  supposons 

9(5)  =  (5-a')(5-^»'); 
les  nombres  yn  et  z,i  vérifient  les  relations 

w«  =  AV/'"-+-  B'^»'«; 
on  a  donc 

ynZn^  KS!{aa'f-^  BB'(66',»4-  AB'fa^»')"-}-  A'BCa'ô)». 

Par  conséquent,  le  produit  ii„^=y,tZn  est  soumis  à  la  loi  de  ré- 
currence 

{u  —  aa')(u  —  bb'){u-^ab'){u  —  a'b)<^o. 

Ainsi  ynZfi  est  une  suite  récurrente  du  quatrième  ordre,  dont 
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l't^chelle  peut  s'écrire  sous  Tune  des  formes  (') 


^^u,  par  le  développement, 

1/^  —  /?/?' a* -:-(/>* 7' -.-/?'* 7  —  •xtjq')u^  — pp'qq' u-\-  q^q'^<^o. 


(*)  On  oblicnt  réchcllc  des  u  en  exprimant  que  les  polynômes  en  Xy  du  second 
^-tegrc, 


/{xii)    el    "'?(^) 


<'>nl  un  facteur  commun,  et  en  remplaçant  ensuite  u^  par  u.  En  général,  le  problème 
«^te  la  multiplication  des  suites  récurrentes  d'ordre  quelconque  revient  au  pro- 
l^lème  de  Téliminalion. 
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CHAPITRE  XVIII. 


LES  FONCTIONS  NUMÉRIQUES  DU  SECOND  ORDRE. 


177.  Définition  des  fonctions  Un  et  Vn-  —  Nous  appelons /o/ic- 
iion  numérique  du  second  ordre  toute  fonction  j'«  d'un  nombre 
entier  /i,  positif  ou  négatif,  qui  est  déterminée  par  deux  valeurs 
initiales  j^o  et  ^'i,  et  par  réchellc  de  récurrence  du  second  degré 

dans  laquelle/?  et  q  désignent  deux  nombres  entiers,  positifs  ou 
négatifs,  dont  le  produit  n'est  pas  nul. 

La  fonction  fondamentale  Un  est  donnée  par  les  conditions 
initiales 

et  la  fonction  primordiale  V„  est  donnée  par  les  conditions  ini- 
tiales 

on  a  donc,  par  définition, 

O»  V  V  V 

{      » /H-2  —  /?>/»+ 1 <7   '  «• 

On  voit  tout  de  suite,  par  le  calcul  des  U  et  des  V  pour  les  pre- 
mières valeurs  de  /?,  que  l'on  a  les  relations 

I  V 

^  </'*  q^ 

La  fonction  générale  j^„  s'exprime  au  moyen  des  valeurs  initiales 
yo  cl  yt  et  des  fonctions  U  et  V,  par  l'une  des  formules 
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En  effet,  ces  formules  sont  vérifiées  pour  /i  =  i  et  pour  /i  =  2  ; 
on  sait  d^ailleurs  que  toute  somme  algébrique  de  fonctions  numé- 
riques du  même  ordre,  assujetties  à  une  même  loi  de  récurrence, 
est  aussi  une  fonction  numérique  du  même  ordre  assujettie  à  la 
même  loi.  En  particulier,  on  a 

(4)  \n  =  pVn-2qVn-u 

(4')  V„  =  2U„^i-pU„. 

Enfin,  l'élimination  de  \Jn^^  entre  deux  des  formules  précédentes 
permet  d'exprimer  j^^  en  fonction  linéaire  de  U«  et  V«  par  la  for- 
mule 

(5)  '^yn=(^xi  —  pyo)  l^n-^yo^n- 

178.  Les  trois  genres  de  fonctions  numériques.  —  On  classe  les 
fonctions  du  second  ordre  d'après  la  nature  du  discriminant 

de  l'échelle  de  récurrence,  écrite  sous  la  forme 

Si  l'on  suppose  d'abord 

p  =  la        et        7  =  a*, 
on  trouve  A  =  o,  et 

(i)  U„=/ia«-ï,         V„=n«. 

En  particulier,  pour 

on  a 

Urt  =  /i,        Vrt=  2, 

et  la  fonction  U„  représente  la  suite  naturelle  des  nombres  en- 
tiers. Cette  remarque  est  importante,  car  dans  toutes  les  formules 
de  ce  Chapitre  les  hypothèses  particulières  qui  précèdent  four- 
niront soit  des  vérifications,  soit  des  formules  plus  simples. 

Ainsi,  pour  A  =  o,  la  fonction  générale  j^;,  se  réduit,  soit  à  une 
progression  arithmétique,  soit  à  une  progression  géométrique; 
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d'aîlleur*.  OD  \oil  facilement  que  t«>ate  pro^ressioD.  uilkm^tique 
oa  z^ouiélriqu^ .  peut  être  coD^idérêe  comme  une  ^aitenN:arT«nte 
du  MCObd  ordre. 

£o  laissât  de  côlr  le  ca?  «iD;:uIier  de  A  =  •>.  on  doit  consîdrrer 
lroi«  cd^  différent*,  auxquels  correspondent  trois  genres  de  fonc- 
tions numérique'». 

Premier  ^enn-.  —  l>jrsque  A  est  le  carré  d'un  nombre  entier 
0.  l'échelle  se  décoropo?e  en  deui  facteurs  linéaires  et  l'on  a 

en  posant 

a  rr-    ,  //  = 

Alors  Lit  cl  \  „  s'expriment  par  les  formult^s 

fi  —  0 

en  effet,  ces  formule^  sont  e\acte>  pour  les  conditions  initiales 

/i  =  o  et  /?  =  I  ;  d'ailleurs,  a"  et  0"  vérifient  la  loi  de  récurrence. 

puisque  Ton  a 

p  ■=.  a  -^  b,         q  =  ab\ 

il  en  est  donr  de  même  de  leur  somme  et  aussi  de  leur  différence 
divisée  par  i  =  (a  —  h). 

()n  aencon*  la  relation  immédiate 

(3^  l.  î/i  —  L/|\  n. 

qui  s*applique  aux  fonctions  des  autres  genres,  ainsi  que  nous  le 
démontrerons  plus  loin. 

Parmi  les  fonctions  du  premier  genre,  nous  considérerons  plus 
spécialement  les  suites  récurrentes  données  par  les  hypothèses 

p  =  S,        q  =  2j 

pour  lesquelles 

A  =  I,        a  =  À,        b  =  \: 

par  conséquent, 

Les  premières  valeurs  de  ces  fonctions,  que  nous  désignerons 
sous  le  nom  de  ^Suites  de  Fermât,  sont  renfermées  dans  le  Tableau 
suivant  : 
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Premier  genre  :  u^*éà'^it  —  'x.        A  =  i . 

n      o,     I,     2,     3,       4,       5,      6,        7,  8,  9,  10, 

Uh    o,     I,     3,     7,     l'j,     3i,     63,     127,  255,  5ii,  io23 , 

\n    2,     3,     5,     9,     17,     33,     65,     129,  2^7,  5i3,  I025 . 

Suites  de  Fermât. 

Deuxième  genre.  —  Lorsque  A  est  un  entier  positif  qui  n'est  pas 
le  carré  d'un  nombre  entier,  l'échelle  n'est  plus  décomposable  en 
deux  facteurs  linéaires,  et  l'on  obtient  les  fonctions  du  second 
genre.  Il  en  est  ainsi,  par  exemple,  dans  les  hypothèses 

/>  —  I.        q  -.-  -- 1, 
pour  lesquelles  A  -^  5;  on  obtient  alors  les  Suites  deFiBOJVAcci  (*): 

Deuxième  genre  :  u^^  1/  H-  i.         A  =  5. 

n       o,      I,     2,     3,     /|,       5,       G,       7,  8,  9,  10, 

U/,    O,     I,     I,     2,     3,       5,       8,     i3,  21,  34,  55, 

(  V;,     2,     1,     3,     4,     7»     ï»,     ï8,     29,  47,  76,  123. 

Suites  de  Fibonacci. 

Nous  prendrons  encore  pour  exemple  de  fonctions  du  deuxième 
genre,  les  suites  récurrentes  définies  par  les  hypothèses 

/y  —  2,  ^  r_  —  I, 

pour  lesquelles  A  r-  8,  et  que  nous  appellerons  Suites  de  Pell  : 

Deuxième  genre  :  u^*^  'lu  -*r  \.         A  =  8. 

(  '^      «,     »,    a,      3,      4,      5,        6,        7,  8,  9,  10, 

<   U„    o,     I,    2,      5,     12,    29,      70,     1G9,  408,  985,  2378, 

(  V„    2,    2,    0,     14,    34,    82,     198,    478,  ir54,  2786,  672C. 

Suites  de  Pell. 

« 

Troisième  genre.  —  Lorsque  A  est  un  entier  négatif,  on  obtient 
les  fonctions  du  troisième  genre.  Les  plus  simples  proviennent  des 
hypothèses 


(*)  Scritti  di   Leonardo  Pisano^   malematico  def  secofo  decimolerzo,  t.  I, 
p.  a83. 
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pour  lesquelles  A  =  -  —  3,  cl  Ton  trouve  (n**  13), 

ll^r-O,  U,n-*l=  (-«)",  U,n-hi=(-l)«, 

NouH  considérerons  encore  les  fonctions  du  troisième  genre  qui 
proviennent  des  hvpolhèses 

/>  ^  a,        7^3, 

pour  lesquelles  A  =  :      8,  et  que  nous  appellerons  Suites  conja- 
gHve$  (le  Pki.i.  : 

Troisième  genre  :  u*^2u  —  3.         A  —  —  8. 

n       o,     I.         i,          3,          4,           >,          6,       7,  8,  9,  10, 

11,    o,     I,        i,          I,      —4,     —II,    —10,     i3,  j6,  73,  —12, 

Vu     •*,      »,         «,     —10,     -i|,           i,         {6,     86,  34,  —190,  —49a. 

Suites  conjuguées  de  Peli  . 

Kniin,  pour  la  \éri(ication  ou  pour  la  simplification  des  for- 
mules de  cotte  théorie,  nous  considérerons  encore  les  fonctions  du 
troisième  genre  données  par  les  hypothèses 

jK>ur  lesquelles  A  - .  —  j.  On  a  alors 

ITIV  DéT«loi^p«]iieiitsdel,etdeV«saiTaBtlespiiis8maoesde/>et 
d#  </«        Ko  calculant  par  IVchelle  de  récurrence  les  valeurs  de  L« 

qui  oorres|K>ndeut  aux  premiers  nombres    k    1.  3.    1 on 

irvHixe 

«  ««  «h*  ««  « 
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On  voit  ainsi  que,  pour  les  trois  genres,  la  fonction  U,i  est  un 
polynôme  homogène  de  degré  {n  —  i)  en  ^  et  ^r,  en  y  considérant 
p  au  premier  degré  et  q  au  second  ;  de  plus,  le  premier  coefficient 
est  I  et  les  autres  coefficients  sont  alternativement  positifs  et  né- 
gatifs; d'ailleurs,  le  polynôme  \J„  ne  contient  que  les  puissances 
de  /?,  dont  l'exposant  est  de  parité  contraire  à  l'indice  n  de  U». 

Si  Ton  construit  le  Tableau  à  double  entrée  des  coefficients  pris 
en  valeur  absolue,  en  remontant  d'une  ligne  ceux  de  la  seconde 
colonne,  de  deux  lignes  ceux  de  la  troisième  colonne,  et  ainsi  de 
suite,  on  obtient  le  triangle  arithmétique  de  Pascal. 

On  a  donc,  par  induction,  la  formule  suivante,  que  l'on  peut 
vérifier  a  posteriori, 

Exemple  I, —  En  particulier,  pour/?  =  i  et  ^  =  —  i,  on  retrouve  la  for- 
mule E  (n®  13,  Ex,  II);  pour  />  =  i  et  ^  =  i,  on  retrouve  la  formule  F. 

Exemple  IL  —  Pour  ^  =  -i  et  ^  =  i  (suite  naturelle  des  nombres  en- 
tiers), on  a 

/H-  I  =  •i'»  —  CA_i  •i'»- »  H-  GJ  .,  2'»-*  — . . . . 

On  peut  aussi  développer  V;,  suivant  les  puissances  de  p  et  de  9, 
d'après  la  loi  de  formation.  On  trouve  pour  les  premières  valeurs 
de  n 

Vo=2, 

V,  =  /?«—>.     7, 

V3  =  />»—  î/>  7, 

Vv  =  /?v— 4/?«y  4-   2    <7«, 

V5  =  /?«  —  5p*  q  ~-    5 /?7«, 

V«  = /?«  —  6/>* 7 -f-    9/?'^*—    a    q^j 

V  7  ^  p'—ip^q-^-  14  p^  q^  —  ipq^y 

V9-  />«— (j/?^^  -f-27/?«<7«"  îo/?'7»-i-9p<7*, 


x\insi  V„  est  un  polynôme  homogène  de  degré  n  en  /?  et  ^,  en  y 
considérant  p  au  premier  degré  et  q  au  second,  qui  ne  contient 
que  les  puissances  de  p  dont  l'exposant  est  de  même  parité  que 
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riiidicc.  On  peul  construire  le  tableau  des  coefficients  pris  en  va- 
leur absolue;  en  remontant  d*une  ligne  les  nombres  de  la  seconde 
colonne)  do  deux  lignes  ceux  de  la  troisième  colonne,  et  ainsi  de 
suite,  on  trouve  que  le  tableau  des  coefficients  forme  alors  un 
tableau  de  sommes,  ainsi  que  cela  résulte  immédiatement  de 
réclielle  de  récurrence.  On  arrive  plus  rapidement  au  résultat  par 
la  formule  (i)  du  n"  13(J,  el  Ton  trouve  ainsi 

\  >«-/>"    -/'"-'y 777— /'''-'<7'    •  • 

rar  il  suffit  do  calculer  le  ciieflicient  de />"  -^//^. 

18(K  QénÀralisation  des  formules.  —  Loi^qu'il  s*agit  de  fonc- 
tions numériques  du  premier  ^enre,  nous  avons  vu  (n"  178  »  que 
l  «  ^''t  \\  >\*xprimont  |vtr  les  formules 

r,  -    -    -,  .      \ ,  -  «1     A". 

en  fonction  de  deu\  nombivs  entiers  </  el  /*:  on  a  d'ailleui> 

Mais,  au  lieu  vies  deu\  nombres  entiers  a  et  b  qui  défi  Dissent, 
duus  ce  cas,  le>  tondions  l  et  \  .  on  peut  considérer  les  nombres 
iC'  et  î"  ",  en  destinant  par  r  un  entier  quelconque,  positif  ou  né- 
gutîf:  on  a  alors,  en  dc'>'^iîaiit  par  des  accents  les  fonctions  cor- 
resfvu  Jantes, 


l.-      '     V-  \ 


•  I 


et 


•jtocjts  ob:e:i::is 


- 1  •        p  ■ 
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mais  les  fondions  U'.  cl  V'„  vérifient  les  formules  de  récurrence 


«        '  /» 


V        —  n'y        —  f7'\'  ' 
' /i+i  —P  '  /n-i       7  *  /i  » 

el  l'on  a 

y=V,,  7'=7S  A':=AU«. 

Par  conséquent,  pour  les  fonctions  numériques  du  premier 
genre,  on  généralise  toutes  les  formules  qui  contiennent  U„ 
et  Y„j  en  y  remplaçant 

U„  par  -jj-  ,  V„  par  V,»,., 

et 

ppar\rt        ÇP^^f'^J'^y        A /?ar  AU  J.. 

Il  semble  que  cette  généralisation  ne  peut  s'appliquer  qu'aux 
fonctions  du  premier  genre;  mais  nous  devons  observer  que  si  les 
formules  obtenues  ne  contiennent  ni  a,  ni  fr,  ni  S,  mais  seulement 
les  fonctions  U  et  V  et  les  nombres  /?,  q^  A,  on  peut  étendre  aux 
fonctions  du  second  genre,  et  du  troisième,  le  procédé  de  générali- 
sation que  nous  venons  d'indiquer.  En  effet,  lorsque  l'on  remplace 
U/i  et  V„  par  des  poljnômes  homogènes  en  p  et  <jr,  ou  par  des  po- 
lynômes homogènes  en  /?  et  A  (p  étant  au  premier  degré,  (jr  et  A  au 
second  degré),  les  formules  donnent  des  identités,  entre  des  po- 
lynômes de  degré  fini,  qui  sont  vérifiées  pour  des  systèmes  de  va- 
leurs de  p  et  de  y,  ou  de  p  et  A,  en  nombre  aussi  grand  qu'on 
veut.  Par  conséquent,  ces  formules  sont  exactes,  quelles  que  soient 
les  valeurs  de  /?,  q,  A.  Ainsi,  en  résumé,  toute  formule  démon- 
trée pour  les  fonctions  numériques  du  premier  genre  s'applique 
aux  fonctions  numériques  des  autres  genres  y  lorsque  cette  for- 
mule ne  contient  ni  a,  ni  6,  ni  8,  mais  seulement  les  nombres 

181.  Formules  d'addition  des  arguments.  —  En  résolvant  par 
rapport  à  a"  et  b'^  les  deux  formules 

a»  —  b''z=z  8Urt,        et" -h  b"=  V«, 
on  trouve  immédiatement 
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Cela  posé,  considérons  deux  valeurs  m  et  n  de  l'indice,  nous 
aurons 

multiplions  membre  à  membre  les  deux  formules,  nous  obtenons 

Si  nous  changeons  a  en  6  et  o  on  —  o,  nous  obtenons  une  autre 
formule;  puis,  par  addition  et  par  soustraction, 

(    '-*  » //i-f-/i  =   '  m  ' /i  "+■  «^U/n  U/|. 

Ces  formules  permettent  de  calculer  les  valeurs  de  U  et  de  V 
qui  correspondent  à  Tindice  ou  argument  (m  4-  n),  lorsque  l'on 
connaît  les  valeurs  de  U  et  de  V  pour  les  arguments  m  et  n  ;  en 
changeant  n  eu  —  /i,  on  trouve  encore,  en  tenant  compte  des  for- 
mules (2)  du  n"  177, 

j  a^«Um-«=U,„V„— U„V,„, 

Ces  dernières  relations  permettent  de  calculer  les  valeurs  de  U 
et  de  V  pour  l'argument  (m  —  n).  Plus  généralement,  on  peut 
obtenir  des  formules  pour  calculer  les  valeurs  de  U  et  de  V  qui 
correspondent  à  l'argument  (n^-i-  n2-\-  n^-}-  . . .),  lorsque  l'on 
connaît  les  valeurs  de  ces  fonctions  pour  les  arguments  /i|,  n2, 
nzf  •  •  • ,  positifs  ou  négatifs. 

La  première  des  formules  (2)  peut  s'écrire 

on  a  donc 

t'm-<-w  tJm-H/i-l    .    tJm-n 
Um-4-«-l  Um-4-w— Î...U/I»  y  tJwH-n-1...  tJm-4-1  ^     . 

"'  U„L„_,     U,         ^"'^       U„_,     U,       *'"• 

par  conséquent,  en  ne  tenant  pas  compte  du  facteur  2,  on  a  ce 
théorème  : 

Le  produit  de  n  termes  consécutifs  de  la  série  U/i,  pour  des 
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indices  positifs,  est  divisible  par  le  produit  des  n  premiers 
termes  Uj ,  Uj, . . . ,  U,,. 

182.  Développements  de  U„  et  de  V/,  suivant  les  puissances  de  p 
et  de  A.  —  On  a  les  formules 

%a  —  p  -h  0, 
2^  =/>  —  8; 

par  conséquenl,  en  élevant  les  deux  membres  à  la  puissance  d^cx- 
posant  /2,  il  vient 

2«a"  =/)"  -h  CA/?«-»o  -H  C*/?«-*o2h-  CJ/^^-'S^-i  

puis,  par  soustraction  et  par  addition , 

^'^  }  2'»-»V«=      />«     ^-G«/?'»-»A-f-G,î/>''-*Aî-^.... 

On  peut  encore  se  proposer  de  développer  U«  et  V^  suivant  les 
puissances  de  A  et  de  (jr;  mais  on  obtient  les  formules  correspon- 
dantes par  le  changement  du  signe  de  6  et  de  ^,  et  par  l'échange 
de/?^  et  A,  en  considérant  les  deux  cas  suivants  ; 

i"  Lorsque  n  est  pair,  toute  formule  contenant  les  nombres 

U/i,  V,i   se   transforme   en   une   autre,   à   la   condition   de   con- 

AU' 
server  V;,  et  de  remplacer  UJ  par  — ^  ' 

Jr 

2°  Lorsque  n  est  impair,  on  remplace  VJ  par  AUjJ  el  U,,  par 

183.  Multiplication  des  arguments.  —  Si  Ton  suppose  m  =  n, 
les  formules  d'addition  des  arguments  donnent 

(  2V,«  =  Vî-f-AUî. 

D'autre  part,  en  muUipliant  membre  à  membre  les  formules  (i  ) 
du  n**  181,  on  obtient 

(2)  4r  =  VJ-AUî. 
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On  dédiiil  îles  formules  <  i    el  «  i  > 

Les  formules  précédentes  permetlenl  de  calculer  rapidement  les 
valeurs  de  L ,»  et  de  V|»  pour  des  valeurs  de  l'indice  qui  corres- 
pondent aux  termes  d'une  progression  géométrique  de  raison  2. 
Ce  sont  les  ftirinules  de  dupUratinn  des  arguments. 

On  trouve  encore,  pour  la  tri pUca lion  des  arguments,  les 
formules 

^  ^-i2=Alî-     37^.  ^-V«-   7V 


I  s  I 


Plus  généralemeut.  si  nous  appliquons  le  procédé  exposé  au 
n^  180.  pour  la  irénéralisation  des  formules,  aux  développements 
de  L\  et  de  \\,  suivant  les  puissances  de  p  et  de  y  (  n*  179),  nous 
obtenons 


et,  en  général. 

De  même,  on  a  encore 

Vir=  V;-    i7rV2__^^îr 

et,  en  général, 

•/ir  —   'r  /'r  ^'r  •  •  ■ 

I  I .  J 


-.-i,,*Jc*rA.,9A'Vr'*-. 
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Les  cléveloppemenls  de  U„  et  de  V„  suivant  les  puissances  do  p 
et  de  A  donnent,  de  même 

a«-i  ^  =r:  Ci V?  » --  cjAuj vr^ ^  G* A*U J.V?-*-f- . . . , 

U/. 

',n-i  \„,.  =.      v;f     -:-  G,î  AU»  Vr*  -+-  G*  A*UJ.V?-*  -+-..-. 

184.  Fonctions  circulaires  et  fonctions  hyperboliques.  —  La 
théorie  des  fonctions  numériques  du  second  ordre  permet  de  sim- 
plifier considérablement  la  théorie  des  fonctions  circulaires  et  des 
fonctions  hyperboliques. 

Après  avoir  défini  les  fonctions  circulaires  et  démontré  les 
formules  d'addition  des  arcs,  on  arrive  aux  formules  de  Simpson 

sin(Ai  -{-i)x  =  'À  cos:rsiii(/i  -'   i)^  —  sin  /i-r, 
cos(/t  -f    2)x  —  X  rosa7Cos(Ai  -r   \)X —  COSAir. 

Par  conséquent,  si  Ton  pose 

/  _^  sin  7i.r 

\   U,|—  — : ,  V„— :XC0SAIJ-. 

(0  !  sinJ 

(/>  =  9.  cos-r,         (yrr-f-i,         A— — 4sin*j", 
on  voit  que  U„  et  V,,  vérifient  l'échelle  de  récurrence 

d'ailleurs,  U„  prend  les  valeurs o  et  i  pour  n=  o  ci  n  r=  i,  tandis 
que  V«  prend  les  valeurs  2  et/?;  par  conséquent,  à  toute  formule 
de  la  théorie  des  fonctions  numériques  du  second  ordre  cor- 
respond une  formule  de  la  théorie  des  fonctions  circulaires  y  au 
moyen  des  formules  de  transformation  (i)  ci-dessus. 

Puisque  A  est  négatif,  les  fonctions  circulaires  peuvent  être  con- 
sidérées comme  des  fondions  du  troisième  genre. 

Ainsi  aux  formules  (a)  du  n"  181  correspondent  les  formules 
d'addition  des  arcs;  aux  formules  (i)du  n®  182  correspondent  les 
formules  pour  le  développement  de  (sin/? ;r:  sin ;r)  et  de  cosn.r  sui- 
vant les  puissances  du  cosinus  et  du  sinus  de  l'arc  x  ;  ces  formules 
ont  été  données  par  Jean  Bernoulli,  dans  XasActa  Lipsiœ  (l'j 01). 
La  transformation  de  la  formule  (1)  du  n"  179  conduit  au  dévelop- 
pement de  (sin/ix:  sinx)  suivant  les  puissances  de  coso:,  formule 
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On  <li'<liiil  il^rs  formiilfs  d}  et  </.».) 

Les  f'oriiuiles  précédciilrs  permettent  do  ealcuicr  rapidement  lei 
valeiir»  île  l)„  el  de  V„  pour  des  valeurs  de  l'indice  qui  corres- 
pdndeiil  aux  lerines  d*une  progression  géométrique  de  raison  2. 
(le  Mïiii  II'?*  forniuirs  dr  (lujfliration  des  arguments. 

On   Irouve  enrore,   pour  la  Iriplirtition  des  arguments,  l« 
ronnulrs 


'iw  ^f*  •>  _„  ^'3 


:-    -\t,.nn 


(  i) 


1      *'/!  *    Il 

f 

»  /I  •  rt 


Plus  ^én<'ral(*nient,  si  nous  appliquons  le  procédé  exposé  au 
n"  IKO,  pour  la  généralisai  ion  des  formules,  aux  développement 
de  U^  et  de  V„,  suivant  les  puissances  de  p  et  de  </  (n®  179),  nous 
obtenons 

lar-      Vr\\?.-      ri 

l-,,.=:l-,|VJ-3</'-\î-7«-], 


et,  en  j;énéral. 


|)e  même,  on  a  encore 


\t       \?      17  . 

\,        \^       37-\»       ■.7*'^-. 


cl,  en  ;:eueraK 


.,__;. 


1  t  2  r  •  -  ••     .  ^  •  \  •■  -  5  ^  ^ 


4 


<^nAP.   XVIII.    —   PONCTIONS    NUMÉRIQUES    DU    SECOND  ORDRE.      3l9 

Les  développements  de  U„  et  de  V„  suivant  les  puissances  de  p 
et  de  A  donnent,  de  même 

U/. 

•jt"-i  V;,;.  =    v;î   4-  G« AU» v?-' ^  Ci A*uî.vr* ■+-•••• 

184.  Fonctions  circulaires  et  fonctions  hyperboliques.  —  La 
théorie  des  fonctions  numériques  du  second  ordre  permet  de  sim- 
plifier considérablement  la  théorie  des  fonctions  circulaires  et  des 
fonctions  hyperboliques. 

Après  avoir  défini  les  fonctions  circulaires  et  démontré  les 
formules  d'addition  des  arcs,  on  arrive  aux  formules  de  Simpson 

sin(/i  -\-i)x  =  aco8:rsiii(/i  -^- 1)^  —  si"  ^•''ï 
cos(/i  -t-  2)x  =  •2COsa?co5(/i  -h  i)x—  cosnr. 

Par  conséquent,  si  Ton  pose 


^^  <  sina? 

(/>  =  2cosar,         7  =-4-1,         A-— 4sin*x, 


on  voit  que  U«  et  V,,  vérifient  l'échelle  de  récurrence 

d'ailleurs,  U„  prend  les  valeurs  o  et  i  pour  /i  =  o  et  /i  =  i,  tandis 
^"e  V«  prend  les  valeurs  i  et/?;  par  conséquent,  à  toute  formule 
de  la  théorie  des  fondions  numériques  du  second  ordre  cor- 
respond une  formule  de  la  ihdorie  des  fonctions  circulaires,  au 
moyen  des  formules  de  transformation  (i)  ci-dessus. 

Puisque  A  est  négatif,  len  fonctionn  circulaire»  peuvent  être  con- 
sidérées comme  des  fonctionn  du  lroi»i/îme  genre. 

Ainsi  aux  formules  (y,)  du  n"  181  corrcupondent  les  formules 
d'addition  des  arcs;  aux  formuler  (0''"  »**  182  correspondent  les 
formules  pour  le  développemftril  dit  («iii/f^;  »in;r)  et  de  cos/ix  sui- 
vant les  puissances  du  cohinuH  «t  du  niriUA  d«  Vuktc  X\  ces  formules 
ont  été  données  f>ar  Jkan  Wv.wnmiuu^  dfifl«  \t*M A C ta Lipsiœ {i^oi). 
La  transformation  i\v,  hi  fonnulit  (\)  du  u'*  170  conduit  au  dévelop- 
pement de  (sin  rtjn  :  Hin.r)  %msm\  U*%  pMlMIlIlcei  do  COIX,  formule 
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rlorin/'#?  par  Viètk  (Opéra,  p.  296-299. —  Leyde  1646).  La  trans- 
formai ion  de  la  formule  ('à)  du  n®  179  conduit  au  développemeol 
drrofi/ix.Huivaiil  les  puissances  de  cosj:,  formule  donDée  par  MoiVRE 
(  Com  mm  tarii  A  cad.  Pc  trop .,  t.  XIII,  p.  29;  i740- 

\)v  rn/^riH>,  après  avoir  défini  les  fonctions  hyperboliques,  on 
iirrivr  à  den  formules  analogues  à  celles  de  Simpson.  Par  conséquent, 
^i  Ton  pi»Hr 

|>»inhvn/ix  .,                   , 

l'rt  --  — r-'  '     -  >  >  «  =  a  coshyp/w*. 
Mnhxpj- 

/*  .-.  •!  (M)shyp  j-,  q  —-\-\^         A  =  -H  4  sin  hyp*j", 

il  ni  n^itulle,  comme  ci-dessus,  la  proposition  suivante  :  A  toute 
fnrmulv  (tr  la  thvorie  des  fonctions  numériques  du  second  ordre 
rorrrspond  une  formule  de  la  théorie  des  fonctions  hyperbo- 
liques, au  moyen  des  formules {^)  de  transformation.  Puisque 
A  r!«t  ponilif,  l(*s  fonctions  hyperboliques  peuvent  être  considérées 
coniiiii'  drs  fonctions  numériques  du  second  genre.  4 

On  \oil  uiii<«î  quo  toul05  les  formules  de  la  TrigODométric  du  cercle  et 
do  rii\porbolo  êquilalère  peuvent  sVtablir  sans  avoir  recours  aux  imagi- 
iiHire*«  01  i\  la  ft»riiiulede  Moivre.  Cependant,  si  Ton  veut  établir  la  corres- 
pondtniro  entre  les  fonctions  trigonométriques  et  les  fonctions  numériques 
dn  second  ordre,  il  est  facile  de  montrer  que  Ton  a,  en  partant  de  la  for- 
mule d'l\il.KR 

cosr  -r- 1  sin.r  =  r". 

Ie>  roUliou^ 

^  1 .  =  ■>  7'  ^**^^>  I  w«  Log  y  I  » 

— .  .-       <i 

I  —Al  j,  --  >!/''  sni  I  ni  Los:  y  i  • 

IHTi.  Déreloppements  des  puissances  de  l  ,  et  de  >'« .  en  somme 
algébrique  de  fonctions  dont  les  arguments  sont  des  multiples  de  /i. 
—  r.n  i;r\nip4inl  les  termes  èquiJistants  de>  oxtK^mes,  la  formule 
du  bînOMUO  peut  >\vrirc 

jmr  oon>oquont.  si  l  on  suppoM^  i  ^  ii*  et  i  =  ^*•on  a.  en  5uppo> 
>^uU  ^  :-r  >:.  le  dexelopi'^î^^*''^^ 
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et  en  supposant  r  ==  ap  -|-  i , 

(I')        V5  =  V;.„-f-  g;  ^«Vjr-im  -+-  C« 5ri/»\V-4)i.-»-. .  .-^  CP^rp» v„. 
Ainsi,  pour  les  premières  valeurs  de  r,  on  forme  le  tableau 

VJ  =V5«-f-5^'»V3n+  io<7«»V„, 

VJ  =  V7„  -f-  77''V;„  -h  21  q^ny^n  "H  SS^r»/.  V;,, 


De  môme,  le  développement  de  (a —  JiJ)''  donne,  en  supposant 

/  =  20, 

rt  en  supposant  r  =  20-1-1? 

(2')  APUJ  =  U;.«-C;7«U,r-î)«-HG»7î''U(r-v)ii-...  H(— i)?GP7?«U„. 
Ainsi,  pour  les  premières  valeurs  paires  de  /•,  on  a 

AU^S  -  V,.„  -  r,y«  V.„  4-  i57»«  V,„  -  207»", 

A^U,*;  -^  V»„  -  Sy«  Yen  -t-    '.Sy^^Vv!,  —  >r)75«  V,„  -f-  70  yv^^ 

rl'jxuir  les  premières  valeurs  impaires  de  /*, 
A  LJ=--l'3/,-37"U„, 

A^UJ  r-   U;„  -    5q"  Vin  -i-  lov^^U^, 

Aai,v  ^  Ut„  -77'»  1:5,1  H  ' 1 7^" i  nn  —  '07" i:«, 

Le  développement  de  la  puissance  d'un  binôme  donne  encore 
d'autres  formules;  ainsi  Ton  a 


a  =  a-T-3  — 3,         et         [i^a-h3— a; 
K.  L.  —  I.  21 
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donc  en  élevant  les  deux  membres  à  une  puissance  d^exposant  im- 
pair r,  il  vient 

et 

par  suite,  par  addition  et  par  soustraction,  après  avoir  remplacé  a 
par  a"  et  p  par  0",  en  tenant  compte  des  formules  (i)  du  n**  180, 

o  =  c  «  L'„  v;-«  -  c;  u,nVs-'  -  ■ . .  -r-  C«  LVl  nV„. 

On  obtient  deuxaulres  formules  en  supposant  r  pair.  De  plus, 
le  développement  des  puissances  de 


a^a  — Jî-r-3.         et         3  =  3  — a  — a 
donne  encore  deux  autres  formules. 

186.  Sommation  des  fonctions  U  et  V.  —  Nous  avons  trouvé, 
pour  l'addition  des  arguments  (n**  181),  les  formules 

et  pour  la  soustraction,  les  formules 

or/ny,  —  î:    V    ï'   V 

27^  \m-n  —  V,„V„  —  A    U;„U„. 

Si  l'on  pose 

//î  -r-  /l  =  9. /',  m  —  /l  =  25  , 

dans  les  formules  précédentes,  on  trouve  ensuite,  en  les  ajoutant 
ou  en  les  soustrayant, 


(U 


U2;.-(7'-^U2,  =    Ur-,\W,; 


Vj,  —  q''-'\ts  =  AU,+5Ur-f. 
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On  déduit  facilement  de  ces  formules, 

mais  on  trouve  des  formules  plus  générales  par  le  procédé  sui- 
vant. 

Désignons  par  a,  b,  c,  ...,  A,  A",  /  les  n  termes  d'une   progres- 
sion arithmétique  de  raison  r;  on  a  Tidcntilé 

Vc  =  V.Va-  7'^Va,  Uc  =  V,U^-  ^rrUa; 

par  suite,  en  remplaçant  dans  la  première  a,  6,  c  par  6,  c,  rf,  el 
ainsi  de  suite,  il  vient,  en  désignant  encore  par  X  et  jjl  les  deux 
termes  suivants  de  la  progression  arithmétique 


Uj,=  \VUx  -^'•U/. 


Multiplions  respectivement  ces  égalités  par  i,  ^,  z^,  ...,  z"~*,  et 
ajoutons  les  résultats  obtenus;  en  posant 

il  vient 
d'où  l'on  tire 


V  — 


I— ^Vr-T-^-^r'- 


NouS  avons  ainsi  obtenu  la  somme  des  produits  des  fonctions  U 
dont  les  arguments  sont  en  progression  arithmétique,  multipliées 
respectivement  par  les  termes  d'une  progression  géométrique. 

On  obtient  une  formule  analogue  en  remplaçant  U  par  V  dans 
le  numérateur  de  I. 


.-•.fl 


-■*n    :.     -     ...l.r    r  1  1  I  1  L?    I.TjI 


—  *  ^.tL&ti*tT^a3 


il  l'-im  lj-  irt  I  ii:iii::iL.i  a  ir--  ti-x'inirîîii .? 


•r 


r«i  :•: •:•-•: o-T  r  •=  .  s~  "    ▼  =  .  -  —       ^    *tiar 


:rt_r  su 


*  -i-;  =       '  ri- 


.i —     'Ct— 


I-l    i.i.-'.t.-lxltir     :;iar?    il  Till'r    Itr   * 


'•I   I 


_»  _ »  .     


L—       «J.—      - 


T.'Lj.'Ij»:      î:--:    IliL*?   l    r'.t   ".~I.l--aii=^   LIT  '1     LH  L,.^B::1. 


I.:'".::     Ii-V'.'HJi.-*   .'.(1.      :«  ■!.'     -i        è-     ri:        ■■•.:•  5uJ-.    >.     i~li'"     :■  :     rCCfa'I.f 

i.i:tr'tt  L~ai»îa:  ■:.*.'  )i    F    l^oii:    ii  n-.  ^.-'i    i  lar  tii-'-Ji  «rr    .i«i*i.rf  r<«xr 

r*;-:*;  7»j'. ...  " -.17     i--     7..t>;'-. ■      :■'     -  .        7         i.'v    "r."    *."■:  7-V7»Jer.~Y>  jcV 
i  =  :    .:    7  =  -.     71-    .7-   .- ^.c   -V     :.i-  H    F    l.k.^D«:     r  i.-'i.     *♦:•.  .  Jutiru: 

:i  l'-HL-iC".   :■''  —  :     1::?    i*z-i\    :ii*'L»;--^    Tn-r^-'iT*-    in    :*:    i»'»ii.:r^    ;rt:  3<*îif 
.1  J'--*  .  Li  *"     11".*:    l.:'i'  ^i-  •:  i  ".   :  i  .  r  i-:".s>Ji'.  i*-   ;i:-:MTi:3«.>cr   fî?î  .; 


1*11".  ji  .a  !•;  r'i'i^isc  1  .«;^  i^':\'*r^r  la  i»:n~'in 
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Ainsi  la  formule  d*AuRiFEUiLLE  avait  échappé  à  rattcntion  d'EuLER,  de 
Lagrange,  de  Legendre,  de  Sophie  Germain  et  de  Landry,  qui  se  sont 
occupés  longuement  et  à  diverses  reprises  de  la  décomposition  en  fac- 
teurs premiers  des  termes  de  la  suite  de  Fermât.  (Voir  n**  31,  Exemple  /.) 

Soit  la  formule 

2V,,=.VJ-f-AUÎ; 

lorsque  A  est  t^gal,  en  signe  contraire,  au  carré  d'un  nombre 
entier,  l'expression  2  Va/,  est  une  différence  de  deux  carrés.  Par 
suite  :  Lorsque  A  est  égal  au  carré  d^un  nombre  entier,  pris 
avec  le  signe  —  ,  la  fonction  Va,,  est  décomposable  en  un  pro~ 
duit  de  deux  /acteurs  entiers. 
Considérons  encore  la  formule 

si  l'on  désigne  ±:  i  par  £  et  si  l'on  suppose 

A=r5ieA*,        <7  =  —  î^*,        n  =  2fjn-i, 
il  vient 

On  trouve  un  résultat  analogue  en  supposant 

A  =  eA',         q  =^  —  £^*,         /i  =  2{Ji-+-i; 

par  conséquent,  on  a  la  proposition  suivante  :  Lorsque  le  produit 
y  A  est  égal  et  de  signe  contraire  au  double  du  carré  d^un 
nombre  entier,  la  fonction  ^ h\^2  est  décomposable  en  un  pro- 
duit de  deux  facteurs  entiers. 

Ainsi,  par  exemple,  dans  la  suite  de  Pell, 

Enfin,  si  nous  supposons 

A  =  —  o.h^  et        n  =  2{i, 

la  même  formule  nous  donne 

par  conséquent  :  lorsque  A  est  égal  et  de  signe  contraire  au 
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double  du  carré  d'un  nombre  entier,   la  fonction  ^ \^  est  dé- 
composable  en  un  produit  de  deux  facteurs  entiers. 

Exemple  I.  —  Dooner  les  foimnlc*  de  dé«oinpo5Îtioa  de  Via  daos  les 
bvpothéses  soÎTantes  : 


!.. 

...     />  =  i   rî  —  2  rf  — 

r-  , 

q  —  —  t  r*  —  ar*  —  **  » 

II.. 

. .    .     />  —  a*  r-  —  îjï  . 

ç  =      *rî  —  a*' .2: 

III.. 

...     /)  =  rS-2jV 

9=  — 8r»*2: 

n. 

p  =  ir. 

9=        r»  — **. 

Voir,  poor  plus  de  re  ose  i  sue  m  eut  s.  ootre  Mémoire  Sur  la  théorie  des 
fonctions  numériques  simplement  périodiques,  dans  la  \ouv,  Corresp, 
math.,  t.  IV,  p.  loo. 

En  partant  des  formules  pour  la  iripiicalion  des  arguments 
(n*  183  K  on  arrive  encore  à  la  décomposition  des  fonctions  numé- 
riques dans  les  cas  suivants  : 

Le  nombre  —■  est  décomposable  en  un  produit  de  deux  fac- 

leurs  entiers,  pour  n  pair,  lorsque  A  est  égal,  en  signe  contraire, 
au  triple  du  carré  d*un  nombre  entier.  Pour  n  impair,  lorsque 
^A  est  égal,  en  signe  contraire,  au  triple  du  carré  d*un  nombre 
entier. 

Le  nombre  -^.-  est  décomposable  en  un  produit  de  deux  fac- 

leurs  entiers,  pour  n  pair,  lorsque  A  est  égal  et  de  signe  con- 
traire au  carré  d'un  nombre  entier.  Pour  n  impair,  lorsque  q 
est  le  triple  d'un  carré  entier,  ou  encore  lorsque  q^  est  égal  el 
de  signe  contraire  au  triple  du  carré  d'un  nombre  entier. 


188.  Sommation  de  fractions.  —  On  a  Tidentité 


U 


puis,  en  réunissant  les  fractions  contenues  dans  chaque  paren 
thèse, 


U«    ""  L,       L,L,       U,U3       UjU^ 


7' 


g' 


n— 1 


U„-,U„ 
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On  a,  par  exemple,  dans  la  suite  de  Fibonacci, 


lift  i.i        1.2       2.3       3.5       5.8  "    Ufi-iUfi 

% 

Plus  généralement,  soient  les  deux  formules 

V«+,.V„  —  AU„U«+;.  ~.  27«  V;.: 
on  déduit  de  la  première 

Vjiir  ^  -^'*  —  o/7«  .-J^-i—  . 

V  V  "       V     V  * 

remplaçons  successivement,  dans  cette  relation,  n  par 


/i,     /î -h  r,     /i-i-2r,     ....     n-t-k  —  i  r, 
et  ajoutons  les  égalités  obtenues,  il  vienl 


n-t 


-    =     -  H-  2(7«Ur(  ^r-v ^  V — V "^  •  •  •  "*"  v~ -::~"v  —  ) 


et,  de  même, 

V-zt  =  Xi  _  -2  "  u,.  f  — ' -+-    — ^'*-—  -^      -h  _^-"-- "*—  ^ . 

^a-i-kr         ^n  \U«U/i-rr         U/i+r  ÏJ/i+jr  ^  n+k^ir^  n-¥kr/ 

Lorsque  k  augmente  indcfiniroent,   les  premiers  membres  des  égalités 

précédentes  ont  respectivement  pour  limites  — -  et  y/Â,  en  tenant  compte 

/A 

des  conditions  de  convergence.  On  peut  ainsi  développer  la  racine  carrée 
d'un  nombre  entier  en  séries  de  fractions  ayant  pour  numérateurs  l'unité; 
c'était  un  usage  familier  aux  savants  de  TËgypte  et  de  la  Grèce.  Ainsi, 

on  a  encore  cette  valeur  approximative  de  /a, 

/-  III 

1.3        3.4        12.34 

donnée  par  les  géomètres  indiens  Baudiiayana  et  Apastamba  ;  cette  valeur 
approximative  est  égale  au  rapport  des  termes  Va  =  577  et  Us  =  ioS  de  la 
série  de  Pell.  —  Voir  The  Çulvasûtras  by  G.  Thibaut,  p.  i3-i5,  dans 
le  Journal  of  the  Asiatic  Society  of  Bengal,  1875. 


-la    s  —  » 


-»a    '» — t! 


r.    »      .  I.    ^.     . 


■  ••4     •  t».i  •■*•*      "><  0**^     .''J** 


-*a-i  '*a.  »         -îii  '   --iii  -HiLiC  Miii 


..'»i*^iu-r»'ii*   ^îic-n»   f>   ormiiio 


•-    t    - 


m    *:i    ifiun.    ^jur    w  :>inii. 


I      t'îii 


1  w^'  ■  *       


■    _'    —      UU^  .*     -     L"  •   t  1  -" 
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On  a  la  formule  (n"  104,  Ex,  III) 
z  z^ 


I  —  z^        j  — z* 
si  Ton  y  remplace  z  par  (6'':  a*")^  on  obtient 


z^'  ' 

l         Z  —  Z^ 

• 

I-    ;«■■ 

\  ^  z    1   —  >3* 

,fl— J 


Uj/.  U^r  ^8r  Uj"-"r  tJ/.Uj»»/. 

Plus  généralement  on  a  (n°  10 i,  iFx.  /f') 

Lorsque  /i  augmente  incicfiniment,  le  second  membre  de  la  formule  (3) 
a  pour  limite  (6'*  :  Ur)»  dans  le  cas  des  fonctions  du  premier  et  du  second 
^cnre.  Par  exemple,  dans  la  suiie  de  Fibonacci, 

I  —  \/-J  III  I  ! 

•       7t.  .  ^1      •  •  •    » 


X  I        3    "    3.7        3.7.  î7    '    3. 7. 47. 2207 

diaprés  les  formules  de  duplication  des  arguments,  chaque  nouveau  fac- 
teur est  égal  au  carré  du  précédent,  diminué  de  2.  De  même,  dans  la  série 
de  Pell, 

I  —  /â  — 


2        2*.  3        7.'».3.i7        'ji*.  3. 17.577 

chacun  des  nouveaux  facteurs   des  dénominateurs  est  égal  au  double  du 
carré  du  précédent,  diminué  do  l'unilo. 

Ces  développements  sont  très  rapidement  convergents;  c'est,  en  quelque 
sorte,  la  combinaison  du  calcul  logarithmique  et  du  calcul  par  les  frac- 
tions continues.  Ainsi  le  dénominateur  de  la  trente-deuxième  fraction  de 
l'avant-dernicrc  formule  est  à  peu  prés  égal  à 


et  contient  deux  cent  millions  de  chijffreSj  environ.  F^our  écrire  le  déno- 
minateur de  la  soixante-quatrième  fraction  de  la  formule  précédente,  il 
faudrait  plus  de  deux  cent  millions  de  siècles. 
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LIVRE  III. 

LA   DIVISIBILITÉ  ARITHMÉTIQUE. 


CHAPITRE  XIX. 


CODIVISEURS    ET    COMULTIPLES. 


189.  Codiviseurs  de  deux  nombres.  —  La  théorie  de  la  divisibi- 
lité des  nombres  repose  sur  la  résolution  du  problème  suivant  (Eu- 
cLiDE,  Liv.  VII,  Prop.  2)  :  Trouver  tous  les  diviseurs  communs 
de  deux  nombres  entiers  et  positifs;  en  d'autres  termes,  trouver 
tous  les  nombres,  que  nous  appellerons  codiviseurs,  qui  divisent 
à  la  fois  deux  nombres  donnés,  n  et  b.  Nous  observerons  d'abord 
c|ue  si  l'un  des  nombres  est  zéro,  que  l'on  doit  considérer  comme 
multiple  de  tous  les  nombres,  la  recherche  de  tous  les  codiviseurs 
de  a  et  de  zéro  revient  à  trouver  tous  les  diviseurs  de  a,  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  à  trouver  tous  les  codiviseurs  de  a  et  de  a; 
mais,  si  les  deux  nombres  donnés  sont  nuls  à  la  fois,  le  problème 
est  indéterminé,  puisque  tout  nombre  est  diviseur  de  zéro.  En  ex- 
ceptant ce  seul  cas,  on  démontre  que  les  codiviseurs  de  deux 
nombres  sont  les  diviseurs  de  leur  plus  grand  codiviseur,  Ainsi, 
le  problème  de  trouver  tous  les  codiviseurs  de  deux  nombres  in- 
égaux revient  à  trouver  tous  les  codiviseurs  de  deux  nombres 
égaux  à  leur  plus  grand  codiviseur,  ou  de  trouver  tous  les  divi- 
seurs d'un  seul  nombre.  On  verra  par  la  suite  que  ce  problème  est 
à  peine  connu,  puisque,  dans  l'état  actuel  de  la  théorie  des  nom- 
bres, on  ne  connaît  aucun  procédé  direct  pour  la  recherche  des 
diviseurs  des  nombres  ayant  plus  de  dix  chiffres  dans  le  système 
décimal. 
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Il  résulte  encore  de  cette  théorie  que  si  deux  groupes  de  deux 
nombres,  a  et  b  d'une  part,  a!  et  b'  d'autre  part,  ont  le  même 
plus  grand  codiviseur,  ces  deux  groupes  admettent  les  mêmes  co- 
diviseurs. 

On  dispose  habituellement  Topéralion  de  la  recherche  du  plus 
grand  codiviseur  de  deux  nombres,  a  et  6,  de  la  manière  sui- 
vante : 


Quotients 


7o 


</i 


a 


r\ 


7! 


r^ 


Çn-l 

7«-i 

qn 

rn-i 

rn-l 

rn 

r„ 

o 

Restes 

La  ligne  supérieure  contient  les  quotients  des  divisions  succes- 
sives, en  nombre  (/i  +  i)»^*  '^  ligne  inférieure  contient  les  restes  ; 
si  l'on  suppose  /•«+!  =  o,  le  plus  grand  codiviseur  de  a  et  6  est  /*«. 
Ce  Tableau  correspond  aux  égalités 

^•1=  rtqt-T-  r^. 


rn-2  —  ^n-i  Çn-l  "+"  '*/.'• 

Exemple  I.  —  Trouver  le  plus  grand  codiviseur  de  deux  termes  con 
sécutifs  i.i4  <?t  89  de  la  suite  de  Fibonacci  (n°  3). 


I 

I 

I 

I 

I 

1 

I 

1 

I 

I 

•44 

89 

55 

34 

21 

i3 

8 

5 

3 

2 

I 

55 

34 

'21 

i3 

8 

5 

3 

1 

I 

0 

Les  quotients   sont   tous   égaux,  à   i  ;  les  restes  reforment  la  suite  dans 
l'ordre  décroissant,  et  le  plus  grand  codiviseur  est  égal  à  l'unité. 
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Exemple  IL  —  Démontrer  que  le  nombre  des  termes  de  la  suite  de  Fi- 
BONACCi,  ayant  le  môme  nombre  de  chifTres,  est  égal  à  4  ou  à  5. 

Désignons  par  aie  plus  petit  terme  de  la  suite  ayant  n  chifTres;  le 
terme  suivant  est  égal  à  a  augmenté   du  nombre  précédent  qui  est  plus 

grand  que  |a;  donc  ce  terme  est  plus  grand  que  fa;  par  suite,  les  cinq 
termes  qui  suivent  a  sont  respectivement  plus  grands  que 

2  a,     2^>    ^^>      j""^»     "j"^» 

et  le  dernier  de  ceux-ci,  plus  grand  que  loa,  possède  un  chilTre  de  plus 
que  a;  donc  il  n'y  a  pas  plus  de  cinq  termes  de  n  chiiïres. 

De  même,  soit  b  le  plus  grand  nombre  de  (/i  —  i)  chiffres;  le  nombre 
suivant  est  plus  petit  que  ib\  par  suite,  les  quatre  termes  qui  suivent  b 
sont  respectivement  plus  petits  que 

2^,-  3^>,     bb,     Sb. 

et,  par  conséquent,  ces  quatre  termes  ont  n  chiffres.  En  résumé,  le  ran^' 
d'un  terme  est  compris  entre  4  et  5  fois  le  nombre  de  ses  chiffres. 

Exemple  III.  —  Le  nombre  des  divisions  à  effectuer  dans  la  recherche 
du  plus  grand  codiviseur  de  deu\  nombres  ne  surpasse  pas  le  quintuple 
du  nombre  des  chiffres  du  plus  petit  des  deux  nombres  donnés. 

Lorsqu'il  s'agit  de  deux  nombres  consécutifs  de  la  suite  de  FnoxACCi,  ce 
théorème  résulte  immédiatement  des  deux  exemples  précédents.  Pour 
l'étendre  à  deux  nombres  quelconques,  il  suffit  d'observer  que,  si  deux 
restes  consécutifs  r^_i  et  rp  de  l'opération  sont  compris  dans  l'intervalle 
de  deux  termes  consécutifs  de  la  suite,  il  ne  se  trouve  aucun  reste  dans 
l'intervalle  précédent,  puisque  l'on  a 

c'est-à-dire 

cette  inégalité  subsiste  lorsque  l'un  des  restes  est  égal  à  l'un  des  termes 
de  la  suite;  ainsi,  le  nombre  des  divisions  ne  peut  surpasser  le  nombre  des 
intervalles  correspondants  de  la  suite.  Cet  ingénieux  théorème  a  été  donné 
par  Lamé  (Comptes  rendus  des  séances  de  l* Académie  des  Sciences, 
t.  XIX,  p.  867;  Paris,  j853).  Avant  lui,  le  théorème  avait  été  entrevu  par 
Léger  (Correspondance  mathématique  et  physique,  t.  L\,  p.  483)  et 
par  FiNCK  (Nquv.  Ann.  de  Math  ,  t.  I,  p.  354;  1842). 

Exemple  IV\  —  Déterminer  le  dernier  chiffre  du  terme  de  rang  n  de  la 
suite  de  Fibonacci. 

Il  suffit  de  connaître  les  derniers  chiffres  des  quinze  premiers  termes  et 
d'observer  les  résultats  suivants  :  i"  les  termes  de  rangs (1 5  -+-/?)  et  (i5  —  />), 
pour/7^i5,  ont  leurs  derniers  chiffres  égaux  ou  complémentaires  à  10, 
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«eloo  que  p  est  impair  ou  pair  ;  2*  les  termes  dont  les  rangs  sont  complé- 
mentaires à  60  ont  leurs  derniers  chiffres  complémentaires  à  10;  3**  les 
termes  dont  les  rangs  différent  d'un  multiple  de  60  ont  leurs  derniers 
chiffres  égaux. 

Exemple  V.  —  Pour  qu'un  terme  de  la  suite  de  FiBOXACd  soit  divisible 
,  par  un  autre^  il  faut  et  il  suffit  que  le  rang  du  premier  soit  divisible  par 

7  ^  le  rang  du  second. 

Prenons  un  terme  quelconque  de  la  suite,  le  dixième  55,  par  exemple, 
*!t  considérons  les  termes  qui  le  précédent  et  ceux  qui  le  suivent  immédiate- 
ment, en  supprimant  les  multiples  de  55, 

...8.     i3,     '}A.    34,    0.     3i,    — 21,     — 13,     —8,     ...: 

nous  constatons  ainsi  que  nous  reproduisons,  à  partir  du  terme  55  ou  0, 
les  termes  de  la  série,  pris  dans  Tordre  inverse,  avec  les  signes  alternés  -^ 
et  — .  Mais  la  série  contient  le  terme  Uo=  o;  par  suite,  puisque  55  est  le 
dixième  terme,  on  retrouvera  le  reste  o  aux  termes  de  rangs  20,  3o, 
40,  . . . ,  et  non  à  d'autres.  Ainsi,  les  termes  de  la  suite,  divisibles  par  u^^ 
ont  pour  rangs  tous  les  multiples  de  n. 

Remarque  I.  —  Nous  avons  supposé  les  nombres  a  ei  b  posi- 
tifs; on  peut  aussi  leur  donner  des  signes  quelconques  en  faisant 
cette  convention  que  les  diviseurs  d'un  nombre,  ou  de  plusieurs 
nombres,  sont  toujours  supposés  positifs;  mais,  dans  le  calcul,  on 
prend  les  valeurs  absolues  de  a  et  de  6.  ' 

Remarque  II.  —  Dans  la  recherche  du  plus  grand  codiviseur 
de  deux  nombres,  on  peut  prendre  à  chaque  division  le  reste  mi- 
nimum, et,  puisqu'il  ne  dépasse  pas  la  moitié  du  di\iseur  consi- 
déré, on  en  déduit  que,  dans  cette  méthode,  le  nombre  des  divi- 
sions à  effectuer  ne  surpasse  pas  l'exposant  de  la  plus  grande 
puissance  de  2  contenue  dans  le  plus  petit  des  deux  nombres  a 
et  b. 

190.  De  deux  nombres  premiers  entre  eux.  —  Lorsque  deux 
nombres  sont  consécutifs,  tout  nombre  qui  les  divise  divise  leur 
différence,  qui  est  l'unité;  par  conséquent,  deux  nombres  consé- 
cutifs ont  I  comme  unique  codiviseur.  En  général,  on  dit  que 
deux  nombres  sont  premiers  entre  eux  lorsque,  dans  la  re- 
cherche du  plus  grand  codiviseur,  on  trouve  i  comme  résultat 
final  de  l'opération;  on  dit  encore  que  l'un  d'eux  est  premier  à 
l'autre.  En  particulier,  si  l'un  de  ces  deux  nombres  est  o,  l'autre 
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est  nécessairement  dt  i.  En  faisant  abstraction  du  diviseur  i,  com- 
mun à  tous  les  nombres,  on  dit  encore  que  deux  nombres  pre- 
miers entre  eux  n'ont  aucun  codiviseur. 

Lorsque  Ton  multiplie  deux  nombres  par  un  troisième,  le  reste 
de  la  division  de  Tun  par  l'autre  se  trouve  multiplié  par  ce  troi- 
sième; il  en  est  de  même  de  tous  les  restes  obtenus  dans  la  re- 
cherche de  leur  plus  grand  codiviseur.  De  môme,  si  l'on  divise 
deux  nombres  par  un  de  leurs  facteurs  communs,  le  reste  de  la 
division  de  l'un  par  l'autre,  et  leur  plus  grand  codiviseur,  sont  di- 
visés par  ce  troisième. 

En  particulier,  lorsqu^on  divise  deux  nombres  par  leur  plus 
grand  codiviseur,  les  quotients  obtenus  sont  premiers  entre 
eux.  Réciproquement,  si  la  division  de  deux  nombres  par  un  troi- 
sième donne  des  quotients  premiers  entre  eux,  le  troisième 
nombre  est  le  plus  grand  codiviseur  des  deux  autres.  On  a  ainsi 
une  preuve  de  l'opération  du  plus  grand  codiviseur;  en  recom- 
mençant l'opération  sur  ces  quotients,  on  doit  trouver  i  pour  plus 
grand  codiviseur. 

Exemple  I.  —  Si  N  points  sont  rangés  en  cercle  et  qu'on  les  joigne  de  R 
en  R,  on  passera  par  tous  les  points  avant  de  revenir  au  point  de  départ, 
si  R  et  N  sont  premiers  entre  eux. 

En  effet,  supposons,  s'il  est  possible,  que  l'on  ne  passe  que  par  n  points 
avant  de  revenir  au  point  initial.  I^renons  un  quelconque  des  points  par 
lesquels  on  n'est  pas  encore  passé  et  joignons  encore  de  Ren  R;  nous  for- 
merons un  second  polygone  de  n  côtés  n'ayant  aucun  sommet  commun 
avec  le  premier;  car,  s'il  en  était  autrement,  les  deux  polygones  coïncide- 
raient. En  faisant  de  même  pour  les  points  qui  restent,  on  forme  ainsi 
h  polygones  de  n  côtés  et,  puisque  tous  les  points  ont  été  employés  une 
seule  fois,  on  a  N  =  hn.  Mais,  en  joignant  de  R  en  R,  chaque  polygone 
de  n  côtés  se  trouvant  fermé,  on  a  fait  un  certain  nombre  r  de  fois  le 
tour  de  la  circonférence;  on  a  donc  «R  =  rN;  il  résulte  des  deux  égalités 
qui  précèdent 

N  =  A/i,        ï\  =  hr: 

par  conséquent,  R  et  N  auraient  un  codiviseur  A,  ce  qui  est  contre  l'hy- 
pothèse. 

Plus  généralement,  si  N  et  R  ont  h  comme  plus  grand  codiviseur,  et  si 
l'on  pose  N  =  hn  et  R  =  /ir,  on  forme,  en  joignant  les  points  de  R  en  R 
h  polygones  de  n  côtés. 

Celle  démonstration  a  été  donnée  par  M.  Mansion  dans  la  Revue  de 
l'Instruction  publique  en  Belgique;  1869. 

E.  L.  —  T.  22 
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Exemple  II.  —  On  consid«'TC  p  lignes  équidi<tantes  de  q  points  équi- 
di«tant«,  on  a  ainsi  (p—i}(q  —  i)  carrés  égaux;  on  place  un  point  au 
centre  de  chacun  de  ces  carrés,  et  Ton  forme  un  quinconce  de 

/>7  -f-  (  />  —  I  M  7       \) 

points.  Le  nombre  minimum  de  circuits  continus,  sans  répétition  ni  rebrous- 
sement,  pour  entourer  tous  les  points  du  quinconce,  en  les  séparant  Tun  de 
Tautre,  est  égal  au  plus  grand  codiviseur  de />  et  de  q. 

Ce  curieux  énoncé  m*a  été  communiqué,  en  1888,  par  M.  Bresson, 
ancien  élève  de  l'École  Polytechnique.  (Voir  les  \ofes ,  à  la  fin  du 
Volume.  ) 

191.  Propriétés  da  plus  grand  codiviseur.  —  On  aie  théorème 
suivant  :  Les  /-estes  successifs  obtenus  dans  la  recherche  du 
plus  grand  codiviseur  de  deux  nombres  positifs  a  et  b  sont  les 
différences  de  deux  multiples  de  a  et  de  b.  En  d'autres  termes, 
on  a  la  relation 

dans  laquelle  fp  et  gp  sont  deux  entiers  positifs.  En  effet,  nous 
obser\'erons  d'abord  que  le  théorème  est  immédiatement  vérifié 
pour  le  premier  reste  /'i ,  puisque  l'on  a 

r,  —  rt  —  670; 

nous  supposerons  donc  ,  =—  q^  et  g^  =^  i  :  mais  si,  dans  l'égalité 
suivante,  qui  définit  z'^, 

Ts-r  6-     riqi, 

on  n^mplace  /'i  par  sa  valeur,  il  vient 

—  ri  =  aqi—  /)(i-r-qoqi); 

nous  avons  ainsi 

et  les  nombres  /^  et  g2  sont  entiers,  positifs,  et  respectivement 
plus  grands  que/i  et  ^|.  Si  nous  portons  les  valeurs  de  /^  et  de  r^ 
dans  l'égalité  qui  définit  7*3,  c'est-à-dire 

rz=  ri—  rjç,, 
il  vient 

ri=  a(l  -^  qiqi)  -^  b  (qoqtqt-^  qi-^  qo), 
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el  ainsi  de  suif  e.  Donc,  en  supposant  la  relation  (i)vérinée,  lorsque 
Ton  y  remplace  p  par  (p  —  i)  et  par  (/?  —  2),  on  a 

si  Ton  porte  ces  valeurs  de  r^^o  et  de  r^_i  dans  régalité  qui  défi- 
nit Fp 

(»n  retrouve  la  relation  (i),  en  posant 

,    ,  \  /p~  fp-i  Qp-^  fn-i^ 

Ainsi  la  relation  (1)  est  démontrée.  On  observera  que  les  nom- 
brcs/y,  et  gp  sont  tous  entiers  positifs,  et  croissent  avec  l'indice /?, 
puisque  cliaciin  d'eux  est  au  moins  égal  a  la  somme  des  deux 
précédents,  attendu  que  Çp^i-  On  calcule  successivement  les 
nombres/y,  ci  gpy  en  partant  des  valeurs  qui  correspondent  aux 
indices  i  et  2;  par  convention,  on  pose 

et  il  suffit  alors  de  connaître /«  et  g^t  car  la  loi  de  récurrence  s'ap- 
plique encore,  ainsi  qu'on  le  constate,  à  partir  de  l'indice  zéro. 

Si  l'on  applique  le  théorème  précédent  au  dernier  reste  r„_i  qui 
est  le  plus  grand  codiviseur  0  des  deux  nombres  positifs  a  et  6,  on 
en  déduit  ce  théorème  :  Le  plus  grand  codiviseur  de  deux  en- 
tiers  positifs  a  et  b  est  égala  la  différence  de  deux  multiples 
de  a  et  de  b.  En  efifet,  on  a  pour^  =  n 

Plus  particulièrement,  si  aet  b  sont  positifs  et  premiers  entre 

eux,  on  peut  trouver  deux  entiers  positifs  x  et  y,  tels  que  Von 

ait 

r-.  \  —  ax  —  hy, 

192.  Théorème  d'Euclide.  —  Tout  nombre  0  qui  divise  un  pro- 
duit de  deux  facteurs  ab  et  qui  est  premier  à  Vun  d'eux  b  di- 
vise l  autre  a. 
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Le  résultat  prcccdent  s'applique  encore  pour  m  impair,  en  changeant  b 
en  —  b,  aux  deu\  facteurs  du  produit 

a  -r-  b        et         ,-  • 

a  -r-  b 

Exemple  l',  —   Si  a'-+-^f*  est   premier,  le   plus  grand  codiviseur  de 
a  et  fl  est  i  ou  une  puissance  de  a. 

193.  Codiviseurs  de  plasieurs  nombres.  —  11  s'agit  de  détermi- 
ner tous  les  nombres  qui  divisent  à  la  fois  plusieurs  nombres  don- 
nés a,  b^Cfd, D'abord  il  est  évident  que  l'ordre  de  succession 

des  nombres'donnos  peut  être  pris  arbitrairement  ;  et  que,  par  con- 
séquent, a  et  b  désignent  deux  quelconques  des  nombres  donnés. 

Désignons  par  o  le  plus  grand  codiviseur  des  deux  nombres 
a  ei  b;  nous  avons  vu  que  tout  nombre  qui  divise  a  et  6  divise  o, 
et  inversement  tout  nombre  qui  divise  o  divise  a  et  6.  Par  suite, 
tout  nombre  0,  codiviseur  de  «,  6,  c,  </,... ,  est  un  codiviseur  de 
0,  c,  rf,  . . . ,  et  inversement,  tout  codiviseur  de  o,  c,  rf,  ...  divise 
les  nombres  donnés.  Par  conséquent,  la  recherche  des  codiviseurs 
de  n  nombres  entiers  se  ramène  à  la  recherche  des  codiviseurs 
de  (/i  —  i)  nombres,  en  remplaçant  deux  quelconques  des  nombres 
donnés  par  leur  plus  grand  codiviseur.  En  appliquant  ce  procédé 
au  système  nouveau  des  (n  —  i)  nombres,  on  pourra  remplacer 
celui-ci  par  un  système  de  (/i  —  2)  nombres,  et  ainsi  de  suite,  jus- 
qu'à ce  que  le  système  soit  remplacé  par  un  seul  nombre.  On  a 
donc  cette  proposition  :  Les  codiviseurs  de  plusieurs  nombres 
sont  tous  les  diviseurs  de  leur  plus  grand  codiviseur.  Mais  il 
est  bon  d'observer  que  l'on  excepte  le  cas  où  les  nombres  donnés 
sont  tous  nuls. 

Dans  la  pratique,  il  est  plus  commode  de  rechercher  le  plus  grand 
codiviseur  de  la  manière  suivante.  On  place  les  nombres  donnés 
par  ordre  de  grandeur  croissante 

rt,     />,    r,     d.    Cy     . .  •  ; 

on  divise  tous  ces  nombres  parle  plus  petit  d'entre  eux  a.  On  range 
encore  dans  Tordre  de  grandeur  les  restes  obtenus,  en  négligeant 
les  restes  nuls,  et  en  ne  conservant  que  l'un  des  restes  égaux 
parmi  plusieurs  ;  on  obtient  la  suite 

«1,    bu    Cl,    du     — 


CHAPITRE    XIX.    —    CODIVISEURS    ET    COMULTIPLES.  343 

On  opère  sur  celle  suile  comme  sur  la  précédente,  jusqu'à  ce 
qu'on  n^oblienne  plus  qu'un  seul  resle,  qui  esl  le  plus  grand  co- 
divîseur  cherché.  Pour  légilîmerce  procédé,  il  suffilde  reprendre, 
en  le  généralisanl,  le  raisonnemenl  que  nous  avons  exposé  dans  la 
recherche  du  plus  grand  codJviseur  de  deux  nombres. 

D'ailleurs,  on  peul,  comme  dans  le  cas  de  deux  nombres,  em- 
ployer les  quolienls  approchés  par  excès,  ou  les  quolients  les  plus 
approchés,  de  manière  à  oblenir  les  restes  les  plus  petits.  On  pourra 
aussi  faire  les  simplifications  dont  il  a  été  parlé  ci-dessus. 

Désignons  par  A  le  plus  grand  codiviscur  des  nombres  «r,  A,  c, 
rf,  . . .,  et  posons 

a  —  \a\         b  —  lh\         c  —  Ar\         d  —  ld\  ...  : 

le  plus  grand  codiviseur  des  nombres  entiers  a',  b\  c^,  d\  ...  esl  i  ; 
on  dil  alors  que  les  nombres  n'ont  aucun  diviseur  commun,  ou 
soiïl premiers  entre  eux.  Par  conséquent,  si  l'on  divise  plusieurs 
nombres  par  leur  plus  grand  codiviscur,  on  obtient  des  quotients 
premiers  entre  eux;  inversement,  si  Ton  multiplie  des  nombres 
par  un  nombre  entier  quelconque  A,  leur  plus  grand  codiviseur  est 
multiplié  par  A. 

Il  y  a  lieu  de  distinguer  le  cas  de  plusieurs  nombres  premiers 
entre  eux  du  cas  de  plusieurs  nombres  premiers  deux  à  deux. 
11  est  clair  que  des  nombres  premiers  deux  à  deux  sont  premiers 
entre  eux;  mais  des  nombres  premiers  entre  eux  ne  sont  pas  né- 
cessairement premiers  deux  à  deux;  ainsi,  par  exemple,  si  a,  h 
sont  deux  nombres  impairs  premiers  entre  eux,  les  nombres  «,  ^, 
a<ar,  2  6,  sont  premiers  entre  eux,  mais  ne  le  sont  pas  deux  à  deux. 

194.  Comultiples.  —  Nous  allons  résoudre  un  problème  qui  esl 
en  quelque  sorte  l'inverse  du  précédent.  Il  s'agit  de  trouver  tous 
les  comultiples  de  plusieurs  nombres  donnés  ou,  en  d'autres 
termes,  de  trouver  tous  les  nombres  qui  sont  séparément  divisibles 
par  les  nombres  donnés.  Nous  démontrerons  ce  théorème  : 

Les  comultiples  de  plusieurs  nombres  sont  tous  les  multiples 
du  plus  petit  de  leurs  comultiples. 

Considérons  d'abord  deux  nombres  donnés  a  et  6;  désignons 
par  A  leur  plus  grand  codiviseur,  et  posons 

a  —  Aa'        Cl         b  —  \b'  : 
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nous  savons  que  a!  et  V  sont  des  nombres  premiers  entre  eux.  Les 
comulliples  cherchés  sont  des  multiples  de  a,  et  sont  tous  compris 
dans  la  formule  ma  ou  m^a\  dans  laquelle  m  est  un  entier  quel- 
conque; pour  que  ces  nombres  soient  des  multiples  de  6,  il  faut  el 
il  suffit  que  /nAa'  soit  multiple  de  A6',  c'est-à-dire  que  V  divise 
ma';  mais  6',  premier  avec  a',  divise  m,  et  Ton  di  m  =  m! V ^  en  dé- 
signant par  m'  un  entier  quelconque.  Par  conséquent,  tous  les  co- 
multiples  de  a  et  de  b  sont  compris  dans  la  formule  ma  ou  m' a'b' ^\ 
inversement,  tous  les  nombres  compris  dans  cette  formule  sont  di- 
visibles par  a  ou  a'A  et  b  ou  6'A.  On  voit  ainsi  que  tous  les  comul- 
tiples  de  deux  nombres  a  et  6  sont  tous  les  multiples  d'un  certain 
nombre 

ii'K  ^b 

a  ù  1,    ou     -     > 

que  l'on  appelle  \q  plus  petit  comultiple  de  a  et  de  6  (*). 

Nous  allons  étendre  cette  proposition  à  un  nombre  quelconque 
d'entiers;  il  s'agit  de  déterminer  tous  les  comulliples  de  plusieurs 

nombres  donnés  a,  6,  c,  rf, D'abord  il  est  évident  que  Tordre 

de  succession  des  nombres  donnés  peut  être  pris  arbitrairement  et 
que,  par  conséquent,  a  et  6  désignent  deux  quelconques  des 
nombres  donnés.  Désignons  par  a  le  plus  petit  comultiple  des  deux 
nombres  a  et  b]  nous  venons  de  voir  que  tout  comultiple  de  ces 
deux  nombres  est  un  multiple  de  |jl,  et  inversement.  Par  suite,  tout 
nombre  9  comultiple  de  a,  b^  c,  d,  , . ,  est  un  comultiple  de  |jl,  c, 
<i,  . . .;  et  inversement,  tout  comultiple  de  }x,  c^d^  ., ,  est  un  mul- 
tiple des  nombres  donnés. 

Par  conséquent,  la  recherche  des  comultiples  de  n  nombres  en- 
tiers se  ramène  à  la  recherche  des  comultiples  de{n  —  i)  nombres, 
en  remplaçant  deux  quelconques  d'entre  eux  par  leur  plus  petit 
comultiple.  En  appliquant  le  môme  procédé  au  système  des  (/i  —  i) 
nombres,  on  pourra  remplacer  celui-ci  par  un  système  de  (n  —  2) 
nombres,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  que  le  système  soit  remplacé 
par  un  seul  nombre,  qui  est  le  plus  petit  comultiple  des  nombres 
donnés. 


(*)  Si  deux  groupes  de  deux  nombres  (a,  6)  et  (c,  c/)  ont  le  même  plus  grand 
codiviseur  et  le  même  plus  petit  comultiple,  il  n'en  résulte  pas,  pour  cela,  l'iden- 
tité des  deux  groupes.  Ainsi  les  groupes  (2,3o)  et  (6,10)  ont  tous  deux  le  même 
plus  grand  codiviseur  2  et  le  même  plus  petit  comultiple  3o. 
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Lorsque  deux  des  nombres  a  cl  b  sont  premiers  entre  eux,  on  a 
A  =  1  et  le  plus  petit  comulliple  des  deux  nombres  est  égala  leur 
produit  ab;  mais,  d'autre  part,  lorsqu'un  nombre  c  est  premier 
à  deux  autres,  il  est  premier  à  leur  produit.  Par  suite  : 

Le  plus  petit  coniultiple  de  plusieurs  nombres,  premiers  entre 
eux  deux  à  deux,  est  égal  à  leur  produit, 

Lorsquhtn  nombre  est  divisible  par  plusieurs  autres,  premiers 
entre  eux  deux  à  deux,  il  est  divisible  par  leur  produit. 

Exemple  I.  —  Si  l'on  désigne  par  D(a,  6,  c,  ...,/)  le  plus  grand  co- 
diviscur  de  n  nombres,  par  ^j,  dfy  d^y  ...  les  plus  grands  codiviseurs  de 
groupes  formés  par  ces  nombres,  de  telle  sorte  que  l'ensemble  des  groupes 
reproduise  les  nombres  donnés,  on  a 

DCrt,  by  c,  . . .,  l)—  D(rfi,  dfj  rfj,  . . .). 

Exemple  II,  —  Si  l'on  désigne  par m(a,  b,  c,  ...,/)  le  plus  petit  co- 
mukiple  de  n  nombres,  par  mi,  m^,  m^,  ...  les  plus  petits  comultiples 
de  groupes  formés  par  ces  nombres,  de  telle  sorte  que  l'ensemble  des 
groupes  rc[»roduise  les  nombres  donnés,  on  a 

m(a,  ^,  c,  . . .,  /)=  m(/iii,  /?ij,  mj,  . . .). 

Exemple  III.  —  Four  qu'un  comultiple  de  n  nombres  soit  le  plus  petit, 
il  faut  et  il  suffit  qu'en  le  divisant  successivement  par  chacun  d'eux,  on 
obtienne  des  quotients  premiers  entre  eux. 

Soient  M  un  comultiple  des  nombres  donnés  et  P  leur  produit;  les  pro- 
duits des  nombres  pris  (n  —  i)à(/i  —  i)  sont 

P        P  V 


a        b  l 


cela  |)osc,  on  a  évidemment 


_  /MP     MP  MP\       ,,  ^/P     P 


\     ^ 


„P.»(2.M,...,MV 


d'où  l'on  tire 


{\\  M  =  p  — ^^ 
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FViur  que  M  ait  la  plus  petite  %aleur  m,  il  faut  et  il  >uffît  que  Ton  ait 


_/M     M  M\ 


ou,  CD  (I*autres  termes,  que  les  quotient* 


ah  I 


«oient  premiers  entre  eux. 


Exemple  IV.  —  Le  produit  de  n  nombres  e^t  é<;al  au  produit  de  leur 
plus  petit  comultiple  par  le  plus  |;rand  codiviseur  des  produits  de  ces 
nombres  pris  {n  —  i )  à  (  /i  —  i  ». 

En  effet,  l'expression  (i)  de  XExemple  If/  donne 

/ 1>     p  I» 

^2  )  P  =  mla.  ù.  . .  .,i  ),\}  l  -  y  ,- -7  )• 

^  a     0  l  ' 

Exemple  V.  —  Le  plus  petit  comultiple  de  n  nombres  est  égal  à  un 
comultiple  quelconque  M  divisé  par  le  plus  grand  codiviseur  des  quotients 
obtenus  en  divisant  ce  comultiple  par  chacun  des  nombres. 

En  effet,  les  égalités  (i)  et  (a)  donnent 

(3)  m{a,  b,  c.  .    ..  h^   -JyTM MV 

En  supposant  M  =  F,  on  retrouve  le  théorème  précédent. 

Exemple  VI.  —  Le  produit  de  n  nombres  est  égal  au  produit  de  leur 
plus  grand  codiviseur  par  le  plus  petit  comultiple  des  produits  de  ces 
nombres  pris  (n  —  i)  à(/i--i). 

F'     P 

Remplaçons,  dans  l'égalilé  (3),  les  nombres  «,/>....,  /,  par  —  >  j- ,  •••, 

P  P     P  P 

j]  et  prenons  pour  M  le  produit  P  ;  les  quotients  do  M  par  ->  ^-7   •••,  y, 

seront  a,  b,  c.  . .    ,  et  nous  aurons 


(4) 


/P    V  P\ 


Exemple  VII. Le  produit  de  n  nombres  est  égal  au  plus  petit  co- 
multiple des  produits  obtenus  en  combinant  ces  nombres  r  k  r,  multiplié 
par  le  plus  grand  codiviseur  des  produits  obtenus  en  les  combinant  (/î  —  r) 
à.  (n  —  r). 

Considérons  les  CJ  produits  des  n  nombres  combinés  r  à  r;  le  produit  F* 
est  évidemment  un  comultiple  de  ces  produits  et  les  quotients  obtenus  en 
divisant  P  par  chacun  d'eux   sont  les  CJ"''  produits  des  nombres    pris 
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(/i  — /')  à  (/i  — /•);  et  il  suffit  d'appliquer  la  formule  (3).  On  a  donc  la 
formule 

et  en  remplaçant  /•  par  (n  —  /*), 

P-=  D(CS).m(Cr')- 

-Nous  a>ons  emprunté  les  énoncés  et  les  démonstrations  des  Exercices 
III ci  Ï^IIy  à  un  article  de  M.  Barrieu  (Mathesis,  t.  III,  p.  '217). 

195.  Codiviseurs  des  formes  linéaires.  —  Nous  démontrerons 
encore  le  ihéorème  suivant  sur  les  formes  linéaires  et  homogènes. 
Considérons  n  formes  indépendantes,  et  supposons,  pour  plus  de 
simplicité,  n  =3.  Soient 


l     X   rr=a, 

•    Y  —  «2- 


(  I  )  'Y  —  a^x  —  b^y  --.  ■  c^z, 

\  Z  ^  a^x  -r-  b^y  -\-  C3  z. 

Désignons  par  A  le  déterminant  des  coefficients,  et  par  de 
grandes  lettres  tous  les  mineurs.  On  a 

(  A.r-- AiX-AjY       A3Z, 
{->.)  '   Ak-Bi\-4-  B2Y-+-B3Z, 

I    A^=xCiX     :-GîY-4-C3Z. 

D'après  les  relations  (Tî,  tout  codiviseur  de  x^  y,  w,  est  aussi 
un  codiviseur  de  X,  Y,  Z;  réciproquement,  par  les  relations  (2), 
tout  codiviseur  de  X,  ^  ,  Z  divise  or,  y^  z,  ou  divise  A.  De  là, 
pour  A  =  I,  ce  théorème  : 

Si  n  nombres  sont  premiers  entre  eux,  il  en  est  de  même 
de  n  formes  linéaires  et  homogènes  de  ces  nombres,  pourvu  que 
le  déterminant  des  coefficients  soit  égal  à  ±\, 

Le  système  des  codiviseurs  de  n  nombres  x,  y^  z,  ...  ne  change 
quand  on  remplace  ceux-ci  par  n  fondions  linéaires  et  homogènes 
X,  Y,  Z,  . . . ,  de  j:,  j^,  ;;,  . . . ,  dont  le  déterminant  des  coefficients 
est  égal  à  zb  i . 

Exemple  I.  —  Si  a  et  6  ont  8  pour  plus  grand  codiviseur,  les  nombres 
a  -T-  6  et  «  —  b  ont  pour  plus  grand  codiviseur  0  ou  2$. 
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Exemple  II.  —  Considérons  la  suite 

I,     A,     8,     îo,     4*8,     43  »8,     .... 
dans  laquelle 

Un  —  K'in--  i)m«_,  — (/i  —  i)«/rt-j; 

le  plus  grand  codiviseur  de  Un  et  Un-\  **st  iV,  en  désignant  par  q  rentier 
de  (a/i  H-  i)  par  8  (n**  128,  Ex.  II),  (Svlvester). 

196.  Codiviseurs  et  comultiples  des  nombres  fractionnaires*  — 
On  dit  qu'une  fraction  est  divisible  par  une  autre,  ou  multiple 
d'une  autre,  quand  elle  est  égale  au  produit  de  cette  autre  frac- 
tion par  un  nombre  entier.  Avec  cette  définition,  les  notions  de 
codiviseurs  et  de  comultiples  s'appliquent  aux  nombres  fraction- 
naires, et  l'on  appelle  plus  grand  codiviseur  de  plusieurs  frac- 
lions  la  plus  grande  fraction  irréductible  qui  divise  chacune  des 
fractions  données,  el  plus  petit  comultiple  la  plus  petite  fraction 
irréductible,  qui  est  divisible  par  chacune  des  fractions  données. 
Cela  posé,  on  a  le  lemme  suivant  :  Pour  qu'une  fraction  irréductible 

7  soit  divisible  par  une  fraction  irréductible  -»  il  faut  et  il  suffit 
b  '  q 

que /?  divise  a  et  quc^jr  soit  un  multiple  de  6.  Au  moyen  de  ce  lemme, 
le  lecteur  démontrera  aisément  les  théorèmes  suivants  (*)  : 

I.  Le  plus  grand  codiviseur  de  fractions  irréductibles  est  une 
fraction  irréductible  qui  a  pour  numérateur  le  plus  grand  codivi- 
seur des  numérateurs  et  pour  dénominateur  le  plus  petit  comul- 
tiple des  dénominateurs 


myb^ybt,bz,  .  .  .) 


II.  Le  plus  petit  comultiple  de  fractions  irréductibles  est  une 
fraction  irréductible  qui  a  pour  numérateur  le  plus  petit  comul- 
tiple des  numérateurs  et  pour  dénominateur  le  plus  grand  codi- 
viseur des  dénominateurs 

.  _  /n(rti,r7j,a3, . . .) 


\bi  '  b^^  bz^  '      /  ~~ 


0(^1,^2,^3,  .  .  .) 

111.   Tout  codiviseur  de  fractions  irréductibles  est  un  diviseur 
de  leur  plus  grand  codiviseur. 

(»)  KoiV,  pour  plus  de  détails,  un  article  de  M.  P.  Barrieu,  dans  le  Journal 
de  Mathématiques  élémentaires  (i884). 
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IV.  Tout  comulliple  de  fractions  irréductibles  est  un  multiple 
de  leur  plus  petit  comultiple. 

\.  Le  produit  du  plus  grand  codiviseur  de  plusieurs  fractions 
par  le  plus  petit  comulliple  de  leurs  inverses  est  égal  à  i . 

V6,     bt     bi  1        \a|     aj    «5  / 

VI.  Si  Ton  multiplie  ou  si  Ton  divise  plusieurs  fractions  par 
un  même  nombre,  entier  ou  fractipnnaire,  leur  plus  grand  co- 
diviseur (ou  leur  plus  petit  comulliple),  est  multiplié  (ou  divisé) 
par  ce  nombre. 

11  résulte  de  ces  théorèmes  et  de  quelques  aulres  analogues 
que,  si  Ton  désigne  par  a^  b,  c,  . .  ,  des  nombres  positifs,  quel- 
conques, entiers  ou  fraclionnaires,  par  P  leur  produit,  par  d  elM, 
un  codiviseur  et  un  comultiple,  par  D  et  m  le  plus  grand  co- 
diviseur et  le  plus  pelit  comultiple,  on  a  toujours  les  identités 
suivantes  : 

(  D{a,b,c,  ...)  ^l)[D{a,b),c,  .  . .], 

l  m{a,b,c^  . . .)  —  /n[m{a,b),c.  . . .  | . 

(/«(«,6,<-,.....D(i,^,i,. ..)  =  ,. 

(  D(ak,bAfCk,  , . .  )  =  A-D(r/ ,  6 ,  c ,  . . .  ) , 
(  ni(akjbk^  cA  ,  . . .)  =krn(a,  b,c,  . . .). 

l  D ( a ,  fc) ,  c ,  . . .  ) .  m  l  —,  y >—,•••  j  =  M  , 

I  m{a,b,c,...).  D^^,'^,-^,...j  =  M. 

D(ai'ybi\ci'.  ...)  =  [D(a,b,c.  . .  .)J/', 
m{at'^bf'^c/\  . . .  )  —  [m(a,  b^r.  . .  .)]'*, 

Enfin,  si  Ton  désigne  par  m{0„)  et  par  D(Ci,)  le  plus  petit  co- 
multiple et  le  plus  grand  codiviseur  des  produits  obtenus  en  com- 
binant n  fractions  i  à  /,  on  a 

(  m(Ci).D(CrO=I*. 
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CHAPITRE  XX. 


LES    NOMBRES    PREMIERS 


197.  Nombres  premiers.  —  Un  nombre  quelconque,  en  excep- 
tant l'unité,  admet  au  moins  deux  diviseurs  qui  sont  l'unité  et 
ce  nombre  lui-même;  on  dit  qu'un  nombre  positif  est  premier 
lorsqu'il  n'a  d'autre  diviseur  que  lui-môme  et  l'unité.  On  dit  qu'un 
nombre  est  non  premier  ou  composé  lorsqu'il  admet  plus  de  deux 
diviseurs.  En  d'autres  termes,  si  l'on  suppose  la  Table  de  Pytha- 
(;0RK  prolongée  indéfiniment,  les  nombres  premiers  sont  ceux 
qu'on  ne  rencontre  que  dans  la  première  ligne  et  dans  la  première 
colonne  de  la  Table;  tous  les  nombres  situés  dans  les  autres  lignes 
et  les  autres  colonnes  sont  des  nombres  composés.  Il  y  a  donc 
deux  espèces  d'entiers  positifs,  les  nombres  premiers  et  les  nom- 
bres composés;  mais  on  doit  observer  que  l'unité  ne  rentre  dans 
aucune  de  ces  deux  espèces  et,  dans  la  plupart  des  cas,  il  ne  con- 
vient pas  de  considérer  l'unité  comme  un  nombre  premier,  parce 
que  les  propriétés  des  nombres  premiers  ne  s'appliquent  pas  tou- 
jours au  nombre  I  ('). 

Tout  nombre  non  premier  admet  au  moins  un  diviseur  premier 
autre  que  l'unité.  En  eiTet,  soit  n  un  nombre  composé  et  soit/?  le 
plus  petit  (les  diviseurs  antre  (|ue  l'unité;  si  y>  n'était  pas  premier, 
il  admettrait  un  facteur  premier  p'  plus  petit  que  lui  qui  divise- 
rait /?,  multiple  de/>;  par  conséquent,/;  ne  serait  pas  le  plus  petit 
diviseur  de  n. 

Pour  former  uneTable  des  nombres  premiers  impairs,  jusqu'à  udc 


(•)  Ainsi  le  nombre  i  est  premier  à  lui-même,  tandis  qu'un  nombre  premier /> 
n'est  pas  premier  à  lui-mômc;  voir  plus  loin  la  théorie  de  Vindicaleur.  Il  serait 
préférable  de  désigner  tout  nombre  premier  plus  grand  que  2  par  le  mot  simple 
ou  primaire,  dans  le  but  d'éviter  ces  trois  expressions  presque  identiques  qui 
correspondent  à  des  idées  si  différentes  :  Les  premiers  nombres,  les  nombres 
premiers  et  les  nombres  premiers  entre  eux. 
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limite  donnée,  on  emploie  le  procédé  connu  sous  le  nom  de  Crible 
rf'ÉRATOSTHÈNE  (276-194  avant  J.-C).  On  écrit  la  suite  naturelle 
des  impairs  depuis  i  jusqu'à  ceKe  limite;  puis  on  efface  ceux 
que  Ton  rencontre  de  3  en  3,  à  partir  du  carré  de  3;  on  efface 
ensuite  ceux  que  l'on  rencontre  de  5  en  5,  à  partir  du  carré  de  5, 
en  tenant  compte  delà  place  occupée  parles  nombres  effacés;  puis 
ceux  que  Ton  rencontre  de  7  en  7,  à  partir  du  carré  de  7,  et  ainsi 
de  suite  en  recommençant  chaque  fois  par  le  carré  du  nombre  que 
l'on  trouve  parmi  les  nombres  restants  à  la  suite  du  nombre  pre- 
mier dont  on  vient  d'effacer  les  multiples.  L'opération  s'arrête 
d'elle-même,  lorsque  l'on  vient  d'effacer  les  multiples  du  plus 
j;rand  nombre  premier  dont  le  carré  est  plus  petit  que  la  limite 
proposée. 

Exemple  /.  Former,  par  le  crible,  la  Table  des  nombres  premiers 
jusqu'à  100. 

On  trouve  les  vin<;t-cinq  nombres  premiers 

u,       5,      5,      7,     II,     i3,     17,     19,     a3,     0.9,     3i,     3^,     41, 
Î3,     i7,     J3,     59,     61,     G7,     71,     73,     79,     83,     89,     97. 

Exemple  II.  —  Tout  nombre  premier  plus  jrrantl  que  2  est  de  l'une 
des  formes  linéaires  4^"  ~  i. 

Tout  nombre  premier  plus  grand  que  3  est  de  l'une  des  formes  linéaires 
Ç}X±i\, 

Tout  nombre  premier  impair  est  de  l'une  des  formes  8  jrh  i,  riz  3. 

Tout  nombre  premier  plus  grand  que  3  est  de  l'une  des  formes  iix  —  \, 

Le  carré  d'un  nombre  premier  plus  grand  que  3  est  un  multiple  de  2^ 
augmenté  de  l'unité. 

Exemple  IIL  —  Tout  nombre  4^^  -+-3  est  premier  ou  divisible  par  un 
nombre  impair  de  nombres  premiers  de  la  même  forme. 

Tout  nombre  6/1-4-5  est  premier  ou  divisible  par  un  nombre  impair  de 
nombres  premiers  de  la  même  forme.  —  Il  n'en  est  plus  de  même,  pour 
les  nombres  des  formes  8/i-|-3,  -f-5  ou  -f-7. 

Exemple  IV.  —  Le  produit  des  n  premiers  nombres  premiers  n'est 
jamais  la  somme  ou  la  diflcrence  de  deux  puissances  de  même  exposant. 

En  effet,  si  p  désigne  un  nombre  premier  impair,  le  binùme  aP — bP 
n*est  pas  divisible  par  p  ou  est  divisible  par  />*  (Exemple  IVy  n®  192). 
D'autre  part,  sip  est  pair  et  égal  à  2^2^,  la  somme  a'^z-f-  b^^  n'est  pas  divi- 
sible par  3  et  la  différence  a*'/ —  6**7  n'est  pas  divisible  par  2  ou  est  divi- 
sible par  S.  G.  Q.  F.  D. 


352  LIVRE    III.    —     LA    DIVISIBILITÉ    ARITHMÉTIQUE. 

En  particulier,  Tcxpression 

2.3. 3.7.  Il .  1-3. 17. .  ."■- 1 
n'est  jamais  une  puissance  exacte. 

198.  Suite  des  nombres  premiers.  —  La  suite  des  nombres 
premiers  est  illimitée.  Ce  théorème  important,  dû  à  Euclide,  se 
démontre  comme  il  suit.  Soity>  un  nombre  premier  quelconque, 
il  y  a  nécessairement  un  nombre  premier  plus  grand  que/?,  quel 
que  soit/>.  En  eflfet,  supposons  qu\)n  ait  formé  la  suite  de  tous  les 
nombres  premiers  jusqu'à  />, 

ajoutons  Tunité  au  produit  de  tous  ces  nombres.  Le  nombre  ob- 
tenu 7jp  est  plus  grand  que  p  cl  représente  un  nombre  premier  ou 
composé.  Si  Z^  est  premier,  le  théorème  est  démontré  ;  d'autre 
part,  si  Zy,  n'est  pas  premier,  il  est  divisible  au  moins  par  un 
nombre  premier.  Mais  Z^  n'est  divisible  par  aucun  des  nombres 
premiers  2,  3,  5,  . ..,  />,  puisque  le  reste  de  sa  division  par  l'un 
de  ces  nombres  est  1.  Donc  Z^,  esi  divisible  par  un  nombre  pre- 
mier plus  grand  que/>. 

On  reconnaît  que  Z^  est  premier  pour/?  =  3,  5,  7,  11,  tandis 
que   pour  p=  i3,   17,    19,  a3   les  nombres   Z^  sont  composés. 

On  a 

1-4-2  =  3. 

I  4-2.3  =  7, 

I  -h  2.3.5  =  3i. 

I     T-  2.3.5.7  =  '211, 
I     ;-  9.3.5.7.  II   =  23 11, 
I     r-2.35.7.11.13   =  59.509, 

i-f- '2.3.5.7. II. 13.17  =  I  y.  97. 277, 
I  -h  2. 3. 3.7. II. 1 3. 17. 19  =  317.27953, 

I   -T-    2.3.5.7.  II  .1).  17.   19.23    =    317.703763. 

Mais,  dans  l'état  actuel  de  la  Science,  il  serait  très  difficile  de 
continuer  cette  étude  et  de  savoir  dans  quels  cas  le  nombre  Z^  est 
premier  ou  composé,  ou  même  de  savoir  s'il  y  a  une  série  illimitée 
de  valeurs  de  p  donnant  des  nombres  premiers.  Cette  question 


chapitre:  x\.   —  les  nombres  premiers.  333 

parail  aussi  inaccessible  que  les  trois  suivantes  vérifiées  jusqu*à 
certaines  limites  sur  les  Tables  des  nombres  premiers  : 

I.  Existe-t-il  une  infinité  de  groupes  de  deux  nombres  pre- 
miers dont  la  différence  soit  égale  à  2  ? 

II.  Tout  nombre  pair  est-il  la  somme  de  deux  nombres  pre- 
miers? Si  cette  dernière  proposition  posée  parWARiNG('),  dans  ses 
Meditationes  analyticœ,  était  démontrée  dans  le  sens  de  l'affîr- 
mative,  on  en  déduirait  immédiatement  que  tout  nombre  impair 
est,  de  diverses  manières,  égal  à  la  somme  de  trois  nombres  pre- 
miers. 

III.  Tout  nombre  pair  est-il  la  difTérence  de  deux  nombres  pre- 
miers? (\.  DE  POLIGNAC.) 

Exemple  I.  —  Il  y  a  une  infînitc  de  nombres  premiers  appartenant  à  la 
forme  linéaire  (6a:  —  i). 
On  remplace,  dans  la  démonstration  précédente,  Z^  j)ar 

2 . 3 .  > .  7 . 1  ï . . .  /^  —  I  ; 

c'est  un  nombre  de  la  forme  {^x  —  i  j  qui  est  premier,  ou  divisible  par  un 
nombre  premier  de  même  forme. 

Exemple  II.     -  Il  y  a  une  infinité  de  nombres  premiers  appartenant  à 
la  forme  linéaire  (4 a*  —  1  ). 
On  remplace  'Lp  par 

2*.3.5.7. 1 1 . .  ./>  —  1; 

c'est  un  nombre  de  la  forme  (4^*  —  i)qui  est  premier,  ou  divisible  par  un 
nombre  premier  de  même  forme. 

Exemple  III.  —  En  admettant  le  théorème,  démontré  plus  loin,  que 
tout  diviseur  premier  impair  d^une  somme  de  deux  carrés  premiers  entre 
eu\  est  une  somme  de  deux  carrés,  démontrer  qu'il  y  a  une  infinité  de 
nombres  premiers  de  la  forme  linéaire  (4^-i-  i). 

On  considère  l'expression 

2^3^5^7^ll^../>2^_,^ 

et  Ton  continue  comme  ci-dessus. 

Exemple  IV.  —  Il  y  a  une  infinité  de  nombres  premiers  de  la  forme 
linéaire  (Sx  -i-  5). 


(')  Dans  une  Lettre  à  Goldbach  (3o  juin  1743),  publiée  dans  la  Correspon- 
dance mathématique  et  physique,  Euler  écrit  qu'il  considère  ce  théorème 
romme  tout  à  fait  certain,  quoiqu'il  ne  sache  pas  le  démontrer. 

E.  L.       I.  a3 
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En  admettant  le  théorème  tle  VExemple  IIl^  on  considère  Texprcssioii 

Z  =3«.5«.7«.i|2.../>»-^2*, 

Z  étant  une  somme  de  deux  carrés  premiers  entre  eux  ;  tous  ses  diviseurs 
sont  de  la  forme  (4J^-i-  i),  c'est-à-dire  de  l'une  des  formes(8j?-+-i),(8ir-ï-5); 
et,  puisque  Z  est  de  la  forme  (8j:-h  5),  ce  nombre  est  premier  ou  divisible 
par  un  nombre  premier  de  la  même  forme  et  plus  grand  que  p. 

Remarque.  —  Les  théorèmes  précédents  sont  des  cas  très  particuliers 
de  ce  théorème  remarquable  énoncé  par  Legexdre  et  démontré,  pour  la 
première  fois,  par  Lejelnë-Dihiciilet  :  Toute  progression  arithmétique 
dans  laquelle  deux  termes  consécutifs  sont  premiers  entre  eux  ren- 
ferme une  infinité  de  termes  qui  sont  des  nombres  premiers.  En  d'au- 
tres termes,  si  a  et  ^  sont  premiers  entre  cu\,  la  forme  linéaire  {ax-^-b) 
contient  une  inûnité  de  termes  qui  sont  des  nombres  premiers. 

199.  Distribution  des  nombres  premiers.  —  11  n'es:iste  actuelie- 
inent  aucune  méthode  pour  trouver  uue  solution  satisfaisante  des 
questions  suivantes  : 

[.  Trouver  un  nombre  premier  plus  grand  qu'un  nombre  pre- 
mier donné. 

11.  Trouver  une  fonclion  qui  ne  donne  que  des  nombres  pre- 
miers. 

\\\.  Trouver  le  nombre  premier  qui  suit  un  nombre  premier 
donné. 

IV.  Trouver  le  nombre  des  nombres  premiers  qui  ne  surpassent 
pas  un  nombre  donn<;. 

V.  Calculer  directement  le  nombre  premier  de  rang  donn<». 
Ces  (pieslions  que  nous  avons  rangées  suivant  Tordre  probable 

de  diflicullé  croissante  paraissent  encore  inaccessibles,  malgré  les» 
efl'orts  des  malhématiciens  les  plus  illustres. 

Feumat  avait  j>ensé,  mais  en  annonçant  ((u'il  n'en  avait  pas  de 
démonstration,  que  les  nombres  de  la  forme 

étaient  toujours  premiers.  Nous  démontrerons  plus  loin  que  F„  est 
premier  pour  les  valeurs  de  /i  =:  o,  i,  2,  3,  \  et  composé,  pour 
ri  z=  5,  G,  ri,  a3,  36  (voir  n°  34). 

Nous  ajouterons  que,  pour  modifier  la  conjecture  de  Fermât,  on 
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a  énoncé  cette  proposition  :  Tous  les  nombres  qui  appartiennent 
à  la  suite 

•  •*  •*  •« 

2  4-1,      2*  H-  1 ,      2*  -M ,      a'     -H  1 ,      2*       -t-  I ,       ... 

sont  premiers.  D'aulre  part,  Eisenstein  a  énoncé  ce  théorème 
dont  il  possédait  probablement  la  démonstration:  lly  a  une  infînité 

de  nombres  premiers  de  la  forme  2^  -+-i;  mais  nous  ne  connais- 
sons aucune  démonstration  de  ces  deux  propositions  difficiles. 

Consulter  :  Annales  de  Gergonne^  l.  XIX,  p.  236.  —  Journal  de  Crelle, 
t.  XVII,  p.  87.  —  Journal  de  Sylvester,  t.  II,  p.  238.  —  Bulletins  de  V Aca- 
démie des  Sciences  de  Saint-Pétersbourg  (nov.  1877  et  janvier  1878). 

Parmi  plusieurs  autres,  Euler  a  donné  les  trois  formules  sui- 
vantes (Mém.  de  Berlin  pour  1772,  p.  36) 

j--ha:-+-  17, 
2j:*-f-  29, 

(jui  fournissent  respectivement,  pour  les  valeurs  entières  succes- 
sives de  X,  à  partir  de  zéro,  17,  29  et  4'  nombres  premiers,  ainsi 
qu'on  le  vérifie  facilement  en  calculant  par  différences,  comme  pour 
la  Table  des  carrés  (n®  2i). 

Mais  ces  formules,  et  d'autres  analogues,  ne  peuvent  représenter 
exclusivement  des  nombres  premiers,  car  on  a  la  proposition  sui- 
vante : 

Le  polynôme  à  coefficients  entiers 

f{x)  =  rt  -f-  bx  -\-  cx^-^  dx^  H-  . . . 

ne  peut  donner  continuellement  des  nombres  premiers,  pour 
toutes  les  valeurs  entières  de  x. 

En  effet,  soit/>  =f(^XQ)  un  nombre  premier  correspondant  à  la 
valeur  Xo  de  x;  on  a,  quelle  que  soit  la  valeur  du  nombre  en- 
tier >   (n**  32), 

/{^o-^py)   -=A^'o)        (mod.p): 

donc  /(xq  -T- py)  esi  divisible  par/>,  quelque  grand  que  soitj'.  Par 
suite,  /{x)  ne  peut  représenter  exclusivement  des  nombres  pre- 
miers. 
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t200.  Décomposition  d'an  entier  en  différence  de  deux  carrés.  — 
Un  nombre  premier  impair  esl,  d'une  seule  manière,  la  différence 
<le  deux  carres.  En  effet,  considérons  Téquation 

dans  laquelle/?  désigne  un  nombre  premier;  dans  ce  cas,  x  et  j^  sont 
premiers  entre  eux  ;  il  en  est  de  même  de  leur  somme  et  de  leur 
«lilFérence.  On  doit  donc  poser 

Jr—y^\,        x-^y=:p', 
d'où  ridenlilé 

Mais  si  nous  remplaçons />  par  le  produit  de  deux  nombres  im- 
pairs/?! et/>2  plus  grands  que  i,  nous  pourrons  poser  encore 

X  rrr 1  }    ^^ • 

•2  *  '2 

Ainsi,  pour  qu'  un  nombre  impair  soit  premier,  il  faut  et  il 
suffit  qu'il  soit,  et  (Vune  seule  manière,  égal  à  la  différence  des 
carrés  de  deux  nombres  entiers.  De  là  celte  méthode  indiquée 
par  Fermât  pour  reconnaître  si  un  nombre  impair  donné  n  est 
premier  ou  composé.  On  ajoute  au  nombre  n  tous  les  carrés  jus- 
(ju'à  celui  de  \  [n  —  i);  si  Ton  ne  trouve  qu'un  seul  total,  le  der- 
nier, égal  à  un  carré,  le  nombre  essayé  est  premier.  Dans  le  cas 
contraire,  le  nombre  est  composé,  et  on  le  décompose  immédiate- 
ment en  un  produit  de  deux  facteurs.  On  simplifie  considérable- 
ment le  calcul  en  tenant  compte  des  derniers  chiffres  des  carrés  et 
en  se  servant  d'une  Table  de  carrés  (n°*  24  et  26). 

On  a  encore  le  théorème  suivant,  qui  n'est  qu'un  cas  particulier 
dans  la  théorie  des  formes  quadratiques  :  Si  S.  et  ^  désignent  deux 
(entiers  positifs,  un  nombre  premier  p  ne  peut  être  donné  par 
les  deux  décompositions  distinctes 

p  =  Aa^-T-  B6*,        p  =  Aaî^-  B^î. 
En  effet,  on  en  déduirait 
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par  suite,  l'un  des  nombres  (a^dri^a)  serait  un  multiple  de/>; 
mais  on  a  l'identité 

/>»=r(ArtaihB6p)2-^  A.B(apip6a)«. 

Pour  AJB  >>  I,  on  doit  remarquer  que  le  carré  qui  multiplie  AB 
est  nul,  car  s'il  en  était  autrement  le  second  membre  serait  plus 
grand  que  le  premier;  on  doit  donc  poser 

d'où  a  =:  dz  a,  et  b  =  zh  ^, 

Pour  AB  =  i,  on  peut  supposer  apqz6a  =  zt/?,  mais  alors 
l'autre  carré  de  la  valeur  de p^  serait  nul  et  l'on  aurait  a  =:±  ^  et 
6=dza. 

En  partant  de  cette  proposition  et  d'autres  du  même  genre,  on  ob- 
tient d'autres  méthodes  pour  la  décomposition  des  nombres  en  fac- 
teurs premiers,  que  nous  exposerons  plus  loin.  Nous  ne  retiendrons 
ici  que  cette  application  indiquée  par  Sophie  Germain  :  Aucun 
nombre  de  la  forme  (p*  -{-  4)?  excepté  5,  n^est  un  nombre  pre- 
mier. En  eflcl, 

par  conséquent  ces  nombres  sonl,  de  plusieurs  manières,  la  somme 
de  deux  carrés.  Plus  généralement,  on  a 

et,  par  suite,  la  décomposition 

201 .  Des  nombres  composés.  —  Nous  avons  vu  (n°  197)  que  tout 

nombre  non  premier  admet  au  moins  un  diviseur  premier  aulre 

que  l'unité.  Gela  posé,  nous  allons  démontrer  que  tout  nombre  qui 

n'est  pas  premier  est  dêcomposable  en  un  produit  dhin  nombre 

fini  de  facteurs  premiers.  —  En  effet,  si  n  n'est  pas  premier,  on 

peut  poser 

n  =  pn , 

p  désignant  un  nombre  premier  et  n^  un  nombre  premier  ou  com- 
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posé.  Si  n*  esl  premier,  le  ihéorime est  démonlré;  mais,  si  tJ  n'est 
pas  premier,  nous  pourrons  écrire 


n'-=p'n\ 


p'  désignant  un  nombre  premier  et  n''  un  nombre  premier  ou  com- 
posé plus  petit  que  n!.  En  appliquant  le  même  raisonnement  au 
nombre  /i",  et  en  obsenant  que  la  suite  des  nombres  entiers  positifs 
décroissants  /i,  n\  n",  ...  est  limitée,  on  finira  par  trouver 


n  ^pp'p"'* .  j 


le  second  membre  se  composant  d'un  produit  de  facteurs  premiers 
en  nombre  fîni. 

La  décomposition  d^un  nombre  en  facteurs  premiers  n^est 
possible  que  d^ une  seule  manière,  si  l'on  ne  tient  pas  compte 
de  tordre  des  facteurs.  En  effet,  supposons  que  l'on  ait  trouvé 
les  deux  décompositions 


n  =  pp  p' ...         et        71=  qç' ç' .  •  • } 


dans  lesquelles  les />  et  les  q  désignent  des  nombres  premiers.  On  a 
donc 


(I)  pp'p'  "^çq'ç 


•  •  •  • 


Puisque  p  divise  le  premier  membre,  il  divise  le  second  ;  il  existe 
nécessairement  un  facteur  du  second  membre  égal  kp;  car,  si  le 
nombre  premier/?  n'était  égal  à  aucun  des  facteurs  premiers  du  se- 
cond membre,  il  serait  premier  à  chacun  d'eux  et  à  leur  produit 
(n®  192)  ;  par  suite,  il  ne  pourrait  diviser  le  second  membre.  On  peut 
donc  supposer p=  q;  puis,  diviser  les  deux  membres  de  l'égalité 
précédente  par/>,  et  obtenir  l'égalité 


pp   ...  -^q  q 


sur  laquelle  on  recommencera  le  même  raisonnement.  Par  consé- 
quent, les  facteurs  du  premier  membre  de  Tégalilé  (i)  sont  respec- 
tivement égaux  à  ceux  du  second,  et  en  nombre  égal. 

On  simplifie  la  représentation  d'un  nombre  composé  n  en  grou- 
pant ensemble  les  facteurs  premiers  égaux.  Si  a,  p,  y,  ...  dési- 
gnent respectivement  les  nombres  des  facteurs  égaux  aux  nombres 
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premiers  inégaux  deux  à  deux,  a^  h,  c.   .  .  . ,  on  aura 

les  exposants  a,  p,  y,  ...  représentent  nécessairement  des  nom- 
bres entiers,  positifs  ou  nuls.  En  supposant  p  =  y  ==...  =  o,  et 
a  =  I ,  on  a  simplement  n  =  a,  de  telle  sorte  que  la  formule  précé- 
dente, bien  que  souvent  difficile  à  obtenir,  renferme  sans  aucune 
exception  tous  les  nombres  entiers  positifs,  premiers  ou  composés, 
et  aussi  l'unité  pour  a  =  i . 

Exemple  I.  —  Simplifier  Tcxpression 

5j /lOT^y  / 1048576 y  /656oY  'i 560-4 y  /9801  y 

On  trouve  pour  résultat  a^'^.  (Gauss.) 

Exemple  II,   —   Pour  qu'un  nombre  soit  ,1a  somme  d'entiers  consécu- 
tifs, il  faut  et  il  suffît  qu'il  ne  soit  pas  égal  à  une  puissance  de  2. 

Exemple  III,  —  La  somme  des  inverses  des  nombres  premiers  est  infînie. 
Kn  effet,  on  a  pour/?  ^^'  \  la  série  convergente 

I  III 

—  1-1 1 


P 

si  l'on  donne  à  p  toutes  les  valeurs  2,  3,  5,  7,  11,  ...  des  nombres  pre- 
miers et  si  l'on  multiplie  les  développements,  tous  les  termes  du  produit  sont 
différents;  chacun  d'eux  est  l'inverse  d'un  nombre  de  la  forme  2*3?5Y..., 
|)Our  des  exposants  entiers,  nuls  ou  positifs.  Mais  tout  nombre  entier  n'é- 
tant décomposable  en  facteurs  premiers  que  d'une  seule  manière,  le  produit 

I  I  I  î 


I  I  I  I 

1 I— -I—  ^i 

2357 

donne  la  série  harmonique  illimitée.  Il  y  a  donc  une  infinité  <le  nombres 
premiers. 

Cette  démonstration  est  d'EuLKR.  Kn  se  servant  du  théorème  de  Goldb  ach 

(n*  89,  Exemple  X)^  et  du  développement  de  —  log  (1  —     )  »  on  démontre 
le  théorème  énoncé. 

202.  Suites  de  nombres  composés  consécutifs.  —  On  peut  trou- 
ver une  infinité  de  suites  formées  en  aussi  {jjraud  nombre  n  <pron 
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\ou(lrd  «l'f'ntlers  coDsécutif^  et  composés.  En  cfTet.  désignons  |>ar 

n  entiers  consécutifs  tels  que  le  plus  petit  soit  >>  i.  et  cherchons /i 
nombres  consécutifs  que  nous  pouvons  désigner  par 

tels  que  ces  nombres  soient  respectivement  divisibles  par  a^^  a^. 
a%. ...  y  On-  Il  en  résulte  que  A  est  divisible  par  chacun  des  n  nom- 
bres donnés  et,  par  suite,  par  leur  plus  petit  comultiple;  donc,  cd 
désignant  celui-ci  par  u.  et  par  /  un  entier  quelconque,  on  a 

A  =  /  !Jl. 


• 


Plus  généralement,  on  peut  supposer  que  éZi,  a^^  aj, a« 

désignent  des  nombres  en  progression  arithmétique  de  raison  t\ 
Mais,  si  Ton  veut  simplement  que  les  nombres 

soient  des  nombres  composés,  on  peut  remplacer  a  par  le  produit 
P  des  nombres  premiers  jusqu'à  /?,  et  considérer  les  nombres 

tV-^i,    ^P-r-J,     M»-^4,     ...,    tV-^n\ 

ainsi,  par  exemple,  les  neuf  nombres  consécutifs 

212,    2i3,    214,     ....    219,    220 

sont  composés;  il  en  sera  de  même,  si  on  les  augmente  d'un  mul- 
tiple quelconque  de  210. 

Exemple  I.  -  Trouver  tous  les  nombres  N  qui,  divisés  respectivement 
par  les  nombres  2,  3,  4.  . . .,  (/i  —  IK  donnent  successivement  pour  restes 
b;s  nombres  i ,  vt.  3.  . . . ,  ^  /i  —  2  ). 

\jv  nombre  (  \  -•  1  ;  est  évidemment  divisible  par  2,  3,  4, <  /*  —  i);  par 

conséquent,  il  est  divisible  par  leur  plus  petit  comultiple  ji;  on  a  donc 

N  -    /  ;jL  —  I . 

Exemple  II.  —  Trouver  tous  les  nombres  Xqui.  divisés  respectivement 
par  les  nombres  2,  3,  4>  ••••  < /«  —  i ),  /',  donnent  successivement  pour 
restes  les  nombres  i,  2,  3 (  /<  —  2),  o. 
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Délerminons  d'abord  tous  les  nombres  qui  vérifient  toutes  les  conditions, 
à  l'exception  de  la  dernière;  on  a,  avec  les  notations  de  l'Exemple  précé- 
dent, 

déterminons  t  de  telle  sorte  que  N  vérifie  la  dernière  condition;  on  doit 

donc  avoir 

t\L —  I  —  nx\ 

le  problème  n'est  possible  que  pour  n  premier  ;  car,  sans  cela,  /i  et  ji  admet- 
traient un  codiviseur  qui  devrait  diviser  i.  Donc,  en  supposant  n  premier, 
\x  et  n  sont  premiers  entre  eux,  et  l'on  peut  déterminer  deux  entiers  /  et  fx 
(n*»  191),  tels  que  l'on  ait 

t\i.  —  nx  —  I . 

Désignons  par  Nq  la  valeur  correspondante  de  N  qui  représente  une  pre- 
mière solution  du  problème;  la  diflerence  (X  —  N©)  doit  être  divisible  par 
2,3,  4)-  •  •«  (^  —  i;?  t^'i  par  suite,  elle  est  divisible  par  leur  plus  petit  comul- 
tiple  ^/{.  On  a  donc  la  solution  générale 

X  —  No~  ji/ij-, 

y  désignant  un  entier  quelconque. 
Soit,  par  exemple,  /i  =  7,  on  aura 

X  =  119-1-420^. 

203.  Divisibilité  des  factorielles.  —  Nous  commencerons  pai- 
résoudre  le  problème  suivant  :  Déterminer  le  plus  grand  expo- 
sant de  la  puissance  d'un  nombre  a  qui  ne  surpasse  pas  un 
nombre  donné  n. 

Une  première  méthode,  directe,  consiste  à  calculer  le  Tableau 
des  puissances  successives  de  6r,  jusqu'à  ce  que  Ton  obtienne  un 
exposant  a  tel  que  Ton  ail 

et  l'exposant  cherché  est  a;  on  peut  déterminer  ainsi,  par  exemple, 
le  plus  grand  exposant  de  la  puissance  de  2  contenue  dans  un 
nombre  donné  (n"  189,  Remarque  II). 

Mais,  au  lieu  d'employer  les  multiplications  successives  par  a, 
on  peut  aussi  emplo;yer  les  divisions  successives  par  a.  Cette  mé- 
thode repose  sur  le  théorème  suivant:  Si  q  désigne  le  quotient 
par  défaut  de  la  division  de  n  par  a,  et  si  q'  désigne  le  quo- 
tient par  défaut  de  la  division  de  q  par  6,  le  nombre  q'  est  égal 
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////  f/uoticnt  par  drfaut  de  la  d'nision  de  n  par  le  produit  ah, 
Vax  eflet.  on  a  jiar  défiiiidon. 

n  —  aq  -T-  /•.        q  —  btj  -r-  *, 

r  désignant  Tune  des  valeurs  o,  1,2 *  a  —  1  »,  el  s  l'une  des 

valeurs  o,  1,  2 (b —  1  !.  On  déduit 

n  ----  abq'  —  «  ai  -T-  r): 
mais  \it  nombre  non  négatif  (as  -~  r)  est  au  plus  égal  à 

a{b  —  i)  -(a  —  i)    ou     {ab —  1   : 

donc  çr^  est  le  quotient  exact,  ou  approché  par  défaut,  de  la  division 
de  n  par  ab. 

On  désigne  habituellement  le  plus  grand  nombre  entier  contenu 

dans  -  par  la  notation  E- »  que  l'on  prononce  entier  de  n  par  a: 

on  a  donc 

E      "  =  E  "  - , 
b  ab 


n 


et  cette  formule  s'applique,  en  général,  à  l'entier  de  -j 

Cela  posé,  nous  résoudrons  le  problème  suivant  :  Déterminer 
le  plus  grand  exposant  de  la  puissance  d'un  nombre  premier  p 
contenue  dans  le  produit  ni  des  n  premiers  nombres.  Les  en- 
tiers qui  contiennent/;  en  facteur  dans  la  factorielle  ni  sont  tous 
les  multiples  de  p 

Pi  '>'P'i  3/>,  . . . ,  E  -  /?,         en  nombre  E  -  ; 

[)ar  suite,  l'exposant  de/?  dans  cette  factorielle  est  égal  à  l'expo- 
sant de/?  dans  le  produit 

o  1?  ^ 

P 

augmenté  du  dernier  facteur.  En  répétant  le  même  raisonnement 
sur  cette  nouvelle  factorielle,  et  en  appliquant  le  théorème  précé- 
dent, il  en  résulte  que  l'exposant  du  nombre  premier/?  dans  la 
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factoriellc  n  !  est  égal  à  la  somme 

P         P^  P' 

Lorsque  n   est  une  puissance  de  /?,   les  quotients  de  n  par 

PiP^fP*,  ...,  sont  tous  entiers,  et  l'on  trouve  pour  l'exposant 

cherché 

a—  I 
p  —  i' 

Si  Ton  écrit  le  nombre  n  dans  le  système  de  numération  de 
base/>,  en  supposant 

n  =  a  -^  bp  -{-  cp*  4-  dp*  -h . . . , 
on  trouve  facilement  que  l'exposant  cherché  a  pour  valeur 


et  a  pour  limite  supérieure 


n 
p'-^i 


Exemple  /.  —  Quel  est  l'exposant  de  7  dans  le  produit  des  10000  pre- 
miers nombres? 
On  dispose  le  calcul  de  la  manière  suivante  : 


10000 
3o 
20 
60 
4 


1428 

028 
o 


204 

64 

I 


7 

29 

7 

1 

4 

et  le  nombre  chercbé  est 


1428  -+-  204  -4-  29  -I-  4  =  i665. 

Exemple  II,  —   Le  produit  des  1000  premiers  nombres  se  termine  par 
!i49  zéros. 

Exemple  III.  —  Trouver  le   plus  grand  exposant  de  la  puissance  du 
nombre  premier  p  contenue  dans  le  nombre  combinatoire  C%, 
On  a 

rn  ^_    J!ll 

"*       n\{m-n)\' 
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et  l'on  applique  la  méthode  précédente.  On  en  déduit  Texposant  de  la  plus 
haute  puissance  de  p  contenue  dans  le  produit  de  n  nombres  consécatifs. 

Exemple  II'.  —  Trouver  le  plus  grand  exposant  de  la  puissance  d'on 
nombre  premier/?,  contenue  dans  le  produit  de  nnombres  impairs  consé- 
cutifs. —  Dans  le  produit  de  n  nombres  en  progression  arithmétique. 

Exemple  V.  —  Trouver  le  plus  petit  nombre  n  tel  que  la  factorielle  n\ 
soit  divisible  par  une  puissance  donnée  p'X  d'un  nombre  premier/?. 
Voir  la  solution  de  M.  \euberg  {Mathesis,  t.  VU,  p.  68). 

Exemple  Vf.  —  Montrer  que,  pour  savoir  combien  de  fois  le  nombre 
premier /?  est  facteur  dans  le  produit  ni,  on  peut,  après  avoir  écrit  le 
nombre  /i  dans  le  système  de  numération  de  base/?,  diviser  par  (/>  —  V 
l'excès  du  nombre  n  sur  la  somme  de  ses  chiffres.  En  conclure  que  p  sera 
facteur  dans  le  nombre  combinatoire  C%  autant  de  fois  que,  dans  la  sous- 
traction de  n  ei  de  q  écrits  dans  le  système  de  base  p,  il  faudra  ajouter 
p  aux  chiffres  de  n  pour  rendre  les  soustractions  possibles. 

204.  Quotient  de  factorielles.  —  Nous  allons  démontrer  que,  si 

l'on  a 

/i  —  a -T- p -h  Y -i- . . . -H  X, 

le  quotient  de  ni  par  le  produit  a!  pîy!  ...)^!  est  un  nombre 
entier;  ce  théorème  résulte  immédiatement  de  ce  que  ce  nombre 
représente  des  permutations  avec  répétition  (n**  44);  mais  on  peut 
en  donner  une  démonstration  purement  arithmétique. 

En  effet,  soit  p  un  nombre  premier  quelconque  du  dénomina- 
teur de  l'expression 


(I) 


/i! 


i  t  y 


a!(i!Y!...ÀÎ 


Texposant  de  la  plus  haute  puissance  de  p  contenue  dans  le  déno- 
minateur est  égal  à  la  somme  des  expressions 


Œ  Œ  Œ 

E--hE  —  -r-E-r-f-.... 
p  /?*  /?' 

K  — h  E  —  —  K  ~ 


3 


p  P^  P 

eï^e-^-^eJI 
p       P'       p^ 


et  Texposant  de  la  plus  haute  puissance  de  p  contenue  dans    le 
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ntiméraleur  est  égal  à 

n             n  n 

K  — r  E h  h  — .  -i   .... 

P          P^  P^ 
Mius,  par  déGnition, 

el,  par  suite, 


E-H^E^-T-E-^-hE-ï-r...: 


pr-  p' 

par  conséquent,  l'exposant  d'un  facteur  premier  quelconque/?  du 
dénominateur  de  l'expression  (|i)  ne  surpasse  jamais  l'exposant  du 
numérateur. 

En  parlicu-lier,  le  produit  de  n  entiers  consécutifs  est  toujours 
divisible  par  le  produit  //  !  des  n  premiers  nombres,  puisque 
l'on  a 

i  a  -^  i  )  {  a  -^  o.  ) . .  .1  rr  ~ir-  n  )  _    in  -h  n)l 
1 . 2 .  . . .  /^  €i\  n\ 

Exemple  /.  —  Déterminer  le  plus  grand  exposant  de  la  puissance  d'un 
nombre  premier  p  contenu  dans  le  produit  des  coefficients  de  la  puis- 
sance d'un  binôme. 

Exemple  II.  —  Trouver  la  somme  des  enliers  par/?  de/>  termes  consé- 
cutifs d'une  progression  arithmétique. 

Exemple  ///.  —  Si  n  =  pq ,  le  produit  /*  !  est  divisible  \idiT p\{q\)P  cl 
aussi,  en  raison  de  la  symétrie,  par  q\(p\yi' 
En  effet,  l'expression 

{q  !  )/> 

est  le  produit  de;^  nombres  combinatoires 

mais  on  a  évidemment 
(1*011  Ton  déduit 


n\ 


lo\)P     ""'  ^Pl-i  ^(/'- 1)7-1    •  •  •  ^î'/-l  W-i* 

Exemple  IV.  —  Si  l'on  a  /i  =  a  -h  8  -\- pq  -+-  rs,  le  produit  /*!  est  divi- 
sible par 

7.\'^\p\r\{q\)P(s\Y. 
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20o.  Théorèmes  de  Tchebychef  et  de  Polignac.  —  Soit  n  un 
nombre  positif,  entier  ou  fractionnaire;  nous  appellerons /bc/o- 
rielle  primaire  d^ordre  y,  du  nombre  /i,  le  produit  de  tous  les 
nombres  premiers  dont  la  puissance  (f^^^  ne  surpasse  pas  /z,  et 
nous  désignerons  ce  produit  par  0^(n);  en  particulier,  la  facto- 
riclle  primaire  du  premier  ordre  de  n  est  égale  au  produit  de  tous 
les  nombres  premiers  qui  ne  surpassent  pas  n.  Par  convention, 
nous  écrirons 

0,,(/i)  —  I,        si        /*   C  2^. 

Cela  posé,  on  a  le  théorème  suivant  :  Le  produit  des  facto- 
rielles  primaires,  de  tous  les  ordres,  pour  tous  les  nombres 

n     n     n  n 

I      2     S  n 

est  égal  au  produit  des  n  premiers  nombres.  En  d^autres 
termes,  la  factoricUc  n\  est  égale  au  produit  des  factorielles  pri- 
maires 


Oi(/i),    o.^^j,    e,(^),    .... 
eî(/n,    ^A'^)^    o,(^j,    .... 

^Anu     Oaf^),     03(^).      ..., 


d'ailleurs,  on  s'arrête  dans  chaque  ligne  et  dans  chaque  colonne 
du  Tableau  précédent,  lorsque  la  facloriclle  primaire  devient 
égale  à  i . 

En  cficl,  chacune  des  factorielles  primaires  ne  renferme  un 
nombre  j)remier  p  qu'une  seule  fols  ;  cherchons  l'exposant  //  de  p 
dans  la  q^*^^^  ligne  du  Tableau 

M"),    o,('^j,    o,(i^V    ••••    %{'i)> 

on  aura,  par  dclinition. 


//  n 


Â>^''  /<-., 
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et,  par  suite. 


c'est-à-dire 


A<^<A-^': 


h  =  E-!L. 


pi 


Par  conséquent,  en  faisant  la  somme  des  exposants  de  p  dans 
chaque  ligne  du  Tableau  précédent,  on  trouve 

p       p^       />' 

ce  qui  est  précisément  Tcxposant  de  p  dans  le  produit  ni  des  n 
premiers  nombres.  c.  q.  f.  d. 

Si  l'on  pose 

^(n)  =  Oi  (  w  I.  O2  («)•  03(71). 64  (/i)...  . 
le  théorème  précédent  peut  s'écrire  sous  la  formt» 


.:.,e„„.»('i).e(|).e(-») 


Au  moyen  de  cette  formule,  et  en  parlant  de  deux  limites  du 
produit  ni,  que  l'on  déduit  de  la  formule  de  Stiuling,  M.  Tcheby- 
CHEF  a  démontré  le  théorème  suivant,  l'un  des  plus  beaux  de 
l'Arithmétique  transcendante  (  '  )  :  Pour  2  6r  >>  ^,  il  y  a  au  moins 
un  nombre  premier  compris  entre  a  et  [ia  —  2). 

Comme  corollaire,  on  a  la  proposition  suivante  {Journal  de 
Lioui^ille,  a*  série,  t.  Il  )  : 

Le  produit  des  n  premiers  entiers  ne  peut  être  égal  à  une 
puissance  d\in  nombre  entier,  ou  au  produit  de  puissances  de 
nombres  entiers.  En  effet,  il  y  a  au  moins  un  nombre  premier  (|ui 
n'entre  qu'une  seule  fois  comme  facteur  dans  le  produit  des  // 
premiers  nombres. 


(')  Ce  théorème  a  été  présenté  en   i85o  à   l'Académie  des  Sciences  de  Saini 
Pétersbourg.  —  Voir  Journal  de  Liouvillcy  t.  WII,  le  tome  II  du  Cours  d* Al- 
gèbre supérieure  de  Serukt,  et  divers  Mémoires  de  A.  de   Poliqnac,  dans  les 
Comptes  rendus  de  l* Académie  des  Sciences  de  Paris. 


■  «■!■•■ 
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CHAPITRE  XXI. 


LES    DIVISEURS    DES    NOMBRES. 


Les  théories  qui  vont  suivre  supposent  que  les  nombres  que 
Ton  considère  sont  décomposés  en  leurs  facteurs  premiers. 

200.  Codiviseurs  et  comultiples  des  nombres  décomposés.   — 

Nous  reprendrons  les  problèmes  que  nous  avons  résolus  pour  la 
recherche  des  codiviseurs  et  des  comultiples  de  plusieurs  nombres, 
en  supposant  que  les  nombres  sont  décomposés.  Cherchons  d^abord 
le  plus  grand  codiviseur  de  plusieurs  nombres;  pour  cela,  on  con- 
sidère tous  les  nombres  premiers  différents  qui  se  trouvent  dans 
les  décompositions  des  nombres  donnés,  et  Ton  supprime  tous 
ceux  qui  ne  se  trouvent  point  comme  facteurs  dans  tous  les  nom- 
bres donnés;  après  cette  opération,  s'il  ne  reste  aucun  facteur 
premier,  les  nombres  n'ont  aucun  codiviseur.  Dans  le  cas  con- 
traire, soit  a  un  nombre  premier  contenu  dans  chacun  des  nom- 
bres donnés  ;  désignons  par  t!  l'exposant  choisi  parmi  tous  les 
exposants  de  a,  de  telle  sorte  qu'il  n'y  en  ait  pas  de  plus  petit; 
soient  P',  y',  ...  les  exposants  de  fc ,  c ,  . . .  ,  choisis  de  la  même 
manière;  le  plus  grand  codiviseur  cherché  est 

En  effet,  pour  qu'un  nombre  soit  divisible  par  un  autre,  il  faut 
et  il  suffit  que  le  premier  contienne  tous  les  facteurs  du  second 
avec  des  exposants  au  moins  égaux  à  ceux  qu'ils  ont  dans  le  second 
des  nombres  donnés. 

On  détermine  d'une  façon  analogue  le  plus  petit  comultiple  de 
plusieurs  nombres  décomposés.  On  prend  chacun  des  facteurs 
premiers  qui  entrent  dans  l'un  quelconque  des  nombres  donnés 
avec  un  exposant  égal  à  celui  dont  il  est  affecté  dans  le  nombre  qui 
le  contient  avec  le  plus  grand  exposant. 
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Exemple  I.  —  Si  un  nombre  est  une  puissance  d'exposant  n,  les  expo- 
sants des  facteurs  premiers  qu'il  contient  sont  des  multiples  de  n,  et 
réciproquement. 

Exemple  II.  —  Si  le  produit  de  plusieurs  nombres  premiers  entre  eux 
deux  à  deux  est  une  puissance,  chacun  d'eux  est  une  puissance  de  même 
exposant. 

Exemple  III.  —  Si  le  produit  de  plusieurs  nombres  premiers  entre  eux 
deux  à  deux  est  le  double,  le  triple,  le  quadruple,  le  quintuple  d'une 
puissance,  l'un  des  facteurs  est  le  double,  le  triple,  le  quadruple,  le  quin- 
tuple d^une  puissance  de  même  exposant,  et  les  autres  facteurs  sont  des 
puissances  de  même  exposant. 

Si  le  produit  est  une  puissance  multipliée  par  un  nombre  A  contenant 
plusieurs  facteurs  premiers  différents,  la  décomposition  peut  se  faire  de 
diverses  manières.  Ainsi,  par  exemple,  si  le  produit  de  plusieurs  nombres 
premiers  entre  eux  deux  à  deux  est  le  sextuple  d'un  carré,  l'un  des  fac- 
teurs est  le  sextuple  d'un  carré  et  les  autres  sont  des  carrés;  ou  bien, 
Tun  est  le  double  d'un  carré,  un  autre  le  triple  d'un  carré,  et  les  autres 
sont  des  carrés. 

Exemple  IV.  —  Si  l'on  désigne  par  Pi  le  produit  de  n  nombres  entiers, 

par  P]  le  produit  des  plus  grands  codiviseurs  de  tous  ces  nombres  pris 

deux  à  deux,  par  P3  le  produit  des  plus  grands  codiviseurs  de  tous  ces 

nombres  pris  trois  à  trois,   . . . ,  par  P„  le  plus  grand  codiviseur  de  tous 

ces  nombres,   le  plus  petit  comultiple  m  des  n  nombres  donnés  a  pour 

expression 

Pj  PsPr  ... 


m  = 


P2PvP6  •  •  • 


Soit  p  un  diviseur  premier  des  nombres  donnés  aj  b,  Cj  . .  .j  l  ;  dési- 
gnons par  a,  p,  Y,  . . . ,  X  les  exposants  positifs  ou  nuls  des  puissances  de/> 
contenues  dans  ces  nombres,  et  par  e,.  l'exposant  de  p  dans  P;.;  si  l'on  sup- 
pose les  nombres  donnés  rangés  de  telle  sorte  que  les  exposants  a,  p,  y, . . .  ,X 
ne  soient  pas  croissants,  on  voit  que  l'exposant  er  de/?  dans  chacun  des 
produits  Pr  est 

ei=a-^p-i-    Y-+-    ^-t-    £-f-.... 

ej=  P-+- 2Y-H  35-+-4SH   

63=  Y-i-38-f-Ge-:.., 

ev=-=  t  -\-  ^t~^   . . . . 

Cj  —  e  -4   . . . , 


Par  conséquent,   l'exposant  de  p  dans  la   valeur  de    //i,   fournie    par 
renoncé,  est 

ei  —  ^1  H-  ^3  —  ^*  -r-  ^s  —  •  •  •  ' 
E.  L.  —  I.  24 
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et,  puisque  la  «omme  alternée  des  coefûcieots  du  binùme  est  nulle,  l'eipo- 
saot  de/>  dans  m  e«t  égal  à  z. 

Exemple  V.  —  Mettre  les  nombres  a  et  b  sous  les  formes 

a  --  ciia^,        b  =^  ^i^ir 

ai  et  bi  n'ayant  que  des  facteurs  premiers  diviseurs  de  a  et  de  6.  et  de 
plus  a]  étant  premier  à  ^  et  6]  premier  à  a. 

En  supposant  les  nombres  a  et  b  décomposés  en  leurs  facteurs  premiers, 
la  solution  est  immédiate  ;  mais  on  peut  encore  résoudre  le  problème  sans 
connaître  les  décompositions  de  a  et  6  en  facteurs,  par  des  opérations  de 
plus  grand  codiviseur.  Désignons  par  a  et  b'  les  quotients,  premiers 
entre  eux,  de  a  et  de  6  par  leur  plus  grand  codi%'iseur  D:  par  a'  le  quo- 
tient de  a'  par  le  plus  grand  codiviseur  Ai  de  a'  et  de  D;  par  oT  le  quo- 
tient de  a'  par  le  plus  grand  codiviseur  A]  de  a  et  de  A],  et  ainsi  de 
suite,  et  de  même  pour  b.  On  a,  en  supposant  A)=  1  et  B)S=  1, 

a=  a^D.  Al.  A5. 
b  ■=■  6". D.  Bi ,  Bj. 

Exemple  VJ.  -  S'il  existe  des  nombres  entiers  x,  y,  z  qui  vérifient 
l'équation 

(i)  xP  —  yP-T-zP  =  o^ 

où  l'on  suppose/)  premier  impair,  et  x^y,  z  premiers  entre  eux  deux  à 
deux,  aucun  des  nombres  x,y,  z  ne  peut  être  premier  ou  égal  à  une  puis- 
sance quelconque  d'un  nombre  premier. 

On  a  deux  cas  à  considérer,  suivant  que  le  produit  xyz  est  ou  n*est  pas 
divisible  par/>.  Lorsque  le  produit  xyz  n'est  pas  divisible  par/?,  on  pose. 
d'après  V Exemple  IV à\x  n*»  192, 

y -X- z    —  ai\  z-r-x    =  bPj  x -^  y    =  cP 

et 

yP-^zp  zp-^xp       ^  xP-j- yP 

* -^-  OLP, =  ?P,  '-^  =  Y/»  ; 

y-t-z  z -+•  X        *^  x-hy         ' 

alors,  on  a 

x=—a(x,        y  =  —  b^,        z:-.  —  c^, 

et  les  nombres  a  et  a  sont  premiers  entre  eux,  ainsi  que  b  et  p,  et  que 
c  et  Y-  On  en  déduit 

ix  =  bP  -\-  cP  —  aPj 

iy  =  cP  -\-  aP  —  bP^ 

iz  =  aP-h  bP —  cP. 
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Si  l'un  des  nombres  x,  y,  z  est  divi*jible  par  p,  on  peut  supposer  que  z 
est  divisible  par  p^  et  non  par  une  puissance  de  p  de  plus  grand  tu- 
posant  ;  on  trouve 


et 


y  -^  z    =  aPj  z  -r~  X    =  bP,  x  -\-y  =  p'^P-^  cp 


yp  -j-  zP  zP  -h  tp      ^  xP  -h  yP 


y-1-z  Z--.-X  Jc-x-y 

alors  on  a 

X  —  —  rtûT,        y- — 6p,        5  =  — p^c^(, 
et,  par  suite, 

IX  =  p'>'P-^cP—  aP-^bPf 

2y  =p'^P-^cP-T-aP—bP, 

—  iz  —p'^P-^cP — aP  —  bP. 

Les  formules  précédentes  ont  été  données  par  Legendre,  dans  le  but  de 
parvenir  à  la  démonstration  du  fameux  théorème  de  Fermât,  concernant 
l'impossibilité  de  résoudre  l'équation  (i)  en  nombres  entiers.  On  trouve 
les  mêmes  formules  dans  la  lettre  d'AsEL  à  Holmroe,  du  24  juin  1828 
(  Arel,  Œuvres  complètes,  2*  édition,  t.  11,  p.  264  et  265). 

Exemple  VU.  —  Trouver  Texposant  de  la  plus  haute  puissance  d'un 
nombre  n  qui  divise  le  produit  des  M  premiers  nombres. 

Exemple   VIII.  —  Trouver  l'exposant  de  la  plus  haute  puissance  d'un 
nombre  n  qui  divise  le  produit  des  M  premiers  termes  d'une  progression 
arithmétique. 

207.  Nombre  y  somme  et  produit  des  diviseurs  d'un  nombre  dé- 
composé. —  Soit  le  nombre 

tout  diviseur  de  /i  a  pour  expres!«on 

d^a^'b^'cr .,., 
en  supposant 

a'  égal  à  l'un  des  (a  -i-  1  )  nombres  o.  1 ,  2. . . . ,  a , 
P'  »  »  (P-T-M  0,1,2,...,  3, 
y'     »  »  ("Y  "^  '  '         "         o.  I,  2 Yî 
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divisé  par  chacun  des  entiers  qui  le  précèdent,  et  d'/i  )  la  somme  des  divi- 
seurs de  n,  on  a  la  formule 

(1)  S(/i; -r-  3'(/M     -  S( /l  —  I  I    -- "2/1  —  I. 

En  effet,  soit  a  un  entier  plus  petit  que  n  et  r^,  r^  les  restes  de  la  divi- 
sion de  /i  et  de  (fi  —  i)  par  a.  Si  a  n*est  pas  un  diviseur  de  n,  on  a 

t't  si  3  est  un  diviseur  de  n,  on  a  ra—  o,  par  suite 

r'gj  =  Ta  -  -  I  -+-  a. 

Si  l'on  donne  à  a  les  valeurs  i,  •!, . . .  f  n  —  i),  cl  si  Ton  fait  la  somme, 
en  observant  que  rn^i  —  i,  on  obtient  la  formule  demandée. 

Si  dans  la  formule  (  i  )  on  remplace  n  par  i,  2,  3, n,  et  si  Ton  fait  la 

somme  des  égalités  obtenues,  on  trouve 

5'(i  )-4-  s'fa)  -1-  3'(  3  I  ■   . . .  -f-G'(w  I    -  n-   -S{n  k 

208.  Nombres  parfaits.  --  On  appelle  nombre  parfait  un 
nombre  égal  à  la  somme  de  ses  parties  aliquotcs.  Euclide  a  in- 
diqué la  seule  méthode  actuellement  connue  pour  trouver  des 
nombres  parfaits  (/v/r.  1A\  Prop,  36  ).  Soit  le  nombre 

dans  lequel  b  désigne  un  nombre  premier;   en  égalant  à  2/1  la 
î^ommedes  diviseurs  de  w,  on  trouve 

Par  suite ,  on  obtient  des  nombres  parfaits  au  moyen  de  la 
formule 

mais  seulement  dans  le  cas  où  le  second  facteur  est  premier. 

Pour  que  [^iP —  i)  soit  premier,  il  faut  que  Texposant  p  le  soit 

aussi,   car  le  binôme  (iP^ — 1)  est  divisible  par  (2'' — i)  et  par 

(2^  —  I  );  mais,  d'autre  part,  cette  condition,  qui  est  nécessaire,  n'est 

pas  suffisante,  puisque 

u»»  — 1  =  9.3  X  89. 

Le  Tableau  suivant  contient  toutes  les  valeurs  aclueliemenl 
connues  du  nombre  premier/?  jusqu'à  267,  pour  lesquelles  {^P —  i) 
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est  un  nombre  composé  ;  la  colonne  d  désigne  le  plus  petit  diviseur 
de  ces  nombres.  Les  résultats  qui  correspondent  aux  quatre  pre- 
mières valeurs  de  p  étaient  connus  de  Fermât  ;  le  facteur  d 
p()ury?==4ï  a  été  donné  par  Plana;  les  quatre  suivants  ont  été 
donnés  par  Landry  et  les  autres  par  M.  Le  Lasseur-  On  les  vérifie 
rapidement  en  calculant  par  congruences  (n"  31  ). 


P- 

d. 

1 
P' 

d. 

P- 

d, 

ii4i7 

P- 

d. 

II 

23 

i7 

235i  ' 

97 

211 

15193 

23 

47 

53 

036i 

i  ii3 

3391 

223 

18287 

^9 

233 

59 

1799^» 

i3i 

263 

233 

1399 

37 

223 

73 

439 

i5f 

18  121 

239 

479 

4i 

ï3  367 

79 

2687 

«79 

359 

25  i 

5o3 

43 

43i 

83 

167 

■ 

191 

383 

i 

. 

On  ne  connaît  aucun  nombre  parfait  impair;  mais  on  peut 
démontrer  qu'iY  n  existe  pas  d'autres  nombres  parfaits  pairs 
que  ceux  qui  sont  renfermés  dans  la  formule  d' Euclide  (i). 


En  effet,  soit 


n  —  2«^Pcï. 


si  n  est  un  nombre  parfait,  on  aura 


ou  bien 


#ft  V        .   b?cy... 


.  -^  6?)(i  -4-  c  -4-  . . .  T-  cT) 


Mais  le  second  membre  étant  entier,  il  en  est  de  même  du  pre- 
mier membre,  dont  le  second  terme  prend   la   forme   b^c^' 

Par  conséquent,  le  nombre  des  termes  du  second  membre 

doit  se  réduire  à  deux,  comme  le  premier;  ainsi,  p=:ri,Y  =  o, 
0  =  0,  . . .,  et  l'on  trouve  n  =  2*6. 

Les  nombres  parfaits  actuellement  connus  correspondent  à  la 
formule 
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ftour  les  valeurs  de  p 

2,  3,  5.  7,  \'\.  17,  u),  3i.  Gi. 

LV'tude  (les  nombres  parfaits  semble  archaïque,  comme  celle  des  nombres 
aliquotaires  et  des  nombres  amiables,  dont  nous  parlons  plus  loin.  Mai^ 
on  ne  doit  pas  oublier  qu'elle  a  donné  naissance  aux  principaux  travaux 
de  Fermât  et,  par  suite,  à  TArithmétique  supérieure.  Au  sujet  des  nombre^ 
parfaits  impairs,  Desgartks  écrivait  à  Frénicle,  le  ao  décembre  i638  : 
«  ...  et  je  ne  sais  pourquoi  vous  jugez  qu'on  ne  saurait  parvenir  par  ce 
moyen  à  l'invention  d'un  vrai  nombre  parfait  ;  que  si  vous  avez  une  démon- 
stration, j'avoue  qu'elle  est  au  delà  de  ma  portée  et  que  je  l'estime  extrê- 
mement; car,  pour  moi,  je  juge  qu'on  peut  trouver  des  nombres  impairs 
véritablement  parfaits.  »  (Voir  n*  2i9,  Ex.  V  et  M.) 

11  reste  donc  à  étudier  la  nature  des  nombres  (a'' —  1)  pour  les 
valeurs 

C7»    7«»    89,     loi,     io3,     107,     109,     127,     137,     139,     149,     157, 
i63,     167,     173,     181,     193,     197,     i()9,    227,    229,    241,     207; 

cependant,  nous  pensons  avoir  démontré  par  de  très  longs  calculs 
qu'il  n'existe  pas  de  nombres  parfaits  pour/>  =  6^  et/>  :=  89. 

Dans  la  Préface  des  Cogitata  physico-mathematica  (Paris. 
i644)î  Mersen^ie  affirme  que  les  nombres  parfaits  correspondent, 
en  dehors  des  valeurs  précédentes,  à/>  =  6^,  12^,  25^,et  qu'il  n'en 
existe  pas  d'autres  pour  />  <C  207  ;  cependant,  il  ne  donne  pas  la 
valeur y>  =  61 .  Quoi  qu'il  en  soit,  il  résulte,  de  ce  curieux  passage, 
([ue  Mersekke  était  en  possession  d'une  méthode  importante  dans 
la  théorie  des  nombres  premiers;  mais  cette  méthode  ne  nous  est 
pas  parvenue. 

Après  avoir  traité  des  nombres  aliquotaires  et  des  nombres  amiables. 
Mersenne  ajoute  : 

G  ULi  fuerit  opéra;  pretium  advertere  XXVIII  numéros  a  Petro  Bungo 
pro  perfectis  exhibitos,  capite  XXVllI,  libri  de  Numéris,  non  esse  omnes 
perfeclos,  quippe  20  sunt  imperfecli,  adeunt  solos  octo  perfectos  liabcat. 
videlicct 

28, 

8ivi8, 

335  Jo336, 

8 3 898  69050, 

i3  7i386  91328, 

23o5  843oo  81399  J2128, 
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qui  sunl  è  rcgione  tabula;  Bungi  i,  •!,  3,  4>  ^y  lo,  ri  et  29;  quique  soli 
perfccti  sunt,  ut  qui  Bungum  habuerint,  errori  medicinam  faciant. 

w  Porrô  numeri  perfecti  adeo  rari  sunt,  ut  uudecim  dumtaxat  potueriiit 
liactenus  inveniri;  hoc  est,  alii  très  a  Bungianis  dilTcrentes  :  neque  cniiii 
ullus  est  alius  perfectus  ab  illis  octo,  nisi  superes  exponentem  numcrum  6*^. 
progressionis  duplœ  ab  i  incipientis.  —  Nonus  cnim  perfectus  est  potestas 
exponenlis  68  minus  i.  —  Decimus,  potestas  exponcnlis  128,  minus  1. 
—  Undecimus  denique,  potestas  a58,  minus  i,  hoc  est  potestas  257,  unitate 
decurtata,  multiplicata  per  potestatem  256. 

»  Qui  undecim  alios  rcpercrit,  noverit  se  analysim  omnem,  quœ  fuerit 
hactenus,  superasse  :  mcminoritque  interca  nullum  esse  perfectum  à  17000 
potestate  ad  82000;  et  nullum  potestaium  intervallum  tantum,  assignari 
posse,  quin  detur  illud  absque  perfectis.  Verbi  gratia,  si  fuerit  exponens 
I  oSoooo,  nullus  erit,  numcrus  progressionis  dupla}  usque  ad  2090000,  qui 
perfectis  numeris  serviat,  hoc  est  qui  minor  unitate,  primus  exstat. 

»  Unde  clarum  est  quàm  rari  sint  perfecti  numeri,  et  quàm  merito  viris 
perfectis  comparentur;  esseque  unam  ex  maximis  totius  Matheseos  difli- 
cultatibus,  prœscriptam  numerorum  perfcctorum  multitudinum  exhiberc; 
quemadmodum  et  agnoscere  num  dati  numeri  i5,  aut  20  caracteribus 
constantes,  sint  primi  necne,  cùm  nequidem  saîculum  integrum  huic  exa- 
mini,  quocumque  modo  hactenus  cognilo,  sufficiat.  » 

209.  Tables  de  la  somme  des  diviseurs.  —  Eller  a  donné  une 
Table  de  la  somme  des  diviseurs  des  premiers  nombres  (*).  En 
désignant  la  somme  des  diviseurs  de  ai  par  ^{n),  on  a,  suivant  une 
remarque  de  Descautes,  pour  des  entiers  a^b^c.  ...,  premiers 
entre  eux  deux  à  deux, 

en  désignant  le  nombre  des  diviseurs  de  n  par  v  (/^),  on  a  aussi, 
dans  les  mêmes  conditions, 

'^(abc. ..)  —  v(a).v(^).v(c.i. .  .. 

La  Table  d'EuLEii  donne  <^{ci)^  (3'(a^),  3'(a'  .  ...  pour  tous 
les  nombres  premiers  jusqu'à  1000,  et  les  sommes  a'  sont  décom- 
posées en  leurs  facteurs  premiers.  En  outre,  elle  contient,  pour 
les  plus  petites  valeurs  de  a^  les  sommes  a'(a'*)  pour  de  plus  grandes 
valeurs  de  a  et  ainsi  pour  a  =  2,  jusqu'à  a  ^=  36.  Ainsi  ces  Tables 


(')  KcLKii,  Op.  /Iritk.  Coll.,  I,  p.  101-109  cl  *  17 
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donnent,  pour  diverses  valeurs  de  a  et  de  a,  les  décompositions 
en  facteurs  premiers  de  nombres  appartenant  à  la  forme  (a^ —  i). 

Dans  l'opuscule  Observatio  de  summis  diçisorum,  qui  con- 
tient des  recherches  très  intéressantes  sur  la  partition  des  nombres, 
Ei'LF.n  donne  encore  le  Tableau  de  la  somme  des  diviseurs  des 
cent  premiers  nombres. 

Ces  Tables  ont  été  étendues  par  Reuschle  et  surtout  par  Landry 
qui  a  donné  toutes  les  décompositions  de(2«±:  i),  jusqu'à  a  ^64. 
en  exceptant  le  seul  nombre  (2*'  -f-  i).  Depuis,  M.  Le  Lasseur  a  ap- 
pliqué une  nouvelle  méthode  de  décomposition  des  grands  nombres 
en  facteurs  premiers,  dont  on  retrouve  l'origine  dans  la  correspon- 
dance de  Fermât.  En  se  ser\'ant  de  l'identité  d'AuRiFEuiLLE 

il  a  reculé  considérablement  les  limites  des  Tables  précédentes. 

210.  Nombres  aliqnotaires.  —  On  appelle  nombres  aliquotaires 
les  entiers  qui  ont  un  rapport  simple  avec  la  somme  de  leurs  par- 
ties aliquotes  (n**  lo).  Autrefois,  on  appelait  nombre  abondant  un 
entier  plus  petit  que  la  somme  de  ses  parties  aliquotes,  et  nombre 
déficient  un  entier  plus  grand  que  cette  somme. 

Supposons  que  Ton  veuille  trouver  des  entiers  qui  soient  sous- 
doubles  de  la  somme  de  leurs  parties  aliquotes,  c'est-à-dire  tels 
que  l'on  ait 

si  l'on  prend  pour  n  la  valeur  n  =  i^bcd, . .,  dans  laquelle  6,  c, 
d,  . . .  sont  des  nombres  premiers  impairs,  inégaux  deux  à  deux, 
on  devra  poser 

(  22t+i  —  i)(^-hi)(c-Hi;(c^-hiL..  =  3.  l'^bcd 

Cette  équation  est  impossible  pour  a  -  -  i ,  car  on  en  conclurait 

(  è  -4-  I  )  (  c  -!-  I  )  (  c?  -T-  I  • . . .  =2  bcd. . .  : 

et,  puisque  b^  c^  d,  ...  sont  impairs,  le  nombre  des  facteurs,  pre- 
miers et  impairs,  de  n  se  réduirait  à  un  seul,  6,  d'où  l'on  tirerait 
h  =:z  i .  De  même  pour  a  =  9.,  on  aurait 

y  (  b  -{-  \)  { c  -h  i)  (d  -•-  i) . . .  —  \ibcd. . .  ; 
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donc,  en  supposant  b  =  y,  l'équation  serait  impossible  par  con- 
gruence  pour  le  module  8. 
En  supposant  a  =  3,  on  aura 

d'où  6  =  5,  c  =  3  ;  alors  n  ne  peut  contenir  plus  de  deux  facteurs 
premiers  et  impairs  et  l'on  a 

n  =  a'. 3. 5  =  120. 

En  supposant  a  =  4?  on  est  conduit  à  une  impossibilité  de  con- 

gruence  suivant  le  module  32  ;  mais  pour  ol^--  5,  on  trouve  Tunique 

solution 

n  =  a'.3.7  =  ôju. 

Les  hypothèses  a  =:-:  6  et  a  =  7  conduisent  à  des  impossibilités 

par  congruences  suivant  le  module  a*"*"*  ;  mais,  pour  a  ==  8,  on 

trouve 

n  —  a*. 5. 7. 19.37.73. 

En  poursuivant  cette  recherche,  on  trouve  les  nombres  suivants 
qui  sont  sous-doubles  de  leurs  parties  aliquotes 


1 
2' 

1 

.3. 

5, 

1 

1^ 

.3. 

7t 

2» 

.5. 

19. 

37. 

73, 

29 

.3. 

1 1  , 

.3i, 

2" 

.3. 

II . 

.43. 

lîi;. 

9.»* 

.5. 

7« 

.19. 

3i. 

i5i. 

Ces  nombres  se  trouvent  dans  les  écrits  de  Descautes  et  de  Fer- 
mat,  et,  puisqu'on  n'y  en  rencontre  pas  d'autres,  il  est  probable 
que  leur  méthode  de  recherche  ne  différait  pas  de  celle  que  nous 
venons  d'exposer. 

Pour  trouver  des  nombres  sous-triples  de  leurs  parties  aliquotes, 
on  peut  employer  l'une  des  propositions  suivantes,  faciles  à  dé- 
montrer : 

I.  Si  un  nombre  est  un  sous-double  et  n'est  pas  divisible  par  3, 
son  triple  est  un  sous-triple. 

II.  Si  un  sous-double  est  divisible  par  3,  sans  l'élre  par  5  et 
par  9,  le  produit  du  sous-double  par  4^^  est  un  sous-triple. 
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III.  Si  un  sou:)-Joulilc  est  divisible  par  3,  sans  l'élre  par  ^. 
{)  cl  I.'»,  son  produit  par  3.7. i3  est  un  sous-triple. 

Ainsi,  on  trouve  en  j)articulier  les  sous-triples  2*. 3*. 5.-  =  3o'>.i«i 
el  •2'.3*.5.7.  i3  =  3*2760,  qui  ont  été  donnés  par  Descàrtes. 

Exemple  I.  —  Vérifîer  que  les  deu\  nombres  suivants,  qui  ont  été  indi- 
qués par  FeRM.4T.  ««ont  des  sous-quadrupIe<( 

'1'  .3^.5  .  7  .11*.  17.  i»j, 
a''.3'».5  .  7'.ii*.i9.2J.  89, 
2*'.''>  .7'.r5  .  19'. 37. 73. 127. 
2*®.3'.0  .  7*. 1 3*. 19.31.  61. 127. 337. 

Exempte  II.  —  Vérifier  que  les  deux  nombres  suivants,  qui  ont  été  indi- 
qués par  FKi(]aAT,  «ont  des  sous-quintuples 

2". 3". 5*. 7^  Il    i3*.i7'.3i .  l'i.Gi  .241.307.4C7.2801, 
2*". 3*. 5*. 7  .11. ri'. 19  .29.31.43.  61.113.127. 

Exemple  III.  —  \'érifîer  que  les  sommes  des  diviseurs  des  cubes  de  7  ei 
de  7  H  53o  sont  des  carres  parfaits. 

Exemple  IV.  —  Trouver  dos  nombres  qui  surpassent  de  deux  unités 
lu  somme  de  leurs  parties  aliquotes. 

Si  (2'*-hi)  est  premier,  ce  qui  nécessite  que  n  soit  une  puissance  de  2,1»* 
nombre 

2»-!  (2"—  I  ) 

possède  la  propriété  énoncée,  et  ainsi,  par  exemple,  pour  n  =  2,  4,  8,  iG. 

Exemple   V.  —  Démontrer  que  le  plus  petit  nombre  abondant  et  im- 
pair est  3'. 5.79. 

211.  Nombres  amiables.  —  On  appelle  ainsi  un  groupe  de  deux 
nombres  tels  que  chacun  d'eux  soit  égal  à  la  somme  des  parties 
aliquotes  de  l'autre,  de  telle  sorte  que  û  p  ai  q  désignent  ces  deux 
nombres  on  a 

cr(//j  :.-  3'(7  j  — />  -^-  7. 

Pour  trouver  des  couples  de  nombres  amiables,  on  peut  supposei- 

p  z=  ±nfj^  q  —  'i.^bc, 

(i^  b,  c,  étant  premiers  im{)airs;  par  suite, 

(2"  ♦-'  —  I  M  a  -+-  \)  -  («i"-*  '—  I  )( b  -T-  I  )  (c-h  I)  —  'i»{a  —  b('\\ 
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3Hi 


et,  eu  éliminant  a, 


a  =  6c -I-  6  -h  c, 


(6  — 2«-+-l)(c  — 2'»-4-l)  =  a*". 

Donc,  pour  a  <;  /i,  on  en  déduit 

6  =  2« —  I  -f-2'»-», 
C  =  2"  —  14-  2«-*-*, 

a  =  (2«-+- 1)22"»-'*—  I, 

avec  les  conditions  que  a,  6,  c  soient  des  nombres  premiers  ;  par 
suite,  a  est  impair,  sans  cela  a  serait  composé. 

Pour  a  =  I ,  on  trouve  une  première  forme  dénombres  amiables, 
en  supposant 

a  =  3*.2««-i— I, 

6  =  3  .2«-»  —I, 

c  =  3  .2'»      —  1. 

Si  Ton  donne  à  n  les  valeurs  successives  2,  3,  4,  . ..,  en  ne  con- 
servant que  celles  pour  lesquelles  a,  6,  c  sont  premiers,  il  reste 
les  trois  solutions 


n. 


2 

4 

7 


a. 


ii5i 

73727 


b. 

c. 

5 

Il 

23 

47 

«9» 

383 

284 
I84I6 

9437056 


220 


17296 

9363584 . 


M.  Le  Lasseur  a  constaté  qu'il  n'existe  pas  d'autres  couples  de 
nombres  amiables  de  cette  forme  pour  ai<^  35. 

On  ne  peut  supposer  a  =  3;  car,  dans  ce  cas,  l'un  des  nombres 
^  ou  c  serait  une  différence  de  deux  carrés  ;  il  reste  à  étudier  les 
cas  de  a=  5,  7,  . . .,  ce  qui  paraît  assez  difficile. 

EuLER  a  donné  une  table  de  61  couples  de  nombres  amiables; 
n  )us  citerons,  en  particulier,  les  deux  nombres  impairs 


3*. 7*. i3. 19.53.6959        et        3*. 7*.  i3. 19. 179.2087. 
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âl2.  Ordre  et  genre  des  nombres  composés.  —  Nous  dirons  que 
l'orclre  d'un  nombre  composé  est  égal  à  la  somme  des  exposants 
des  fadeurs  premiers  (|u'il  conlient;  ainsi  i  est  de  l'ordre  o;  tout 
nombre  premier  est  de  Tordre  i  ;  le  produit  de  deux  nombres  pre- 
miers égaux  ou  inégaux  est  de  l'ordre  a,  et  ainsi  de  suite.  On  peut 
d'ailleurs  généraliser  cette  notion  et  remplacer  les  nombres  pre- 
miers par  un  système  quelconque  d'entiers  premiers  deux  à  deux, 
en  nombre  limité  ou  illimité.  11  est  d'ailleurs  évident  que  l'ordre 
d'un  produit  est  égal  à  la  somme  des  ordres  des  facteurs. 

On  peut  se  borner  à  ranger  les  nombres  en  deux  groupes,  et 
nous  dirons  (ju'un  nombre  est  du  genre  o  ou  du  genre  i,  suivant 
que  son  ordre  est  pair  ou  impair;  ainsi,  le  genre  d'un  nombre 
quelconque  s'obtient  en  prenant  le  reste  du  nombre  qui  repré- 
,  sente  l'ordre  par  le  module  a.  On  comprend  que  l'on  pourrait 
ranger  les  nombres  en  3,  4»  •••  groupes,  en  prenant  les  restes 
de  l'ordre  suivant  le  module  3,4,  —  Mais,  pour  ce  qui  va 
suivre,  nous  nous  bornerons  à  la  répartition  des  nombres  en  deux 
groupes. 

Soit  un  polynôme 


\  =  a^-^-  a\-\-  a%-\- . .  .-^  a 


ai 


composé  de  (a  H-  1 1  termes  quelconques,  positifs  ou  négatifs,  mais 
non  nuls;  désignons  par  posA  la  somme  des  termes  positifs  et 
par  négA,  la  somme  des  termes  négatifs,  pris  en  valeur  absolue, 
on  a  évidemment 

pos A  -T-  négA  —  \. 

Considérons  un  second  polynôme 

B  =  6o  -^  6|  -T-  6j  -T- . . .  -H  6p, 
nous  aurons,  avec  des  notations  analogues, 

posB  -+-  négB  =  B; 

faisons  le  produit  du  polynôme  A  par  les  termes  successifs  du  po- 
l}iiôme  B,  nous  obtenons  un  polynôme  contenant  des  termes  tous 
dissemblables,  en  nombre  (a  -h  i)  (^  -f  i  :  :  désignons  par  pos  AB 
et  négAB  les  sommes  des  termes  positifs  et  des  termes  négatifs 
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du  produit  A6,  on  trouve  facilement,  par  la  règle  des  signes,  les 
formules  (  *  ) 

pos  AB  =  posA  posB  -+-  négA  négB, 
négAB  =  posA  négB  ■+■  négA  posB. 

On  a  donc  l'identité  (2) 
(I)  posAB  ■+-  s  négAB  =  (posA  h-  enégA)(posB  h- e  négB;, 

dans  laquelle  on  remplace,  dans  le  second  membre  développé, 
e^  par  i,  en  égalant  ensuite  les  coefficients  de  e  et  les  termes  qui 
ne  le  contiennent  pas.  Il  est  facile  d'étendre  celte  formule  à  un 
nombre  quelconque  de  polynômes  A,  B,  C,  . . . .  Si  l'on  remplacée 
par  I,  le  premier  membre  et  chacun  des  facteurs  du  second 
membre  de  l'identité  (i)  représentent  les  sommes  des  termes  du 
produit  ABC. . .  et  de  chacun  des  facteurs;  si  l'on  remplace  e 
par  —  I ,  le  premier  membre  et  les  facteurs  du  second  représentent, 
pour  chacun,  la  somme  des  termes  positifs,  diminuée  de  celle  des 
termes  négatifs.  En  particulier,  si  l'un  des  facteurs  est  nul,  il  en 
est  de  même  du  produit. 

Au  lieu  de  supposer  que  pos  A  et  négA  représentent  la  somme 
des  termes  positifs  et  celle  des  termes  négatifs,  pris  en  valeur 
absolue,  on  peut  supposer  que  ces  symboles  représentent  respecti- 
vement le  nombre  des  termes  positifs  et  celui  des  termes  négatifs: 
l'identité  (1)  subsiste  encore.  Si  l'on  remplace  e  par  i,  le  premier 
membre  et  chacun  des  facteurs  du  second  représentent  les  nom- 
bres des  termes  du  produit  et  de  chacun  des  facteurs  ;  si  l'on  rem- 
place e  par  —  i ,  le  premier  membre  et  les  facteurs  du  second  re- 
présentent, pour  chacun,  le  nombre  des  termes  positifs,  diminué 
du  nombre  des  termes  négatifs.  En  particulier,  si  l'un  des  facteurs 
a  un  nombre  égal  de  termes  positifs  et  de  termes  négatifs,  il  en  est 
de  même  du  produit.  Ce  cas  se  présente  pour  les  polynômes 
alternés  d'indice  a  impair;  mais,  si  tous  les  polynômes  alternés 
sont  d'indice  pair,  le  nombre  des  termes  positifs,  diminué  du 
nombre  des  termes  négatifs,  est  égal  à  -f- 1  ou  à  —  i ,  suivant  que 
le  premier  coefficient  «o?  ^o?  ^o?  •  •  •  de  chacun  des  facteurs,  el 
celui  du  produit  ao^o^o  •  •  »  <^sl  pair  ou  impair. 


(*  )  Ces  formules  sont  analogues  à  celles  qui  donnent  cos(a  +  6)  et  siD(a  +  6). 
(')  Cette  formule  est  analogue  à  la  formule  de  Moivue. 
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!2I3.  CUttificatioiis  des  dlTisenn.  —  Soil  un   nombre  quel- 
ronquc  n  ^rr.  n'^lfic^. décomposé  en  ses  facteurs  premiers.  Si 

nous  posons 

A  =  I  —  a  — -  a'—  . . .    -  a*. 

B  =  1-^6-6»-      ...  6?, 

C  -:  I  -"  c  -t-  c*  -   ...   -  cT, 


nous  avons  >u  que  le  produit  ABC...  donne  tous  les  diviseurs 
de//;  leur  somme  esl  é^ale  au  produit  ABC et  leur  nombre 

est  (a-r  l'-C?  -r  Tm'y  -r-  i  •  -  .    • 
Posons  maintenant 

A'— I  —  a -1- a*— . . .    -   — a)», 

B'.-:=|_   h-^b'-     ...--(-6)?, 


lcr>  termes  positifs  du  développement  du  produit  A'B'C.  . .  coii- 
ti<*iinent  un  nombre  pair  de  facteurs  et  sont  du  genre  o;  les  termes 
négatifs  contiennent  un  nombre  impair  de  facteurs  et  sont  du 
}^enre  i  ;  en  les  désignant  respectivement  par  So  et  par  S,,  on  a  donc 

28oH-So,=    ABC.    .. 
SSy— Soi^-  .V'B'C'...: 
(railleurs,  on  a 

A  =^ >  A  — . 

I  —  a  i  -t-  a 

D'autre  part,  le  nombre  des  diviseurs  Oo,  diminué  du  nombre 
(les  diviseurs  Oi  ,  esl  égal  à  o  ou  à  i ,  suivant  que  le  produit 
(a  ^-  i)(jj  -h  I  i(*'  :- 1)  . . .,  qui  représente  le  nombre  des  diviseurs, 
(^st  pair  ou  impair. 

On  p(;ut  se  proposer  de  répartir  en  deux  groupes  tous  les  divi- 
seurs d'un  nombre  /;,  qui  sont  les  multiples  d'une  partie  aliquote 
f/  i\c  n.  Soit  d=  a^'b^'cy', . .;  tous  les  multiples  de  rf,  diviseurs  de  /i, 
s\»l)tiennenl  en  multipliant  d  par  tous  les  diviseurs  de  (/^  :  d )  :  si 
d(»iic,  dans  les  formules  précédentes,  on  diminue  respectivement 

l's  exposants  a,  [i,  y,  . . .  de  a',  (3',  y' on  obtient  pour  ôj,  et  o, 

l<»s  diviseurs  de  /*,  multiples  de  d^  qui  sont  ou  ne  sont  pas  du 
genre  de  d. 
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On  peut  rc^parlir  les  diviseurs  cFun  nombre  suivant  une  autre 
méthode,  en  groupant  tous  ceux  qui  donnent  le  môme  résidu  pour 
un  module  donné  ;  mais  cette  classification  repose  sur  la  théorie 
des  racines  primitives,  que  nous  exposons  plus  loin.  Nous  nous 
bornerons  à  la  répartition  des  diviseurs  d'un  nombre  impair  par  la 
considération  des  modules  4  et  6,  et  nous  supposerons  que,  dans 
le  second  cas,  le  nombre  considéré  n'est  pas  divisible  par  3.  Dési- 
gnons par  A"  le  nombre  A  ou  le  nombre  A',  suivant  que  a  est 
congru  à  -4-  I ,  ou  à  —  i ,  pour  le  module  4  (oupour  le  module  6  )  et  de 
même  pour  tous  les  autres  facteurs  premiers^  désignons  par  f^  et 
par/*!  les  diviseurs  du  nombre  n  qui  sont  congrus  à  -f-  i  ou  à  —  i , 
pour  le  module  considéré  ;  on  aura  alors 

Vo-^- Vi  =  ABC.... 

par  addition  et  par  soustraction,  on  en  déduira  les  sommes  des 
diviseurs /o  et  f^, 

214.  Théorème  de  Dedekind.  —  Nous  nous  servirons  des  résul- 
tats qui  précèdent  pour  établir  plusieurs  propositions  importantes 
de  M.  Dedkkuno.  Soit  n  =  a^b^c^ , .  .un  nombre  décomposé,  et 
considérons  le  développement 

—, (I  —  a  )  (  I  —  o)(i  —  n. . .  ; 

abc. .  . 

désignons  par  Oq  et  Oi   les  diviseurs  qui  sont  du  même  genre  que 

-.— — ;   ce  produit  est  égal  à  Soo  —  S0|  . 

Soit  0  une  partie  aliquote  de  //.  ;  nous  formerons  tous  les  8o  et 
tous  les  ôi  qui  sont  multiples  de  o.  On  observera  que  les  Oq  et 
les  0|  sont  les  multiples  de  a*~* />?~*cY~* . . .  ;  par  conséquent,  si 
ces  diviseurs  sont  aussi  des  multiples  de  o,  ce  sont  des  multiples 
du  plus  petit  comultiple  de  o  et  de  (nlabc, . .).  Soit  M  ce  plus 
petit  comultiple;  on  aura 


M  =  ax7,?'cY'... 


j 


les  différences  a  —  a',  jï  —  g',  y  —  y?  • .  •  sont  nulles  ou  égales  à  i  ; 
mais  l'une  d'entre  elles,  au  moins,   n'est  pas  nulle,  puisque  l'on 
E.  L.  —  I.  25 
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'îiip[Ki5^  0  '^  n,  Drr-i^rrion?  pir  a\  0 .  *.  ....  le^  nombre*  preniiers 
pour  lesqud^  c*:lte  iliir^^r<='nce  nV?i  [•<!>  nulle:  le*  dî\î>eur5  o*  ri  o,. 
qui  â^^nl  des  multiples  de  o.  sont  dunmr?  par  le  développement 


r:M   !_./      t    -a,    d  — 


#"■ 


l'ar  conséquent,  les  di\iseurs  o«  et  0|  sont  en  même  nombre. 
De   là  ce   théonme  :    .S7  o  r//' s  ter  ne  une  parité  aH'/uote  d'un 
nombre  n  =^  a'^h'^c" . . . .  les  dû'ispurs  de  n.  multiples  de  Z  et  de 
ninhr...  ,  se  part  accent  en  deux  groupes  également  nom- 
breux,  suivant  qu'Us  sont  ou  ne  sont  pas  du  senre  de  o. 

^)ïï  d/'duil  de  ce  tht'-orrnie  diverses  conséquences.  Considérons, 
par  exemple,  la  fonction  G   n  ■  définie  par  la  relation 

\)  Fi   —  F'  </.    —  F  ■</;—...  —  F  /i    =  G  t  /i  , 

dans  laquelle  le  premier  membre  s'applique  à  tous  les  diviseurs 
lie  n\  on  en  déduit  Vd  formule  inverse 

*'x)  Fi  n; -- SG<  Oo)  —  SG<  Oi  . 

dans  laquelle  le  digne  de  sommation  du  second  membre  se  rap- 
[)orte  à  toutes  les  valeurs  de  o„  et  de  Oj  que  nous  venons  de  dé- 
finir. En  effet,  si  Ton  remplace  dans  le  second  membre  de  l'équa- 
tion ('A)  chacune  des  valeurs  de  o^  et  de  o«  |)ar  la  somme  des 
valeurs  de  F  qui  correspondent  à  tous  les  diviseurs  o  de  Oq  ou  de  Oj. 
i'A  si  Ton  fait  la  somme  des  é{^alités  obtenues,  tous  les  termes  s'an- 
nulent <leax  [lar  deux,  à  Tcxceplion  de  ¥ (n). 

Supposons,  par  exemple,  que  Ton  veuille  déterminer  l'expres- 
sion de  la  fonction  '^{n)  d'après  la  propriété  donnée 

il  nous  suffit  de  supposer  G'  n  )  r=  n,  et  par  suite,  d'après  (2), 

<  \)  o(n)  =  280—  20|  =    -z (a  —  i)(^  —  i)(c  —  i^ 

Ainsi  les  formules  (3)  et  (4^  sont  inverses  Tune  de  Tau  Ire  :  et 
Téf^alilé  (3)  caractérise  la  fonction  cp(/i)de  n  que  Ton  appelle  Tin- 
(licatcur  de  n  (voir  le  Chapitre  suivant  ). 

Si  l'on  remplace  dans  la  formule  (1)  le  signe  d'addition  parle 
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signe  de  multiplication,  on  déduit  de  même  la  formule  inverse 

Prenons  pour  exemple  la  fonction  arithmétique  F  (ai)  telle  que 
cette  fonction  soit  égale  à  p  pour  n  premier  ou  égale  à  une  puis- 
sance d'un  nombre  premier,  et  égale  à  i  lorsque  n  est  divisible  par 
plusieurs  nombres  premiers  différents;  on  aura  évidemment 

F{i).F(di},F(di).,.F{dn)  =  n. 

215.  Théorèmes  de  liouville  et  de  Lejeune-Dirichlet.  —  Dési- 
gnons par  X  un  nombre  entier  et  positif,  par  f{x)  et  g{x)  deux 
fonctions  dex,  et  posons 

l     F(x)=/(l)-T-/(2)-r-/(3)H-... -4-/(07), 
^'^  I   G(2r)=^(l)-h^(-2)-^(3)-T-...-+-^(ar). 

Sia,  6,  c,  ...,  désignent  tous  les  diviseurs  de  j;,  les  nombres  -  >  t^ 


a    h 

X 

c 

donc  l'identité 


-  >  . . .  représentent  tous  ces  diviseurs  dans  un  autre  ordre.  jOn  a 


(^) 


^(a)/(f)-^^(6)/(f)-^^(c)/(f  )-.... 


Donnons  successivement  à  x  les  valeurs  i,  2,  3,  . . . ,  /i  et  fai- 
sons la  somme  des  égalités  obtenues.  Dans  la  somme  des  premiers 
membres,  on  trouve  ^(/?)  pour  toutes  les  valeurs  de  x 

p,     2/?,     3/?,     ...,     qppj 

en  désignant  par  y^  Tentier  de  (/i  :/?).  Par  conséquent,  le  coeffi- 
nt  de  g{p)  dans  la  somme  des  premiers  membres  est  F  {qp)- 
On  a  donc 


On  a  donc 

\    =f(l)G(q,)-+-/{2)G(q^)^,..-+-/(n)G{qn). 

Soit,  par  exemple,  g(x)=  1  et  G(x)  =  x,  alors 

(4)     F(q,)-^F(qj)-}-...-r-F{qn)  =  qxf(l)-hqt/{2)'^..,-\-qnAn), 
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En  supposanl/(j-)  =  .r,  la  formule  (4)  donne,  en  désignant  tou- 
jours par  (T{n)  la  somme  des  diviseurs  de  /«, 

(5)  (J(l)-+-(J(9.) -+-...-+-  <T(n)  =  qi-h'2qt -+-...  ^nqn] 

mais,  en  général,  pÇp  est  le  plus  grand  multiple  de  p  qui  ne  sur- 
passe pas  /i  ;  on  a  donc  celte  proposition  :  /^  somme  des  diviseurs 
des  n  premiers  entiers  égale  la  somme  des  plus  grands  multi- 
ples de  ces  nombres  qui  ne  surpassent  pas  n. 

La  relation  (5)  peut  s'écrire  autrement;  si  Ton  pose 

n  =pqp-^r,,, 
et  si  l'on  remplace />5rp  par  n  —  r^,  on  obtient 

a(i)-h  a(2)  H-. .  .-H  <j{n)  -J-(/-i  -h  /'i-r-  ...  -H  r„)  =  n*. 

Donc,  la  somme  des  diviseurs  des  n  premiers  entiers,  augmen- 
tée de  la  somme  des  restes  que  Con  obtient  en  divisant  n  par 
tous  les  entiers  qui  le  précèdent,  est  égale  au  carré  de  n. 

Enfin,  si  dans  la  formule  {/\)oti  suppose /(jt)  =  i,  onen  déduit 
que  le  nombre  des  diviseurs  des  n  premiers  entiers  est  égal  à  la 
somme  des  quotients  de  n  par  les  n  premiers  nombres. 

Exemple  /.  —  Démontrer  les  formules 

qm  ^  qm  _^^  ..-^qj;  =  ry,  -i-  ('2"»  —  l)  ^i  -h  (3'»  -  2'")  ^3  -+■  •  •  . , 

h         —       -+-...-T-  —    —Il  —       —    —    -—   —     —    — .  ,  .  , 

q\  q\  qn  \  .1        -2.3        S..\ 

I  I  I         ^,^  _   71    _    75  7« 


q\-^  \        q%-\-\         '         7n -T-  I                  1.2        '2.3        3.4        **' 
X^/i  -1-  X'Za  H- . . . -h  XVf.  =z  n  -r-  (À  —  iH7i  ^  ^72  -^  ^"73  -^ 

On  remplace  F(jf)  successivement  dans  la  formule  (4)  par 


I 

X'" 


X        X  -i-  Ij 


On  trouvera  d'autres  formules  en  remplaçant  F(:7;par 


cl  X{X  -i-  l).  . .  {x  -.-  "k  ) 


J  X{X  -hl).  ,  .{X  -r-\) 

1 
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Exemple  II.  —  Démontrer  les  formules 

(i\^*  /^Y'  /àY^ 

On  substitue  à  ridentité(2)  une  autre  identité  dans  laquelle  les  signes 
sont  remplacés  par  les  signes  x  ;  la  multiplication  des  égalités  obtenues 
donne  Tidentité 

on  remplace  ensuite  0{x)  par  x  et  ¥{x)  par  x,  par  (i  -i-  a?), 

Le  lecteur  trouvera  un  grand  nombre  de  formules  analogues  aux  précé- 
dentes dans  rintéressant  Mémoire  de  M.  E.  Gesaro,  qui  a  pour  titre  ; 
Excursions  arithmétiques  à  V infini,  Paris,  i885. 
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CHAPITRE  XXII. 


DE  L'INDICATEUR. 


216.  De  rindicatenr.  —  On  appelle  indicateur  i* un  entier  positif 
donné  /?  (1 1,  le  nombre  des  entiers  de  la  suite 

qui  sont  premiers  à  aï,  et  l'on  désigne  celle  fonction  numérique  par 
o(n).  Puisque  le  nombre  i  est  premier  à  lui-même,  son  indica- 
teur est  I  ;  on  a,  pour  les  premiers  nombres, 

9(0  =  1,        ©(•>.)^i.        q(3)  =  2,        o(4)  =  2.        q(5)  — 4 

Si  a  désigne  un  nombre  premier,  on  a  évidemment 

o  {a)  =  a  —  f , 

et  Ton  observe  que  celle  formule  serait  en  défaut  si  l'on  considé- 
rait I  comme  un  nombre  premier,  tandis  qu'il  est  essentiel  de  sup- 
poser (p(i  )  :^  I,  ainsi  qu'on  le  verra  plus  loin  (*). 

Pour  qu'un  nombre  soit  premier  à  /?,  il  faut  et  il  suffît  qu'il  ne 
contienne  aucun  des  facteurs  premiers  de  n]  par  suite,  si  l'on  re- 
lire, de  la  suite  donnée  des  n  premiers  nombres,  tous  les  termes 
qui  contiennent  au  moins  un  facteur  premier  de  /i,  les  autres  termes 
représenteront  les  nombres  premiers  à  n.  Supposons  d'abord  que 
n  ne  contienne  qu'un  seul  facteur  premier  a,  élevé  à  une  puissance 
quelconque  ;  les  nombres  entiers  jusqu'à  /?,  non  premiers  à  /î,  sont 
les  multiples  de  a 

a,     ia.     3rt,     ....      (  -  )  «,  en  nombre  —  1 

^  aj  a 


(M  M.  Sylvester  a  donné  à  celle  fonction  numérique  le  nom  de  toiient,  et 
Ta  désignée  par  x(n).  Le  mot  indicateur  a  été  employé  par  Cauchy. 
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et  les  autres  entiers,  premiers  à  /i,  sont  au  nombre  de 

n  [         1 

n >     ou      n\  \ 

a  \        a 

Supposons  maintenant  que  n  contienne  deux  facteurs  premiers 
a  et  t,  élevés  à  des  puissances  quelconques  ;  les  nombres  non  pre- 
miers à  n  sont  les  multiples  de  a  ou  de  6,  c'est-à-dire 

a,     2fl,     3  a f  -  )  a,         en  nombre  -  ; 

\al  a' 

6,     26,     3^,     . . .,     (  r  )  ^»  »  r  ; 

mais,  dans  ces  deux  suites,  il  existe  des  nombres  égaux,  multi- 
ples à  la  fois  de  a  et  de  6,  et  par  conséquent  de  leur  produit  ab. 
\insi,  les  nombres  comptés  deux  fois  sont 

ah.     lab.     ^ab.     ...,     (  — r  )  a^,         en  nombre —r  : 

\ab /  ab 

donc,  les  nombres  de  la  suite  de  i  à  n^  qui  ne  contiennent  ni  a, 
ni  by  c'est-à-dire  ceux  qui  sont  premiers  à  n,  sont  en  nombre 

n        n         n  /         i  \   /         i  \ 

n -\ -r     ou      /l      I—  -  I  —  -     . 

a        o        ab  \        aj  \         b  / 

En  continuant  ainsi,  on  arrive  à  démontrer  que,  si  n  ne  contient 
que  les  facteurs  premiers  a^  b,  c,  . . .,  Ij  inégaux  deux  à  deux,  on  a 
pour  rindicateur  l'expression  donnée  par  Euler  C  ) 

11  reste  à  montrer  que  celle  loi,  trouvée  par  induction,  est  géné- 
rale. Nous  observerons  d'abord  que,  si  l'on  désigne  pary  un  nombre 
premier  à  /i,  le  nombre  des  entiers  premiers  à  n  dans  la  suite  des 
qn  premiers  nombres  est  q^{n),  puisqu'en  divisant  tous  ceux-ci 
par  /i,  on  reproduit  q  fois  la  suite  des  n  premiers  nombres. 


(  '  )  EuLKii,  Theoremata  arithmetica  nova  methodo  demonstrata  {Comm.  nov. 
Acta  Petrop.,  l.  VIII,  p.  74).  —  Speculationes  circa  quasdam  insignes  proprie- 
tateg  numerorum  {Acta  Petrop,,  t.  IV,  p.  18). 
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Soit  donc  N  le  produit  par  n  d'une  puissance  quelconque  d'iirt 
nombre  premier  L  qui  ne  divise  pas  n.  Les  nombres  de  la  suite  des 
N  premiers  entiers  qui  sont  premiers  à  n  est 

(•1)  -  o(/i  ). 

n  * 

Mais,  pour  obtenir  les  nombres  de  la  série  des  N  premiers  en- 
tiers, qui  sont  premiers  à  N,  c'est-à-dire  an  et  à  L,  il  faut  dimi- 
nuer l'expression  précédente  du  nombre  des  termes  de  la  suite  de> 
N  premiers,  qui  sont  divisibles  par  L,  et  premiers  à  n;  les  nom- 
bres divisibles  par  L  sonr 

L,     aL,     3L,     . . . ,      (  p  I  1^, 

et  pour  qu'ils  soient  premiers  à  /?,  il  faut  el  il  suffit  que  leurs  coef- 
ficients 

1  N 

ij     «^    <j»     ...»     |j 

soient  premiers  à  n\  or,  d'après  la  formule  (-2),  ils  sont  en  nombre 

donc  le  nombre  des  entiers  inférieurs  et  premiers  à  N  est 

9(N)=^^o(«,('i-j^). 
c'est-à-dire 

o(N)  =  N'(.-^)(.-i-). ..(.-;)(-  -i:); 


la  formule  (r)  est  donc  générale.  On  peut  Técrire  encore  sous  rime 
des  deux  formes 

q(/î)  ^  a*-î6P-»cY-i...(<'/  — i)(6  —  iMc  -1)... 
ou 


'  ^    ^  Jmà  a       Jmà  ab       jhd  aô 


abc 


Exemple  I.  —  Vérifier  par  la  formule  d'EuLER  que,  si/?,  q,  r,  ...  dé 
signent  des  entiers  premiers  deux,  à  deux,  on  a 

o(pqr...)  ^.  o(p),o{q).  o{r) 
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*   Exemple  II.  —  Démontrer  directement,  ou  vérifier  que  l'indicateur  d'un 
entier  plus  grand  que  2  est  toujours  pair. 

Exemple  III.  —  Démontrer  directement,  ou  vérifier  par  la  formule  d'iiu- 
LKR,  les  relations 

<p(4n)         =29(2/1), 

<p(4/l-r-2)=      <p(2/l-T-i). 

Exemple  IV.  —  Le  nombre  des  fractions  irréductibles  plus  petites  que  i 
et  dont  le  dénominateur  est  n  est  égal  à  o{n). 

Exemple  V,  —  Le  nombre  des  fractions  irréductibles  qui  ne  surpas- 
sent pas  I  et  dont  le  dénominateur  ne  surpasse  pas  n  est  égal  à 

S„9(/l)  rrr    1    -i-cp(i)-f-9(2)-h...-i-0(/i). 

On  peut  simplifier  le  calcul  de  2  en  se  servant  du  théorème  sur  l'indica- 
teur du  double  d'un  nombre  (Ex.  III). 

Exemple  VI.  —  Si  a  désigne  un  nombre  premier  et  n  un  entier  quel- 
conque, le  nombre  des  entiers  premiers  à  a,  qui  ne  surpassent  pas  n,  est 

n  —  E  - . 
a 

ExempleVII.  —  Si  a  et  6  désignent  deux  nombres  premiers  différents  et 
n  un  entier  quelconque,  le  nombre  des  entiers  premiers  à  ^  =  a^b?,  qui  ne 
surpassent  pas  /i,  est 

a  o  au 

Exemple  VIII,  —  Trouver  la  somme  des  entiers  inférieurs  et  premiers 
à  /i.  —  En  supposant  /i  >  2,  si  </  est  un  nombre  premier  à  /i,  il  en  est  de 
môme  de  (n  —  q),  son  complément  à  /i;  d'ailleurs  pour  n  pair  et  >  2,  le 
nombre  in  n'est  pas  premier  à  n.  Donc  les  entiers  inférieurs  et  premiers 
à  n  se  rangent  en  deux  groupes  complémentaires  pour  former  la  somme  n 
Ainsi,  la  somme  cherchée  est  le  produit  de  n  par  la  moitié  de  son  indica- 
teur. 

Exem,ple  IX.  —  Si  A^  désigne  la  somme  des/?'^""  puissances  des  entiers 
inférieurs  et  premiers  à  n,  ou  des  produits/?  à/>  des  mêmes  nombres,  on 
a  l'identité  symbolique 

kP^i^n—-\.y.  (Gbsaro.) 

Exem.ple  X.  —  Trouver  la  somme  des  puissances  semblables  des 
nombres  de  la  suite  i,  2,  3,  . . .,  a:,  premiers  à  x. 
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Soit  d  un  diviseur  de  x\  on  a  la  formule  (  n^  134) 

N     ,  A    (.r-x-B)«— B« 

n 


/X  \"~* 


/iû^" 


par  un  procédé  analogue  à  celui  qui  conduit  à  l'évaluation  du  nombre 
ç(j^\  on  trouve,  en  désignant  par  ^n-\  'a  somme  cherchée,  et  par 
T  —  a'^bPcy .    .  le  nombre  donné,  la  formule 

en  supposant  les  nombres  Q  liés  aux  nombres  de  Bernoulli  par  les  éga- 
lités 

Q„-  B„(i   -  a«-»  )(i  —  />"-»  M  I— -c"-'). .., 

Q,=  B,(.-i)('. --;)(. -.;).... 

Ainsi,  en  particulier,  si  l'on  désigne  par  '::(x)  le  produit  des  facteurs 
a,  6,  c,  . . .,  de  X,  pris  avec  le  signe  -f-  ou  le  signe  —,  suivant  que  leur 
nombre  est  pair  ou  impair,  on  a 

SSj--     o(x)[x*^\r.{x)]. 
4S3=:xç)(jr)[x»--  tJx)], 


Par  les  formules  de  Newton  (n**  loi),  on  déduira  les  sommes  des  produit? 
deux  ù  deux,  trois  à  trois de  tous  les  nombres  inférieurs  et  pre- 
miers à  X  {Nouvelles  A  Fin.  de  Maf/t.:  •>.*'  série,  t.  XVI,  p.  i57). 

217.  Table  des  indicateurs.  —  La  connaissance  de  rindicaleur 
d'un  nombre  est  d'une  extrême  importance  pour  les  recherches 
ultérieures;  il  nous  paraît  donc  indispensable  dedonner  les  diverses 
valeurs  de  ces  nombres.   Le  Tableau  suivant  contient,   dans  une 
|)remière  colonne,  les  valeurs  de  l'indicateur  depuis  i  jusqu'à  loo; 
la  seconde  colonne  n  contient  tous  les  nombres  qui  correspondent 
à  cet  indicateur;  la  troisième  colonne  [jl  contient  le  nombre  des 
valeurs  de  n  qui  correspondent  à  Tindicaleur.  On  remarquera  la 
discontinuité  des  valeurs  de  Tindicateur,   car  il  n'existe  aucun 
nombre  n  dont  l'indicateur  cp(/î)  soit  égal  à  l'un  des  nombres 

i4,  26,  34,   38,   5o,   02,  08,   74,  76,  86,  90,  94,  98. 
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Table  des  nombres  qui  correspondent  à  un  indicateur 

donné  jusquUi  100. 


n. 

H- 
2 

I, 

>    '2 

•           •           • 

•       ■        •       • 

3, 

.   4 

»   6 

1       < 

3 

5, 

1    »: 

,   10, 

12. 

4 

l^ 

.   9 

.  14 

,  18 

4 

i5. 

r   16 

,  20 

,  ^4 

.  3o 

5 

II. 

»   ao» 

• 

•      1 

2 

i3 

,   21. 

^      26 

,  28 

,  36 

,  42 

6 

17 

,   32 

.   34 

,  40 

,  48 

,  60. 

6 

19 

^       >! 

,     38 

,  54 

4 

25. 

►  33 

.    44 

,  5o 

,  06 

5 

a3 

,  46 

2 

35. 

,  39 

\    45 

,   52 

,  56 

,  70. 

,  :->.    78 

,  84 

,  9»- 

10 

29 

,  58 

>                  A 

2 

3i 

,  62 

2 

5i 

,  64 

,  G8 

,   80. 

»  96 

»  ÏO'^1 

1 7.0 . 

7 

37 

,  57 

,  G3 

,  74 

,  76 

,  108 

,  ii4i  126 

8 

41 

,  55 

,  75 

,  82 

,  88 

,  100 

,  IIO,  l32 

,  i5o 

9 

43 

,  49 

,  86 

,  98 

•           ■ 

4 

69 

,  9>- 

,  i38 

*             • 

3 

47 

,  94 

•          « 

2 

65 

,10'» 

,  io5 

j   112 

,  i3o 

,  140 

,  I.Î4,  i56. 

,  168 

,  180,  210 

ii 

53 

,  106 

»       • 

2 

81 

,  162 

•       « 

2 

87 

,  116 

\   174 

»       ■       « 

3 

59 

,  118 

« 

•       • 

2 

61. 

)     /  / 

,  93 

,  99. 

,  122 

,  1-^4, 

i5i,  186, 

198. 

9 

85. 

,  r.).8 

,  i36 

,  160, 

.  170, 

19-^', 

20 î,  240. 

8 

67 

,  i34 

k           1 

« 

•             a 

2 

7»  = 

142. 

« 

• 

•             • 

2 

73: 

91. 
222 , 

,  95, 
,  ■).■>» 

f   234. 

117 

,  232 

»  i35, 
,  270 

146,  i'»8 

,  l52, 

,  182,  190. 

,  216. 

17 

79- 

1 58 . 

>            1 

2 

19-3. 

,  104 

,  i65 

]   176' 

,  200 

,  220 

,  ^46,  264 

,  3oo 

,  33o. 

10 

83, 

lOO, 

« 

« 

1        •        < 

2 

I'-9: 

147, 

172, 

'9C, 

258, 

294. 

6 

89, 

ii5, 

178, 

184, 

23o, 

276. 

6 

14  I, 

188, 

282. 

• 

« 

3 

97, 

119) 

3l2, 

i53, 
336, 

194, 
36o. 

195, 
.  390, 

208, 
,  420. 

224,  238, 

260, 

280,  288, 

3o6, 

17 

101, 

125, 

202, 

25o. 

• 

•        • 

4 
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218.  Denx  extensions  de  l'indicateur.  —  On  trouve  une  première 
extension  de  Tindlcateur  dans  la  solution  de  la  question  suivante  : 
Parmi  les  n  termes  consécutirs  d'une  progression  arithmétique 
dont  la  raison  r  est  un  nombre  premier  à  /i,  combien  y  a-t-il  de 
termes  premiers  à  /i? 

Soit  a  le  premier  terme  de  la  progression,  nous  pouvons  rem- 
placer les  termes  de  celle-ci 

(1)  a,     a-^r,     a-^ir,     ...,     o-+-(/i  —  i)r. 

par  les  restes  de  leur  division  par  //,  car  le  plus  grand  codiviseur 
de  deux  nombres  est  égal  au  plus  grand  codiviseur  de  l'un  d'eux  n 
et  du  reste  de  la  division  de  l'autre  par/?.  Maison  démontre  immé- 
diatement la  proposition  fondamentale  suivante  : 

Les  restes  de  la  division  par  n  de  n  termes  consécutifs  d^une 
progression  arithmétique  dont  la  raison  r  est  un  nombre  entier, 
premier  à  n,  sont  tous  différents  et  reproduisent,  dans  un 
certain  ordre,  les  nombres 

(2)  o,     I,     2,     3 { n  —  i). 

En  efTel,  si  (a -h  hr)  et  (a -h  A*/;,  divisés  par  /?,  donnaient  le 
même  reste,  leur  différence 

serait  un  multiple  de  n,  et  puisque  n  est  premier  à  r,  il  diviserait  le 
nombre  {k  —  /«),  plus  petit  que  lui,  mais  qui  n'est  pas  nul. 

Par  suite,  le  nombre  des  termes  de  la  suite  (i)  qui  sont  premiers 
à  n,  est  égal  au  nombre  des  termes  premiers  à  /?,  dans  la  suite  (2), 
et  l'on  a  ce  théorème  : 

Dans  la  suite  de  n  termes  consécutifs  d'une  progression 
arithmétique  dont  la  raison  est  un  nombre  premier  à  /?,  le 
nombre  des  termes,  premiers  à  n,  est  égal  à  V indicateur  de  n. 

D'ailleurs,  en  continuant  la  progression  arithmétique,  on  retrou- 
verait les  restes  dans  le  même  ordre. 

La  seconde  extension  de  l'indicateur  répond  à  la  solution  du 
problème  suivant  :  Parmi  les  n  termes  consécutifs  d'une  progression 
arithmétique  dont  la  raison  r  est  un  nombre  premier  à  w,  déter- 
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miner  le  nombre  de  ces  termes  qui  ont  avec  n  =  dû  un  plus  grand 
codi viseur  égal  à  o.  Par  des  considérations  analogues  aux  précé- 
dentes, on  peut  remplacer  la  progression  (i)  par  la  suite 

1}        ^t        <3«         •••y        ft  j 

mais  les  termes   dout   il   s'agit  sont  des  multiples  de  o  et  sont 

égaux  à 

t,     lùj     36,     . . . ,     dû. 

♦ 
D'autre   part,   pour  que  le    plus   grand  codiviseur  de  AS  rt 

de  n  =rfo  soit  égal  à  o,  il  faut  et  il  suffit  que  h  et  d  soient  pre- 
miers entre  eux;  par  suite,  le  nombre  demandé  est  égal  au  nombre 
des  termes  de  la  suite 

I)  jty  0>  ...j  Uj 

qui  sont  premiers  à  rf,  c'est-à-dire  égal  à  cp(rf).  Donc,  dans  une 
progression  arithmétique  de  n  termes  consécutifs,  dont  la  raison 
est  un  nombre  premier  à  n,  le  nombre  des  termes  qui  ont  avec 
n  =  do  un  plus  grand  codiviseur  égal  à  3  est  égal  à  V indica- 
teur de  d, 

219.  Indicateur  d'un  produit.  —  Nous  allons  démontrer  directe- 
ment que  l'indicateur  du  produit  de  plusieurs  nombres  premiers 
entre  eux  deux  à  deux  est  égal  au  produit  des  indicateurs  des 
facteurs.  Prenons  d'abord  deux  nombres  p  etgr,  premiers  entre 
eux;  écrivons,  ainsi  qu'il  suit,  les /^qr  premiers  nombres,  et  dési- 
gnons {p  —  i)  par  s  afin  de  simplifier  l'écriture 


I 

2 

h       .. 

q 

y-f-I 

y  -+-2   .  . 

q  -^  h      .  . 

.    q-^q 

2<7  -+- 1 

27  -h  2   . 

iq  -^  h 

.  'iq-\~q 

3<7  -+- 1 

•  •   •  •  •  • 

3<7  -4-  2 

•  ••■••■      •< 

•  •■••••      ■• 

.   3<7-f-/i   .. 

.   37  +  7 

■  ■     ••••    •• 

■  >     ••••••• 

sq  -\-  i       sq  -h  'i      ...       sq  -^  h      ...      sq  -\-  q . 

Pour  que  l'un  des  nombres  de  ce  Tableau  soit  premier  à/?y,  il 
faut  qu'il  soit  séparément  premier  à/?  et  premier  à  q.  Considérons 
une  colonne  verticale  quelconque,  celle  de  rang  h  ;  si  h  est  pre- 
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mîer  à  q^  il  en  est  de  môme  de  tous  les  termes  de  la  colonne,  et 
si  II  n^est  pas  premier  à  </,  aucun  terme  de  cette  colonne  n^est  pre- 
mier à  q.  D^ailleurs  la  première  ligne  horizontale  du  Tableau  con- 
tient ^{q)  nombres  premiers  à  q.  Mais,  chacune  des  colonnes  re> 
présente  p  termes  consécutifs  d^une  progression  arithmétique  de 
raison  q  et  nous  devons  v  choisir  les  nombres  premiers  à  />;  d'a- 
près la  première  extension  de  l'indicateur,  il  y  a,  dans  chacune  de 
ces  colonnes,  'f  (/>)  nombres  premiers  à/?;  mais,  comme  nous  ne 
devons  prendre  que  les  colonnes  dont  le  rang  est  un  nombre  pre- 
mier à  </,  le  nombre  des  termes  du  Tableau  (' K  premiers  ^ pq^  est 
donné  par 

Si  Ton  remplace  q  par  le  produit  qr^  les  nombres/?,  q^  r  étant 
premiers  entre  eux  deux  à  deux,  on  a 

o(p.qr)  r^^t/).).  r^V'"^  ?'/^^?(<7)-?('*)î 

et  cette  démonstration  s'applitjue  à  un  nombre  quelconque  de  fac- 
teurs premiers  entre  eux  deux  à  deux. 

On  retrouve  ainsi  une  seconde  démonstration  de   la   formule 
d'EuLER;  car,  si  Ton  suppose 

n  —  aot^PcT  . . ., 
on  a,  par  ce  qui  précède, 

et  d'ailleurs 
par  suite, 

Considérons  maintenant  deux  nombres  p  et  q,  contenant  les 
mêmes  facteurs  premiers  a,  h,  c,  . . . ,  avec  des  exposants  quelcon- 


(')  On  peut  remplacer,  à  cause  de  la  première  extension  de  l'indicateur,  le 
Tableau  des  pq  premiers  nombres  par  jm/  termes  d'une  progression  arithmétique, 
pourvu  que  sa  raison  soit  un  nombre  premier  à/;çr. 
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((lies,  et  désignons  par  3  le  produit  des  premières  puissances  de 
ces  facteurs.  On  a,  par  la  formule  précédente, 

o.'^(yy)     -r=  p.o{o  ), 
^.'^( pq)  -pq.^io): 


et,  par  suite. 


?(y>7)--?(^'-?WJ--(3^ 


Cette  formule  sVHend  à  deux  nombres  ([uclconques  />,  et  q^  ; 
alors  ô  dési^j^ie  le  produit  des  premières  puissances  des  diviseurs 
premiers  communs  aux  deux  facteurs.  Plus  généralement,  dési- 
gnons par  /?,  f/j  /•,  ...  des  entiers  quelconques  positifs,  par  0|  le 
produit  (les  premières  puissances  de  tous  les  diviseurs  premiers 
communs  à  deux  quelconques,  et  non  à  plus  de  deux,  des  nombres 
donnés  ;  par  02  le  produit  des  premières  puissances  de  tous  les 
diviseurs  premiers  communs  à  trois  quelconques,  et  non  à  plus  de 
trois,  des  nombres  donnés;  et  ainsi  de  suite.  On  a  la  formule  gé- 
nérale 

0,    r   ^*   1*  r  03  p 

o(pqr.  ..)  =  ':>(  p).o{q  ).o(r).  .. ,  — >— r     — r—  — >—      •  •  •• 

D'ailleurs,  puisque,  pour  0  >  i,  l'indicateur  de  0  est  plus  petit 
([ue  ô,  il  en  résulte  que  l'indicateur  d'un  produit  de  plusieurs  fac- 
teurs n'est  jamais  plus  petit  que  le  produit  des  indicateurs  des 
facteurs.  Pour  qu'il  y  ait  égalité,  il  faut  et  il  suffit  que  les  facteurs 
du  produit  soient  premiers  entre  eux  deux  à  deux. 

220.  Somme  des  indicateurs  des  diviseurs  d'un  nombre.  —  Sup- 
posons que  l'on  ait  formé,  dans  l'ordre  croissant,  le  tableau    de 

tous  les  diviseurs 

>       >       j 

I  ,        Ôj,       Ôj,       O3,        ....        /l, 

d'un  nombre  n,  et  désignons  par 

/i,     ilij     df,     6^3,      . . . ,     I, 

les  mêmes  diviseurs  dans  Tordre  décroissant,  de  telle  sorte  que 
l'on  ait 
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les  nombres  dh  et  o^  étant  appelés  diviseurs  conjugués.  Cela  fait, 
partageons  tous  les  nombres  de  la  suite 

(  l)  I,     2,     3 /i, 

en  autant  de  elasses  (pi'il  y  a  de  diviseurs  de  n.  Supposons  que  la 
première  classe  renferme  tous  les  termes  de  la  suite  (i)  qui  sont 
j)reiniers  à  /?;  que  la  seconde  classe  renferme  tous  les  termes  de  la 
suite  avant  avec  n  le  plus  grand  codi viseur  2|  ;  que  la  troisième 
classe  renferme  tous  les  termes  de  la  suite  avant  avec  n  le  plus 
grand  codiviseur  02,  . .  . ,  et  que  la  dernière  classe  contienne  le 
seul  nombre  n  ayant  avec  n  le  plus  grand  codiviseur  /i.  Il  est  évi- 
dent qu^in  nombre  de  la  suite  se  trouve  dans  Tune  des  classes  et 
ne  se  trouve  que  dans  une  seule.  Mais,  d'après  la  seconde  exten- 
sion de  l'indicateur,  les  nombres  des  termes  de  chacune  des  classes 
sont  respectivement 

o(/i).     ':>{dx\     ^Uh) o(i), 

4\'  »^»  »^*  1 

et  Ton  a  celte  proposition,  due  à  Gauss  {Disq.  Arith.,  n**  39)  : 

La  somme  des  indicateurs  de  tous  les  diy^iseurs  d'un  nombre 
est  égale  à  ce  nombre. 

A  cause  de  l'iniporlance  de  la  proposition  précédente,  nous  en 
donnerons  une  seconde  démonstration.  Nous  avons  vu  (n**  207), 
que  Ton    forme  le    tableau   de    tous   les  diviseurs   d'un    nombre 

n  =  a'^b?cy...,  en  prenant  les  différents  termes  du  produit  ABC 

où  l'on  a  posé 

A     -  I  -r-  r/  -i-  a*  -^  . . .  -•   d'^'  -^ . . .  -r-  a^. 
\i  ^.  ,_h/, -^^î_  ...  -^f,^^.,,^b^^ 

C,  —  \  -^  r  -+-  c^  -    .  .  .  -^   r"'  -i- .  .  . -'    c^ 


r\ 


Supposons  ([uc  Tcm  forme  aussi  le  |)roduit  A<  B|  C|  —  dans  lequel 
on  suppose 

Al  —  0(1)  -f-  «i(a  )  -t-. . .—  o(a*')  -T-.  . .  —  Q(a»  ), 

/      V'  /      V  * 

C;  --  ':/Ci  )  -^  o/'c  )  -^  .  .  .  --  o(  r'      -A-  .  .    -^  oic^  ), 
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un  terme  quelconque  du  premier  produit  ABC. . .  a  pour  expres- 
sion 

et  le  terme  correspondant  du  second  produit  A|B|C|.  .  .  a  pour 
expression 

o(««').?(6P').9(cTr')..., 

OU,  par  la  formule  de  l'indicateur  du  produit, 

Par  conséquent,  puisque  le  premier  produit  donne  la  somme  de 
tous  les  diviseurs  de  /i,  le  second  produit  donne  la  somme  de  tous 
les  indicateurs  des  diviseurs  de  n  ;  mais  on  a 

ou,  plus  simplement,  puisque  les  termes  se  déduisent  deux  à  deux, 

donc 

AiBiC,...  =  o*6Pc^...; 

ou,  en  d'autres  termes,  pour  tous  les  diviseurs  5  de  /i, 

Réciproquement ,  toute  fonction  numérique  V,  telle  que  l'on  ait 

2^(5)  =  /*, 

pour  tous  .les  diviseurs  d'un  entier  quelconque  /z,  est  identique  à 

l'indicateur  (n®  214).   En  effet,  si  l'on  suppose  successivement, 

pour  a  premier, 

Al  =  I,  a,  a»,  . ..,  a«, 

on  voit  que,  pour  ces  valeurs  de  n,  les  nombres  V  et  cp  sont  égaux, 
puisque  l'on  ne  détermine  à  chaque  fois  qu'une  seule  valeur  de  ^ 
par  une  formule  linéaire.  Puis,  si  l'on  suppose  successivement, 
pour  a  et  b  premiers, 

n  =  ab,  a^bf  ab*,  a* A*,  a'^,  a'^%  a' A',  . . ., 
E.  L.  —  1.  26 
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on  trouve  encore  V  =  ç  pour  ces  valeurs  de  /i,  et  ainsi  de 
suite. 

2âl.  TrolBième  extension  de  l'indicateur.  —  Désignons  par  W{n'i 
le  nombre  des  entiers  h  de  la  suite 

o,     I,    a.     ....    (/i  —  i), 

tels  que  (A  —  CtK  (h  —  e^),  •  •  . ^ (A  —  Ck)  soient  des  entiers  pre- 
miers à  /i,  en  représentant  par  ei,  €2,  . .  .,  ^a  des  entiers  quel- 
conques. On  a,  pour  deux  nombres  premiers  entre  eux,  p  et  y,  la 
relation 

Cette  relation  se  démontre,  comme  la  formule  de  Tindicateur, 
pour  un  produit  de  deux  facteurs  premiers  entre  eux  ;  d'ailleurs,  la 
fonction  numérique  W  devient  idt^ntiquc  à  Tindicateur  f ,  lorsque 

Ton  suppose  ^i  =  ^2  =  ^t  =  •  •  •  =<?a  =  <>• 

Cela  posé,  soient  «  un  nombre  premier  et  X  le  nombre  des  restes 
différents  de  e« ,  ^a,  .  .  . ,  ^a»  pour  le  module  a  ;  on  trouve  facilement 

\l\a)=a  —  \,        et         ^'(fi^)  -  a^-^ia  —  X). 

Supposons  maintenant /i  =  à^b^c^ . . .  ;  désignons  par)..,  |jl,  v, . . ., 
les  nombres  des  restes  différents  de  la  suite  ^i,  e,,  ^3,  . .  .,  par 
les  modules  respectifs  a,  b,  c,  ...  :  nous  aurons 

ou  encore 

M'(«  )  —   — ,rt  —  X)(6—  ui)(c  —  v) 

^  (lOC ... 


En  supposant  e«  =  <?2  =  ^3  =  •  •  •  =  ^î  et  X  =  [jl  =  v  =-- .  .  .  =  i 
on  retrouve  la  formule  de  l'indicateur. 

Exemple  I.  ■■■-  Trouver  le  nombre  des  termes  de  la  suite 

1.2,     2.3,     3.4j     ...     /i(Ai-f-i). 
qui  sont  premiers  à  n. 
Exemple  II.  —  Trouver  le  nombre  des  termes  de  la  suite 

1.2.3,     2.3.4,     3.4.5 /i(^/    -  i)(n -+-2). 

qui  sont  premiers  à  n. 
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Exemple  III.  —  Trouver  le  nombre  des  termes  de  la  suite  des  triangu- 
laires 

1.2       2.3       3.4                   n(n-J(-\^ 
—  ,     —  ,     —  ,      •  •  •  7     ) 

'117.  '1 

qui  sont  premiers  à  n. 

Exemple  IV,  —  Trouver  le  nombre  des  termes  de  la  suite  des  pyrami- 
daux 

1.9..3       2.3.4       3.4.^  n(n  —  ï)(n  -hi) 

~6~'  ir'   ~6~'   ■■■'  6 ' 

qui  sont  premiers  à  n. 

Exemple  l\  —  Soit  o(a)  le  nombre  des  entiers  non  supérieurs  au 
nombre  a  et  premiers  avec  lui,  et  V(a,  n)  le  nombre  des  entiers  plus 
grands  que  a,  premiers  avec  lui  et  non  supérieurs  à  ai,  on  a  les  formules 

(l)        T('»'*)-^      ^V(2,  71  » -^-.  .  .-f-  ^'(/l,  Aï)  =  ?('2)  -+- o(3)  H-.  .  .-h  o(/l), 
(2;      ^'(l,/l)-+-2T(2,  /l)-+-...-+-(/l— I)  V(/i  —  I,/l) 

=  i[2o(2)-+-3<p(3.»-i-...-^/icp(/i)]. 
En  eiîet,  la  différence 

a  la  valeur  i  ou  o,  suivant  que  a  et  v  sont  ou  ne  sont  pas  premiers  entre 
eux.  Remplaçons  successivement  a  par  1,  2,  ...,  (v  — 1)  et  faisons  la 
somme,  il  vient 

a  =  V  — 1 

en  remplaçant  v  par  2,  3,  4?  •  •  •  <  n,  et  en  faisant  la  somme  des  égalités  obte- 
nues, on  trouve  la  relation  (  1  ).  On  démontre  de  même  la  formule  (2),  en 
observant  que  la  différence 

a  V(  a,  V  )  —  aWiOj^f  —  i) 

prend  la  valeur  a  ou  o,  suivant  que  a  et  v  sont  ou  ne  sont  pas  premiers 
entre  eux  (Nouv.  Corr,  math.,  t.  VI,  p.  267). 


222.  Théorèmes  de  M.  J.  Hammond.  — '  Par  la  notation  e-, 

a 

X 

a 
entier.  Posons 


X 

nous  désignerons  le  nombre  i  on  o,  suivant  que  -  est  ou  n*esl  pas 


X  X  X  X 


(l)  v(j-)=e--h£--H£-r-T-£--T- 

X  X  X 

(2)  a(x^  =  le  - -T-2S  - -h3e  TT-f- . . .  : 
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les  fondions  numériques  v(jr»  el  t<  x)  représentent  respectif* 
ment  le  nombre  el  la  somme  des  diviseurs  de  x,  lorsque  x  déàgi 
un  entier  positif,  et  s'annulent  pour  x  fractionnaire  (*).  Sixc 
égal  au  rapport  de  deux  entiers  positifs,  /i  et  /t?,  nous  oblenoos 

m  j  m         2  m         3//i 

/  n  \  n  n        ^      n 

(4)  7(—    )=£ -2E ^3e^ r-  .  .      , 

^  m  /  m  1  m  3  m 


Nous  avons  encore 


/  n  \        n      n  n        n  n         n 

^    '  ^^mj       mm       im     im       Zm     Zni 

cette  formule  ne  diflere  de  la  précédente  qu*en  ce  que,  dans  <  J 
les  diviseurs  du  nombre  —  »  supposé  entier,  sont  rangés  clans  Tore 
croissant,  et  dans  (j)  suivant  Tordre  décroissant.   D'*aillears 

seconds  membres  de  ces  deux  formules  sont  nuls  pour-^  fractic 

^         m 

naire. 

On  peut  exprimer  l'entier  de  n  par  m,  au  moyen  de  la  formi 

((»)  h  —  =  £ h£ h£ t-...H-e— > 

m  m         m  m  m 


(')  Lorsque  p  ci  g  désignent  deux  entiers  positifs,  on  peut  écrire 

e  ^  =  -    I  -^  ces  -^ h  ces  ^ h  ...  -f-  ces  — ^' ULU  j  • 

7     7  1  '/  7  g         y 


par  suite 


On  a  donc 


p         P"^  n  X         x±a 

7  7  n  a 


—  P  P  o 

e  — -  =  e  -»         e  -  =  I 

7  7  7 


Les  définitions  des  fonctions  v(j7)  et  7(x)  conduisent  aux  fornnules 

^{  —  p)-^ip)^        <»(-/>)  =  '(/>)i 

et  Ton  doit  considérer  les  valeurs  de  v(o)  et  de  9(0)  comme  infinies,  comme  o 
résuite  encore  de  ce  que  tout  diviseur  de  —  />  est  un  diviseur  de  />,  et  que  te 
nombre  est  un  diviseur  de  o. 


4o5 
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puis(|uc  les  e  du  second  membre,  égaux  à  i,  sont  tous  multiples 
de  m  dans  la  suite  des  n  premiers  entiers.  D'autre  part,  tout  en- 
tier positif  n  est  égal  à  la  somme  des  indicateurs  de  ses  diviseurs; 
on  a  donc  la  formule 


(7) 


n  =e  -•<p(i)-f-6  -«©(ajH-e  -.«p(3)-h...: 

12  0 


mais  on  déduit  de  la  relation  (6),  en  remplaçant  n  par  n'=  n  —  i , 


m  m  m 


par  suite,  la  relation  (^)  devient 

/i  =  E  -•9(i)-f-E-*(p('2)-+-E  ô«9(3)-4-. 

1  2  <J 


n 


n 


n' 


E  — '©(n) 


n' 


-E-.ç(i)-E-.o(-2)-Ey.ç(3)-...-E^,.cp(/r). 

En  remplaçant  successivement  n  par  i,  2,  3,  . . . ,  /i,  et  en  fai- 
sant la  somme  des  égalités  obtenues,  il  vient 


n 


i:.  'i 


n 


n 


(8)    -/i(n-4-i)  =  E-.cp(i)-4-E-.o('i)-+-E-.o(3)-f-...-hE-.cp(n). 

Si  Ton  remplace  n  successivement  par  i,  2,  3,  ...,  /i  dans  la 
formule  (7),  on  obtient  un  système  (A)  d'équations  linéaires  qui 
donne 


(9) 


?(n)  = 


1     0 

0 

0 

0 

I 

1     I 

0 

0 

0 

2 

l       0 

I 

0 

0 

3 

1     I 

0 

I 

0 

4 

I       0 

0 

0 

I 

.     5 

1     1 

1 

0 

0 

.     6 

•  • 

•  • 

• 

• 
• 

• 
• 

• 
• 

On  exprime  ainsi   ^(n)   par  un  déterminant  d'ordre  n  dans 
lequel  la  dernière  colonne  contient  les  n  premiers  entiers;  dans 

les  (n —  i)  premières  colonnes,  tout  élément  a'  est  égal  à  e-» 

c'est-à-dire  à  1  ou  à  o,  suivant  que  /•  est  ou  n'est  pas  divisible 
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par  5.  Ainsi,  la  colonne  de  rang  s  se  compose  de  (s —  i)  zéros, 
suivis  de  i,  autant  de  fois  que  possible. 
De  même,  la  formule  (8)  donne 


(lO) 


«p(n)  = 


1  ()  o  o  o 

2  I  O  O  O 

3  I  I  O  O 

4  2  I  I  o 

5  2  I  I  I 

6  3  2  I  I 


I 
3 
6 

lO 

i5 

21 


La  dernière  colonne  contient  les  n  premiers  triangulaires  ;  pour 
les  autres,  la  colonne  de  rang  s  se  compose  d'abord  de  (^  —  i)  zéros, 
puis  de  s  éléments  égaux  à  i,  puis  à  2,  à  3,  ...,  aussi  loin  que 
possible.  D'ailleurs,  le  déterminant  (lo)  se  déduit  du  déterminant 
(9)  en  ajoutant  aux  éléments  d'une  ligne  de  celui-ci  tous  les  élé- 
ments des  lignes  précédentes. 

Exemple  I.  —  Démontrer  la  formule 


V  I  ^  ).oi/i). 


Il  suffit  de  multiplier  respectivement  les  équations  du  système  (A),  dé- 
duit delà  formule  (7),  par 


n 

t  -y 
I 


n 
2 


n 


n 
n 


et  d'ajouter  en  tenant  compte  des  relations  (2)  et  (3) 
Exemple  II,  —  Démontrer  la  formule 


,iv(Ai)z=cr(^^j.9(i)-a(^^j.o(2)-+-  cj(^^j.'i(3 


)-f 


Il  suffit  de  multiplier  respectivement  les  équations  du  système  (A)  par 


n  ^  n       n     n 
-  e  ->      —  s  -j 
II        22 


n     n 
3  '  3  ' 


et  (l'ajouter  en  tenant  compte  des  relations  (1)  et  (5). 

223.  Théorème  de  Smith.  —  Ce  théorème  donne  l'expression 
du  produit  des  indicateurs  des  n  premiers  entiers  par  un  détermi- 
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liant  du  /i^^"®  ordre,  dont  tous  les  éléments,  tels  que  D'  sont  les 
plus  grands  codiviseurs  des  deux  indices  r  et  5  de  l'élément  con- 
sidéré. En  d'autres  termes,  si  Df.  désigne  le  plus  grand  codivi- 
seur  de  r  et  de  5,  on  a 

(i)  2diD}D|...DJ  =o(i).o(2)...ç>(/i). 

On  en  déduit  la  valeur  de  'f  (/^  comme  le  quotient  de  deux  dé- 
terminants d'ordres  /i  et  (/i  —  i). 

La  démonstration  de  ce  théorème  repose  sur  les  propriétés 
d'une  fonction  numérique  à  deux  Indices  qui  possède  des  pro- 
priétés analogues  à  celles  de  l'indicateur.  Si  l'on  suppose 

n  =  a*6?cY  . . .  /^, 
on  peut  écrire  l'expression  de  'f(n)  sous  la  forme 

En  effectuant  les  produits  du  second  membre  dans  l'ordre  habi- 
tuel (n°  67),  nous  désignerons  le  développement  par 

12)  9 (  n  )  —  AJi  —  n, -f-  AI3  —  /iv  4- . . .  -h  ris-i  —  n,  ; 

s  représente  le  nombre  des  termes  du  développement,  qui  est 
égal  à  une  puissance  de  2,  dont  l'exposant  renferme  autant  d'unités 
(jue  n  renferme  de  facteurs  premiers  différents.  Les  nombres  /?«, 
/?2»  .  . . ,  /2j  ne  représentent  pas  tous  les  diviseurs  de  n,  mais  ne  re- 
présentent que  ceux  qui  sont  des  multiples  du  quotient  de  n  par 
abc..,l\  d'ailleurs  nx^=^  n. 

Cela  posé,  considérons  la  fonction  numérique  |jl(/î,^),  dans 
laquelle  z  désigne  un  entier  positif  et  arbitraire,  et  n  un  entier 
donné, 

(  3  )  fi(/i,  ;:  )  -  D=.  —  Df,.  4-  D=,  -  ...  -  DJ,  ; 

nous  allons  démontrer  que  la  Jonction  de  Smith  possède  une 
propriété  analogue  à  celle  du  produit  des  indicateurs.  En  d'aulres 
termes,  si  n  est  le  produit  de  deux  nombres  p  et  q^  premiers 
entre  eux,  on  a,  quelle  que  soit  la  valeur  de  l'entier  z, 

(4)  f^(/>,-).(j.(7,iï)=  \L(n,z), 
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En  effet,  on  a,  d'après  (2), 

o(/>)=/>i  —  />ï-4-/>î  — />*"+-         , 

?(y)  =  ^1  — ^î  +  ^j— ^k-<- •     ' 

ç(n  )=  /Il  —  Alj-h/lj —  /14-f-  ... 

mais,  d'autre  pari,  puisque  n=pqy  on  a  Tidentité 

Ainsi,  tout  nombre  rii  est  le  produit  de  deux  nombres  pj  et  qk, 
premiers  entre  eux,  comme  diviseurs  de  deux  nombres  premiers 
entre  eux;  par  suite, 

Si  Ton  fait  la  somme  de  toutes  les  égalités  analogues  à  la  pré- 
cédente, après  avoir  multiplié  les  deux  membres  de  celle-ci  par 
( —  i)"!,  on  trouve  précisément  la  formule  (3). 

La  fonction  [x(/i,  .5)  de  Smith  est  égale  à  r indicateur  de  n 
ou  à  zéro,  suivant  que  n  est  ou  rHest  pas  un  diviseur  de  z.  En 
effet,  supposons  d'abord  que  a'^  soit  un  diviseur  de  Z]  alors,  il  en 
est  de  même  de  a*~*  ;  on  a  donc,  par  définition, 

supposons  maintenant  /i  =  a*6PcT.../^,  il  résulte,  par  la  for- 
mule (4), 

jx(/l,-5)  =0(/l). 

Supposons  que  a^  ne  soit  pas  un  diviseur  de  .s;  on  aura 

z  =  a^'z',        avec        a'  <  a, 

el,  de  plus,  a  et  2'  premiers  entre  eux.  On  a,  par  définition, 

mais  le  plus  grand  codiviseur  de  a*  et  de  z  est  égal  au  plus 
grand  codiviseur  de  a*  et  de  a**',  c'est-à-dire  à  a^';  il  en  est  de 
même  pour  le  plus  grand  codiviseur  de  a*~  *  et  de  ^;  par  suite, 
si  a*  ne  divise  pas  .3,  on  a 

li{a^,z)  =  o. 


CUAPITRE    XXII.    —    DE    L*  INDICAT  E  U  R.  409 

Désignons  par  Ç(/î)  le  déterminant  de  Smith,  défini  par 

Ç(,i)  =  £±D}D|...D2; 

ajoutons  à  la  dernière  ligne,  ou  de  rang  /î  =  /i|,  les  lignes  de 
rangs  n^^  n^,  . .. ,  n,_i,  et  retranchons-en  les  lignes  de  rangs  ^2, 
n^.  . . . ,  ns]  la  dernière  ligne  de  ^{n)  deviendra 

(ji(/i,  I),     (Ji(n,2),     ...,     (i(/i, /i  — 0,     (Ji(/i,  n), 

ou,  par  suite  des  propriétés  démontrées  ci-dessus, 

o,    o,     ...,    o,    «p(/i). 

On  a  donc  la  formule  de  récurrence 


d'où  l'on  tire 


Ç(/i.)  =  9(/i).Ç(/i-i) 


Ç(/l)  =  0(/l).0(/l—  i;.cp(/l  —  2). 


.0('2).0(l). 

C.   Q.    F.    D. 


Le  déterminant  de  Smith  a  la  forme  suivante 


I 

1 

1 

I 

1 

1 

î 

a 

I 

2 

1 

2 

I 

1 

3 

I 

I 

3 

1 

2 

I 

4 

I 

2 

1 

I 

I 

I 

5 

1 

i 

2 

3 

2 

1 

6 

n 


Le  déterminant  est  symétrique;  les  (p  —  i)  premiers  éléments 
de  la  ^7»«^™e  rangée  sont  respectivement  égaux  aux  éléments  de  la 
seconde  diagonale,  de  rang  (/?  —  i),  ainsi  que  nous  l'avons  figuré 
en  caractères  gras.  En  effet,  le  plus  grand  codiviseur  de  ^  et  de  gr 

est  égal  au  plus  grand  codiviseur  de  (p  —  q)  et  de  q. 

• 

Le  théorème  de  Smith  a  été  publié  dans  les  Proceedings  of  the  LondorC $ 
Mathenxatical  Society  (vol.  VII,  mai  1876).  Il  a  été  généralisé  par  M.  Man- 
siox,  dans  le  Messenger  of  Mat  hématies  (octobre  1877),  et  dans  le  tome  II 
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(les  Annales  de  la  Société  scientifique  de  Bruxelles.  Quant  aux  for- 
mules de  M.  HAMMONDf  du  numéro  précédent,  elles  sont  inédites  et  nous 
ont  été  communiquées  par  M.  Sylvester. 

Les  déterminants  de  Smith  et  de  M.  Hammond  sont  très  curieux;  mais 
nous  devons  faire  observer  qu*ils  supposent,  non  seulement  la  décomposi- 
tion de  n  en  facteurs  premiers,  mais  aussi  celle  de  tous  les  entiers,  jus- 
qu'à n.  C'est  donc,  en  quelque  sorte,  le  Crible  ^'Eratostuèxe  transformé 
en  déterminant. 

Exemple  1.  —  Si  tous  les  éléments  d'un  déterminant  à  n  rangées  sont 
égaux  à  I,  en  exceptant  ceux  de  la  diagonale,  pour  lesquels  a^  désigne  le 
nombre  <Ies  diviseurs  de  /?,  la   valeur  du  déterminant  est    i. 

(Mansion.) 

Exemple  II.  —  Le  déterminant  à  n  rangées,  dans  lequel  chaque  élé- 
ment est  égal  à  I  ou  à  o,  suivant  que  le  plus  grand  codiviseur  des  deux 
indices  est  ou  n'est  pas  un  carré  parfait,  a  pour  valeur 

on  supposant  que  a>6PcT  . . .  /^  représente  la  décomposition  de  la  facto- 
riclle  n\  en  ses  facteurs  premiers.  (Cesaro.) 

2!24.  Formules  de  Ijegendre.  —  Ces  formules  ont  pour  but  de 
déterminer  le  nombre  des  entiers  jusqu'à  n,  qui  ne  sont  pas 
divisibles  par  des  nombres  premiers  donnés 

inégaux  deux  à  deux,  dont  le  produit  p  surpasse  n. 

En  désignant  par  À,,  le  nombre  cherché,  et  en  appliquant  le 
théorème  sur  les  entiers  approchés,  à  une  unité  près,  par  défaut. 

E-         E^ 
au  b  a 

on  démontre  par  un  procédé  semblable  à  celui  qui  a  servi  à  établir 
la  formule  d'EuLER  (n*  216) 


..=„-2'=î-2:=;^-2:^â 


abc 


On  trouve  de  même  le  nombre  \in-%.  des  nombres  impairs,  jus- 
qu'à (2/1  —  I  ),  qui  ne  sont  pas  divisibles  par  des  nombres  premiers 
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inégaux  deux  à  deux,  dont  le  produit  p  surpasse  (2/1  —  1).  On  a 
la  formule 


Atn^l  -^ 


n-^\{n  —  \)       v^  ^  «  -i-  i  ( rtô  -   1  » 


^in-l 


=  „_2E'L^lllîilli»-.y  E 


ab 


Plus  généralement,  considérons  les  n  premiers  termes  d'une 
progression  aritliméti(|ue 

A  — B,     2A  — B,     3\— B /lA— B, 

dans  laquelle  on  suppose  A  et  B  premiers  entre  eux  et  B  <<  A. 
Désignons  par  x^  le  plus  petit  entier  positif  qui  rend  {S.x  —  B) 
divisible  par  le  nombre  premier  a\  désignons  par  x^i  le  plus  petil 
positif  qui  rend  (Ajc  —  B)  divisible  par  le  produit  ah  de  deux 
nombres  premiers  inégaux,  et  ainsi  de  suite.  Le  nombre  des 
termes  de  la  progression  donnée,  qui  ne  sont  pas  divisibles  par 
des  nombres  premiers,  inégaux  deux  à  deux,  dont  le  produit  sur- 
passe {nk.  —  B),  est  donné  par  l'expression 

„  _  y  E  ^-±  "--^1  +  y  E  '-i-  -  '%-  ^'  _ . . . . 

^  a  Jmà  ab 

On  peut  supposer,  dans  les  formules  précédentes,  que  «,  6, 
r;,  ...,/?,  représentent  l'ensemble  des  nombres  premiers  j usqu'à  p^ 
en  supposant  que  le  carré  du  dernier  nombre  premier />  de  cette 
suite  ne  surpasse  pas  le  dernier  terme  /?,  (2/?  —  i),ou^A/i  —  B),de 
la  progression  donnée.  On  obtient  alors  le  nombre  des  termes  pre- 
miers que  renferme  celte  progression  et  ainsi  ,  par  exemple,  la 
totalité  des  nombres  premiers  jusqu'à  n  ou  jusqu'à  (2/?  —  1). 

Ces  formules  ont  été  obtenues  par  Legkjvdre,  mais  elles  ont  été 
jusqu'ici  de  peu  d'utilité,  à  cause  de  la  longueur  des  calculs.  Ce- 
pendant Piauiion  de  Mond^lsir  est  parvenu,  en  les  transformant, 
à  calculer  le  nombre  des  nombres  premiers  qui  ne  surpassent  pas 
1000000  (voir  les  Comptes  rendus  de  V Association  française 
au  Congrès  du  Havre,  187^).  D'autre  part,  iM.  Sylvester  vient 
de  me  communiquer  la  formule  suivante  : 

Si  Ton  représente  par  H  -  le  nombre  -  lorsque  sa  partie  frac- 
tionnaire est-»  et  V  entier  le  plus  approché  de  -  dans  les  autres 


7.  X  ^    M  ^ 
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cas;  si  l'on  désigne  par  a,  b,  c,  . . ., p,  tous  les  nombres  |)remiers 
de  2  k  pf  en  supposant  que  p^  ne  surpasse  pas  un  nombre  pair 
donné  2/1,  la  totalité  des  nombres  premiers  plus  grands  que  n  et 
plus  petits  que  2/1  est  donnée  par  Tentier  de 


„_2i.^^2"^*-i;"^ 


abc 
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LES    RESTES. 


225.  Propriétés  des  congruences  relativement  à  la  division.  — 
Nous  avons  exposé  précède iiimcnl  (n°*  32,  33  et  34)  les  propriétés 
fondamentales  des  congruences  dans  leurs  rapports  avec  l^addilion 
et  la  multiplication;  mais  ces  diverses  propositions  ne  s'appliquent 
à  la  division  qu'avec  certaines  restrictions. 


Théorème  I.  —  Si  deux  nombres  sont  congrus  pour  un  mo- 
dulcy  ils  sont  congrus  pour  un  dixiseur  quelconque  du  module. 
En  effet,  la  différence  de  ces  deux  nombres  est,  par  hypothèse,  un 
multiple  du  module,  et,  par  suite,  un  multiple  de  l'un  de  ses  divi- 
seurs. Mais  la  proposition  réciproque  de  ce  théorème  n'a  pas  lieu. 

Théorème  11.  —  Si  deux  nombres  sont  congrus  pour  des  mo- 
dules différents,  ils  sont  congrus,  pour  un  module  égal  au  plus 
petit  comultiple  des  modules  donnes.  En  effet,  si  deux  nombres 
sont  congrus  pour  divers  modules,  leur  différence  est  un  multiple 
de  ces  modules  et,  par  conséquent,  un  multiple  de  leur  plus  petit 
comultiple. 

En  particulier,  deux  nombres  congrus  pour  différents  modules, 
premiers  entre  eux  deux  à  deux,  sont  congrus  pour  le  produit  des 
modules. 

Théorème  III.  —  Lorsque  les  deux  membres  d^une  con- 
gruence  sont  des  multiples  d'un  entier  premier  au  module,  on 
obtient  une  congruence  équivalente  en  divisant  les  deux  mem- 
bres par  cet  entier.  En  effet,  soit,  pour  un  module  quelconque  m, 

ca  ^i^cb         (  mod.  /?i). 

et  c  premier  à  m;  par  hypothèse,  la  différence  c(a  —  b)  est  divi- 
sible par  m,  et  puisque  m  est  premier  à  c,  il  en  résulte,  par  le 
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Par  conséquent,  si  a  et  m  sont  premiers  entre  eux,  la  forme 
linéaire  {ax  -h  h)  enf^endre  un  système  complet  de  restes  pour  le 
module  m ,  lorsque  Von  y  remplace  successivement  x  par  les 
restes  dUtn  système  complet, 

227.  Nombres  associés  à  1  pour  le  modale  m.  —  En  particulier, 
si  l'on  considère  les  restes  par  m  des  (m  —  i)  termes  de  la  suite 

rt,     aa,     3ûr (m  — i)a, 

dans  laquelle  on  suppose  a  et  m  premiers  entre  eux  et  a  <;  /«, 
il  existe  toujours  un  terme  aa  de  cette  progression,  et  un  seul, 
qui  donne  i  pour  reste.  On  dit  alors  que  les  nombres  a  et  a 
sont  associés  à  i  pour  ce  module  i  '  )  :  d'ailleurs,  si  a  et  m  ne 
sont  pas  premiers  entre  eux,  le  terme  a%  ne  peut  donner  i  pour 
reste. 

Pour  un  module  premier  p,  un  entier ^  autre  que  i,  ou 
(p  —  i),  ne  peut  être  égal  à  son  associé.  En  effet,  lorsque  l'on 
suppose  a  =  OL,  on  en  déduit  que  (a^ —  i),  ou  que  le  produit 

{a  -f-i)(rt  —  i) 

est  divisible  par/?;  par  suite,  p  étant  premier  divise  (a-j-  i)  ou 
(a  —  i)  et  l'on  en  tire  a  =  i,  ou  a  =:  [p  —  i). 

Lorsque  le  module  est  composé,  l'élude  des  nombres  égaux  à 
leurs  associés  est  importante  en  Arithmétique,  utile  dans  les  ap- 
plications industrielles.  Elle  sera  l'objet  de  développements  ultcy 
rieurs,  aux  Chapitres  sur  les  Résidus  quadratiques  et  sur  les  Lois 
arithmétiques  du  Tissage. 

La  notion  des  nombres  associés  ramène  l'étude  des  diviseurs  de 
la  forme  (x'^zhy")  à  ceux  de  la  forme  (5''±:  i).  En  effet,  en  suppri- 
mant d'abord  les  codiviseurs  de  x  et  dey,  on  peut  supposer  xely 
premiers  entre  eux.  Par  conséquent,  si  un  nombre  quelconque  d 
divise  {x"zhy'^)j  ce  nombre  est  premier  à  :r  et  à  ^  ;  désignons 
par  p  l'associé  dey  pour  le  module  rf,  nous  aurons 

P«(a:«±7'»)  =  (3a:)«dbi         {mod.d), 
(•)  Gadss,  Disq.  Arith.,  n»  77. 
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et,  si  l'on  d(^sîgne  par  z  le  reste  de  la  division  de  ^x  par  d,  on 
voit  que  d  divise  (z^zhi). 

Plus  généralement,  loul  diviseur  d'une  forme  homogène 
/(x,  y)^  dans  laquelle  on  suppose  x  et  y  premiers  entre  eux, 
est  un  diviseur  de  la  forme  J{z^  i).  D'ailleurs,  cette  propriété 
s'applique  aux  formes  homogènes  contenant  un  nombre  quelconque 
de  variables. 

Enfin,  nous  observerons  que,  pour  un  module  m,  au  lieu  d'asso- 
cier à  I  les  nombres  premiers  au  module,  on  peut  les  associer  à 
l'un  quelconque  D  des  ^(/w)  nombres  entiers,  premiers  et  infé- 
rieurs au  module.  Par  conséquent,  si  a  et  D  sont  deux  nombres 
inférieurs  et  premiers  au  module  /w,  on  peut  toujours  trouver  un 
nombre  a,  et  un  seul,  compris  entre  o  et  /??,  tel  que  l'on  ait 

aa=n=  D        (mod.m); 
cette  remarque  sera  utilisée  plus  lard. 

228.  Restes  du  triangle  arithmétique.  —  Il  est  utile  de  connaître, 
dans  un  très  grand  nombre  de  questions,  les  restes  des  termes  du 
triangle  arithmétique  par  un  module  premier  (*).  On  a  d'abord  la 
proposition  suivante  :  Si  p  est  un  nombre  premier,  les  coeffi- 
cients de  la  puissance  du  binôme  d'exposant  p  sont  divisibles 
par  /?,  en  exceptant  les  coefficients  extrêmes  qui  sont  égaux 
d  I.  En  effet,  soit  le  nombre  entier,  on  a 

rn       P^P  —  li... (/>  —  </  -^»\ 

'  1  .  7. .  3 ...  y 

lorsque  q  est  compris  entre  o  et  />,  le  module />  est  premier  à  i ,  2, 
3,  .  .  .,  y,  et,  par  suite,  k  q\.  Donc  cette  factorielle  divise  le  pro- 
duit {p  —  i)(/?  —  1). .  ,{p  —  <7-|-i),  et  Ton  a 

G^— o         (mod./>). 


(*)  Dans  son  Mémoire  sur  la  théorie  des  nombres,  présenlé  à  rAcadémie  des 
Sciences  le  3i  mai  i83o,  Cauchy  indique  différenls  procédéà  pour  simplifier  le 
calcul  des  restes  du  triangle  arithmétique  (p.  233-34^t)*  —  ^'^ir  une  addition  à 
la  fin  du  volume. 

E.  L.  —  I.  27 
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Prenons,  par  exemple,  /?  =  5,  et  construisons  le  triangle  arith- 
métique, en  supprimant  les  multiples  de  5;  nous  avons  alors  le 
Tableau  précédent,  dans  lequel  chaque  rectangle  représente  les  cinq 
premières  lignes  du  triangle  arithmétique  ;  les  zéros  sont  remplacés 
par  des  points,  et  les  termes  de  chacun  des  rectangles  sont  multi- 
pliés respectivement  par  des  nombres,  représentés  en  gros  carac- 
tères dans  chaque  coin  supérieur  à  droite;  ces  nombres  repro- 
duisent eux-mêmes  les  cinq  premières  lignes  du  triangle  de  Pascal. 
On  a  donc,  en  général,  pour  le  nombre  premier/?, 

en  désignant  par  m^  et  /i|  les  quotients  approchés  par  défaut  dans 
la  division  de  m  et  de  /i  par/?,  et  par  |jL|  et  Vf  les  restes  positifs. 
On  a,  de  même,  en  désignant  par  m^  et  n^  les  quotients  approchés 
de  mi  et  de  n^  et  par  [Xj  et  Vj  les  restes  par />, 

En  remplaçant  successivement  C^'^,  Cj;,,  . . . ,  on  a  donc 

c«EEHc;;',c;t;c;;j...     (mod./>). 

Par  cette  formule,  on  ramène  le  problème  de  trouver  le  reste 
de  Cj,par/>,  à  celui  de  trouver  les  restes  de  nombres  CJJ^,  dans  les- 
quels jjL  et  V  sont  plus  petits  que  p.  D'ailleurs  le  reste  est  nul,  si 
Fun  des  nombres  v  est  plus  grand  que  le  [x  correspondant.  En  par- 
ticulier, si  m  et  /i  sont  divisibles  par/?,  on  a 

GS^E^C;;»,        (mod./)); 

si  m  est  divisible  par  /?,  et  si  n  ne  l'est  pas, 

Cjj^o       (mod./>). 

Lorsque  l'on  a  remplacé  C^  et  CjJ.,  où  [jl  et  v  désignent  des  nom- 
bres plus  petits  que  /?,  on  peut  encore  remplacer  [jl  par  son  reste 
minimum  suivant  le  module  p.  En  effet,  si  l'on  écrit  la  /?»^™«  ligne 
du  triangle  arithmétique  en  supprimant  les  multiples  de  />, 


I,    o,     o,     o,     . . . ,    o 


> 
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Cl  si  Ton  forme  le  triangle  arithmétique  de  bas  en  haut  (n**  12),  on 
trouve  facilement,  en  supposant  que  l'indice  supérieur  de  C  soit 
plus  petit  que  Tindice  inférieur, 

CJ  i  =  (— i;"  (moâ.p), 

C;_,  "  (— i;"^-^^  {mod.p\ 

^-        '             (/i  —  lU/i  -i-a>      ,        .      ^ 
CJ_,  — (—!)'• (mod.p). 

Ainsi  on  a  les  théon  mes  suivants  : 

Si  p  est  un  nombre  premier ^  les  coejfficients  de  la  puissance 
du  binôme  d^ exposant  {p  —  i)  sont  alternatixement  congrus  à 
-f-  I  et  il  —  i  pour  le  module  p. 

Les  coefficients  de  la  puissance  d^ exposant  (p  —  2)  sont  res- 
pect ii-ement  congrus  à  la  suite  alternée  des  {p  —  i)  premiers 
nombres  entiers. 

Les  coejfficients  de  la  puissance  d'exposant  {p  —  3)  sont  res- 
pectii'cment  congrus  à  la  suite  alternée  des  (/>  —  2)  premiers 
nom  bres  triangu  la  ires . 

Et  ainsi  de  suite. 

Exemple  I.  —  Pour  que  tous  les  termes  d'une  ligne*du  triangle  arithmé- 
tique soient  impair?*,  il  faut  et  il  suffit  que  le  rang  de  cette  ligne  soit  une 
puissance  de  2,  diminuée  de  i. 

Exempte  II.  —  Trouver  la  condition  pour  que  le  produit  des  terme* 
d'une  ligne  du  triangle  arithmétique  no  soit  pas  divisible  par  un  nombre 
premier  />,  et  calculer  le  reste  <lu  produit  par  p. 

Exempte  III.  —  Trouver  les  restes  des  termes  d'une  ligne  du  triangle 
aritlimétique  par  un  module  égal  à  la  puissance  d'un  nombre  prenaier. 

229.  Théorème  de  Fermât.  —  Nous  avons  vu  (n^*  27)  que  si  a 
désigne  un  entier  quelconque,  la  diflTérence  {a^  —  a)  est  divisible 
par  10  cl,  par  conséquent,  par  5.  En  général,  on  a  le  théorème  sui- 
vant : 

Si  l'on  désigne  par  p  un  nombre  premier  quelconque,  et 
par  a  un  nombre  entier  quelconque,  la  différence {aP —  a)  est 
un  multiple  de  p. 
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Ënd^autres  termes,  dans  un  système  de  numération  dont  la  base 
est  un  nombre  premier  /?,  les  puissances  d'exposants  i  et  p  d'un 
nombre  quelconque,  sont  terminées  par  le  même  chiffre. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  on  remarque  d'abord  que  la  diffé- 
rence {aP —  a)  est  un  multiple  de  /?,  quelle  que  soit  la  valeur  du 
nombre  premier  /?,  pour  a  =  o  et  pour  a  =:  i.  Il  suffit  donc  de 
faire  voir  que,  en  admettant  la  proposition  pour  une  valeur  don- 
née a,  elle  a  lieu  encore  lorsque  Ton  augmente  a  de  i.  Mais  on  a, 
d'après  le  numéro  précédent, 

et,  par  suite,  en  retranchant  (r/  +  i)  des  deux  membres, 

(rt-hi)'* — (a -h  i)=  a/'— a         (mod./?). 

Puisque  le  second  membre  est  divisible  parjr>,  il  en  est  de  même 
du  premier.  Donc  la  proposition  est  générale  et  subsiste  pour  les 
valeurs  négatives  de  a. 

On  énonce  encore  sous  une  forme  différente  leithéorèmc  précé- 
dent : 

Si  p  désigne  un  nombre  premier  et  a  un  nombre  quelconque 
non  divisible  par  p,  la  différence  {aP~* —  i)  est  un  multiple 
de  p. 

En  effet,  on  a 

aP—  a  =  a{aP-^~  i); 

donc/}  divise  le  second  membre;  mais  p  et  a  sont  premiers  entre 
eux,  puisque/?  est  un  nombre  premier  qui  ne  divise  pas  a;  Aonc p 
divise  l'autre  facteur  du  second  membre.  Ainsi 

aP-^  ^  I        (mod./>). 

Ce  théorème,  remarquable  par  son  élégance  et  par  son  utilité, 
est  le  théorème  fondamental  de  TArithmétique  supérieure.  Il  a  été 
énoncé  par  Fermât  qui  n'en  a  pas  donné  de  démonstration,  bien 
qu'il  ait  assuré  qu'il  l'avait  trouvée.  Euler  en  a  publié  la  première 
démonstration  conforme  à  la  précédente. 

La  démonstration  d'EuLER  a  été  publiée  sous  le  titre  Theoremata 
Arith,   nova    meth,  demonstr,    dans  les   Comm.  nov»  Acad,  Petrop. 
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(t.  VIII,  p.  74).  Antérieurement,  Euler  n'était  pas  encore  arrivé  au  ré- 
sultat {Conim.  Petrop.,  t.  VI,  p.  io6).  Dans  la  fameuse  discussion  entre 
Maupertuis  et  Komg  sur  le  principe  de  la  moindre  action,  celui-ci  assura 
qu'il  avait  entre  les  mains  un  manuscrit  autographe  de  Leibniz  qui  conte- 
nait une  démonstration  de  ce  théorème,  conforme  à  celle  d'EuLER  (Apptl 
au  public,  p.  io6  ).  «  Quoique  nous  ne  voulions  pas  refuser  de  croire  à  ce  té- 
moignage, dit  Gauss  (Disq.  Arithm,,  n°  50),  il  est  sûr  cependant  que  Leibniz 
n'a  jamais  publié  sa  démonstration.  »  Voir  l'Histoire  de  l'Académie  de 
Berlin  (lySo,  p.  i3o),  et  la  démonstration  de  Lambert  dans  les  Acta  Eru- 
ditorum  (1769,  p.  109).  Pour  nous,  il  nous  parait  impossible  d'admettre 
que  cette  démonstration,  si  simple  et  si  naturelle,  trouvée  par  Leibniz. 
EiLER  et  Lambert  n'ait  pu  être  imaginée  par  Fermât  qui  a  non  seulement 
énoncé  le  théorème,  mais  en  a  déduit  de  nombreux  corollaires  dont  l'exac- 
titude a  été  démontrée. 

On  peut  donner  du  ihéorùmc  de  F'ermat  une  autre  démonstra- 
tion qui  diffère  peu  de  la  précédente,  mais  qui  conduit  à  une  for- 
mule utile  pour  d'autres  recherches.  En  tenant  compte  des  con- 
gruences  du  triangle  arithmétique,  on  a,  pour/D  premier, 

(a-h  ù)f'  ^aP-hùP       (mod.p); 

en  remplaçant  b  par  (6  -h  c), 

(rt  -\-  b-r-c)!':^  aP-T-{b-\-c)/'        (mod./?), 

ou,  en  développant  (6  -h  c)p^ 

{a -h  b  ^c)P  îBaP-^  bP-^  cl'        (mod./?), 

et  ainsi  de  suite,  de  telle  sorte  qu'on  a  la  formide  (*) 

{a  -.-  b  -hc  -i-. .  .^  l)P  ^  aP-{-  bP-T-cP-T-. .  ,-h  iP        (mod.p). 

En  supposant  a=b  =  c=...=l=^i^  et  ces  unités  en 
nombre  quelconque,  on  retrouve  le  théorème  en  question. 

Exemple  I.  —  Vérifier  la  congruence 

23:.73-i  ^  .  j         (mod.  37.73). 


On  a  d'abord 


a36  —  I         (mod.  37), 
2®    -I  I         (mod.  73), 


(')  On  peut  encore  obtenir  cette  formule,  ainsi  que  Tu  fait  Gauss  {Disq.  Arithm., 
n<*51),  par  le  développement  de  la  puissance  d'exposant  p  du  polynôme 

{a  -r-b-h  c-\-...-h  l). 


CHAPITRE    XXIII.    —    LES   RESTES.  4^^ 

et,  par  suite, 

mais  les  modules  87  et  78  sont  premiers  entre  eux,  on  a  donc 

2*8  =  1         (mod.  37.73); 

et,  en  élevant  à  la  puissance  d'exposant  75  les  deux  membres  de  la  con- 
gruence  précédente,  il  vient,  puisque  37.73  =  36.75  -ht, 

^87.73-1  =:.i         (mod.  37.73). 

Cette  congruence  montre  que  le  théorème  de  Fermât  peut  s'appliquer  à 
des  nombres  composés  et  que,  par  conséquent,  il  n'a'  pas  de  réciproque. 
Nous  montrerons  cependant  que  l'on  peut,  avec  certaines  restrictions, 
donner  un  énoncé  qui  constitue  la  proposition  réciproque  du  théorème  de 
Fermât  (n«  240). 

Il  arrive,  mais  dans  des  cas  assez  rares,  que  {aP-^  —  1)  soit  divisible,  non 
seulement  par  p,  mais  aussi  par/??  ;  ainsi  (3*<>—  i)  est  divisible  par  ii*.  Pour 
a  =  10,  le  nombre  (io> —  i)  est  non  seulement  divisible  par  3,  mais  aussi  par 
3*.  On  a  encore  vérifié  que,  pour  a  =  10  et/>  premier  inférieur  à  1000,  il 
n'existe  qu'une  seule  autre  valeur  du  nombre  premier/),  telle  que  l'on  ait 

loP-^  —  I         (mod.  />»); 

cette  valeur  exceptionnelle  esc  p  =  487  =  2.3*-f-i.  Ceci  montre  qu'il  ne 
faut  pas  toujours  se  hâter  de  conclure  par  induction  dans  l'étude  des  pro~ 
priétés  des  nombres. 

Exemple  IL  —  Démontrer  que  le  quotient  de  [ip-^ —  1)  par  le  nombre 
premier/)  n'est  un  carré  que  pour/?  =  2,  3,  7. 

En  effet,  pour  p  impair  et  égal  à  (2^  + 1),  on  déduit 

(2^—  i)  (27-1-  I)  =/)a7'  ; 

par  suite,  puisque  les  facteurs  du  premier  membre  sont  premiers  entre  eux. 

l'un  d'eux  est  un  carré  impair  et  l'autre  le  produit  par  p  d'un  carré  impair; 

donc 

29  =  ^2  r=  I  ; 

mais,  en  prenant  le  signe  +,  l'équation  possible  pour  q  =  i  est  impossible 
pour  7  >  I,  puisque  le  second  membre  est  --^  2  (mod.  8).  D'autre  part,  en 
prenant  le  signe  — ,  on  a 

2*7  =  (^-+-l)(j'  — l), 

et,  par  suite, 

7±:i  =  2. 

Exemple III. —  Existe-t-il  un  nombre  premier/?,  tel  que  (2^*"* —  i)  soit 
divisible  par/>*? 
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Exemple  IV.  —  Si  a  est  un  entier  non  divisible  par  le  nombre  pre- 
mier />,  on  a  la  congruence  des  indicateurs 

9(a/>)  =  ç)(a)        (mod./>), 

analogue  à  celle  de  Fermât. 

Exemple  V.  —  Restes  des  nombres  parfaits  pairs,  —  Nous  avons  vu 
que  tous  les  nombres  parfaits  pairs  sont  choisis  parmi  les  nombres  (n**208) 

Cp  =  •2/*-i(>iA»  — i), 

dans  lesquels  le  second  facteur  est  premier;  par  conséquent  l'exposant/»  est 
aussi  premier. 

On  voit  que  :  Tout  nombre  parfait  pair,  autre  que  d,  est  divisible 
par  4,  et  que  tout  nombre  parfait  pair  autre  que  6  et  a8  est  divisible 
par  i6. 

Tout  nombre  premier  p  plus  grand  que  3  est  de  Tune  des  formes  (6ç  +  i) 
ou  (6^  H-  5);  d'autre  part,  on  a 

7}   r    —  I         (raod.  9), 
967^_l_i         (mod.  9); 
par  suite,  pour 

p  =  (îq-^\,        €p    =\{-i—\)  —  i        (mod.  9), 
p—^q^S^        €p    11(2*  — i)-^i         (mod.  9); 

donc  :  l^out  nombre  parfait  pair,  autre  que  6,  est  un  multiple  de  9 
augmenté  de  i. 

Il  en  résulte  que  si  Ton  fait  le  total  des  chiffres  d'un  nombre  parfait  autre 
que  6,  puis  la  somme  des  chiffres  du  total,  et  ainsi  de  suite,  on  arrive  à  10 
ou  à  un  multiple  de  10  (Kraft,  Novi  Comni.  Petrop.,  1/3^). 

On  a  de  même,  pour  le  module  7,  la  congruence  -i'e^i;  par  suite,  pour 

/>  — 6<7-+-i,         Cp'--^  vi^'x  — 1)-— -hi         (mod.  7), 
p=r6y-+-5,         é?y,  =  9.(2^— i)    - — f         (mod.  7); 

donc  :  Tout  nombre  parfait  pair,  autre  que  -28,  est  un  multiple  de  7  aug- 
menté ou  diminué  de  i. 

De  même,  pour  le  module  i3,  la  congruence  2*~  — i,  appliquée  aux 
nombres  des  formes 

/?    —    1^.7    -T-    I,     5,     7,      II 

donne  cette  proposition  :  Tout  nombre  parfait  pair,  autre  que  6,  est 
un  multiple  de  i3  augmenté  de  1,  2,  3  ou  8. 

On  a  encore  2^  —  —  i  (  mod.  19)  ;  en  appliquant  ce  résultat  aux  nombres 
d'EucLiDE  pour  les  nombres  des  formes 

p  =i8<7-+-i,  5,  7,  II,  i3,  17, 
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il  vient  :  Tout  nombre  parfait  pair  y  autre  que  6  et  28,  est  un  multiple 
deig  augmenté  de  i,  i,  3,  7,  10  ou  i5. 

On  a  en6n  a*®^  —  i  (mod.  ^5);  en  appliquant  ce  résultat  aux  nombres 
cPëuclide  pour  les  exposants  p  des  formes 

p  =  20^4-1,  3,  7,  9,  II,  i3,  17,  19, 

on  trouve  :  Tout  nombre  par/ait  pair,  autre  que  496,  est  un  multiple  de 
25  augmenté  de  i,  3,  6,  11  ou  16. 

En  combinant  ce  résultat  avec  le  premier,  il  en  résulte  que  :  Tout  nombre 
parfait  pair,  autre  que  6  ou  496,  est  terminé  par  Vensemble  des  deux 
chiffres  16,  28,  36,  56  ou  76. 

On  trouverait  de  même  les  restes  des  nombres  parfaits  pairs  pour  les 
modules  11,  23,  29,  3i,  37,  4I)  43  et  1000  (Mathesis,  t.  IX). 

Exemple  VI.  —  Sur  les  nombres  parfaits  impairs.  —  On  a  le  théo- 
rème suivant  énoncé  par  Lionnet  {Nouvelles  Annales  de  Mathématiques, 
1879;  p.  3o6)  : 

SUl  existe  des  nombres  parfaits  impairs,  ils  sont  donnés  par  la 
formule 

(i)  /i  =  a^»-»-ïP*, 

dans  laquelle  a  désigne  un  nombre  premier  déforme  (4y-+-i)  et  P 
un  nombre  impair,  plus  grand  que  i^  non  divisible  par  a. 
En  effet,  en  conservant  les  notations  du  n**  213,  on  aurait 

2/1  =  ABC. . ., 

et  puisque  n  est  impair,  un  seul  dos  nombres  A,  B,  C.  . . .  est  double  d*un 
impair,  A  par  exemple,  et  les  autres  B,  C,  ...  sont  impairs.  Mais,  puisque 
a,  6,  c,  ...  sont  impairs,  on  a 

A=~a-f-i,         B  — j3-+-i,         C  li^Y"^^»         •••         (mod.  2); 

il  faut  donc  que  P,  y»  •  •  •  soient  pairs  et  que  (a  -+- 1)  soit  le  double  d'un 
nombre  impair;  donc,  si  l'on  remplace  a  par  (4» -+- 1)  et  p,  y,  ...,  par 
ap,  2Y,  . . .,  on  a 

(2)  n  r=  a^a-»-i6«PcîY...: 

d'autre  part,  a  étant  impair,  on  ne  peut  faire  que  les  deux  hypothèses 
«^4-1   et  a=  —  I  (mod.  4);  par  suite,    a  est  un    nombre  premier  de 

forme  (4  y  -H  0* 

D'ailleurs  les  nombres  p,  y,  . . .  ne  peuvent  être  tous  nuls  en  même 
temps;  car  on  aurait,  dans  le  cas  contraire, 

^a^=  ou         a«(2  —  a)  =  i, 

a  —  i  ^ 
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ce  qui  donDerait  a  =  i  cl  n  =  i.  D*où  résulte  encore  cette  proposition  :  // 
n'existe  aucun  nombre  par/ait  impair  de  forme  (4^-^-3). 

Exemple  VIL  —  S'il  existe  un  nombre  impair  et  parfait,  ce  nombre 
est  divisible  par  quatre  facteurs  premiers  inégaux  deux  à  deux. 

Exemple  VI/l.  —  Soit  ni  la  somme  des  facteurs  premiers  de  n,  en  y  com- 
prenant Tunité;  soit  /ij  la  somme  des  facteurs  premiers  de  /ii,  et  ainsi  de 
suite.  Démontrer  que  le  résultat  final  sera  toujours  égal  à  3  ou  à  6. 

(  Oltramare.) 

230.  Théorème  de  Fermât  généralisé.  —  Euler  a  donné  une 
généralisation  du  théorème  de  Fermât,  sous  la  forme  suivante  : 

Si  a  et  n  sont  premiers  entre  eux,  la  puissance  de  a,  dont 
Vexposant  est  égal  à  ^indicateur  de  n^  est  congrue  «4-1 
pour  le  module  n. 

En  effet,  on  a  pour/?  premier,  non  diviseur  de  «, 

si  Ton  élève  à  la  puissance  d'exposant  p  les  deux  membres  de  l'é- 
galité précédente,  en  tenant  compte  des  restes  du  triangle  arith- 
métique pour  le  module  p  (n"  228),  il  vient 

si  nous  élevons  encore  les  deux  membres  à  la  puissance  d'expo- 
sant/>,  il  vient 

a^p-i^p'^ï-r-h'p^, 

et  ainsi  de  suite.  Donc,  en  posant  V  =/?^.  on  a 

a9^^*'r-ii         (mod.  P). 

Ainsi  le  théorème  est  démontré  pour  une  puissance  quelconque 
d*un  nombre  premier.  Cela  posé,  désignons  par  P,  Q,  R,  . . .  des 
puissances  de  nombres  premiers  inégaux  deux  à  deux,  par  n  le 
produit  PQR  . . . ,  et  par  a  un  nombre  premier  à  n  et,  par  consé- 
quent, premier  à  chacun  des  facteurs  de  n  ;  on  aura 

a?<PJ  — I,  (mod.  F), 
a?(Q'  — I,  (mod.Q), 
a?<RV-i,         (mod.  R), 
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mais,  par  la  formule  de  rindicaleur  d^un  produit  (n°  219), 

9(/i)  =  9(P)9(Q)9(R),         ...; 

par  suite,  en  élevant  les  deux  membres  des  congrueïices  précédentes 
à  une  certaine  puissance,  de  manière  à  obtenir  l'exposant  cp  (n), 

on  trouve 

a^^f^^—.i         (mod.  P), 

^ç(n)r=,  (mod.Q), 

a?<«^:H=i         (mod.  R),   . 


puisque  les  modules  P,  Q,  R,  . . .,  sont  premiers  entre  eux  deux 
à  deux  (n**  225),  on  déduit 

a?'"^?^  I         (mod.  /i). 

C'est  dans  celte  congruence  que  consiste  le  théorème  de  Fermât 
généralisé  par  Euler  (*). 

231.  Deuxième  démonstration  des  théorèmes  de  Fermât  et 
d'Euler.  —  Désignons  par  p  un  nombre  premier,  et  par  a  un 
nombre  non  divisible  par/?,  et  par  conséquent  premier  à  /?;  les 
restes  des  termes  consécutifs  de  la  progression  arithmétique 

a,     ia^    3a,     ...,     (/>  —  \)a 

par/7  sont  inégaux  deux  à  deux  et  reproduisent  dans  un  certain 
ordre  tous  les  nombres  entiers 

I,     2,     3,      ...,     (/)  —  i). 

Soit,  pour  le  module  /?, 

a-=  /'i, 

3a  r-  r^, 


{p'-\)a~rp-x\ 

en  multipliant  membre  à  membre 

{p  —  \)\aP-^^^{p  —  i)\^        (mod./?). 

(*)  Euler.  Theoremataarithm.  nova  meth.  demonstr.;  {Comm.  nov,  Ac,  Pe- 
trop.,  t.  VIII,  p.  74). 
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En  divisant  les  deux  membres  de  la  congruence  par  la  factorielle 
{p  —  i)!,  nombre  premier  à  /?,  on  retrouve  le  premier  énoncé  du 
théorème  de  Fermât, 

aP-^^-\         (mod. /)). 

Pour  retrouver  le  second  énoncé  de  ce  théorème,  il  suffit  de  re- 
marquer que  si  a  n'est  pas  premier  au  nombre  premier  /?,  il  di- 
vise /?  ;  on  a  donc,  pour  toute  valeur  entière  de  a, 

aP    -a        (mod./?). 

Pour  déinonlrcr  le  théorème  d'EuLER,  désignons  par  a  et  /i  deux 
entiers  premiers  entre  eux^  remplaçons  successivement  x  dans  la 
forme  ax  par  les  N  nombres 

a\.  ^2)  Qzt  •  • . .  ds 

d'un  système  complet  de  restes  premiers  au  module  /i,  de  telle  sorte 

que  Ton  a  N  =  '^  (ai).  Soit  donc 

aai  ■-.  bi 
aat  :—  b^ 


aas  - by 


les  nombres  />|,  />.j,  . . .,  b^^  forment  un  système  complet  de  restes 

(n'^  226).  On  a  donc, 

aiaiai,..a\i    ^i^j^3.../y>-         (mod.  n), 

attendu  que  chaque  facteur  du  premier  membre  est  congru  à  un 
facteur  du  second.  Si  l'on  multiplie  membre  à  membre  |les  con- 
jçruenccs  (i),  on  obtient 

ei  en  divisant  les  deux  membres  de  cette  congruence  par  le  second 
membre,  premier  au  module,  on  a 

a^'"^^^  1         (mod.  n). 
232.  Perfectionnements  du  théorème  d^uler. —  Si  nous  désignons 
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par  P,  Q,  R,  ...  les  puissances  des  nombres  premiers  contenues 
dans  un  nombre  /i,  nous  avons  les  congruences 


a?(P)  —  I 

(mod.P), 

a?(Q'  —  I 

(mod.  Q), 

a?<'*)=  I 

(inod.  R), 

Cependant,  si  l'un  des  nombres  P,  Q,  R,  ...  est  pair  et  égal  à  2°*, 
avec  a>  2,  on  doit  remplacer  l'Indicateur  par  sa  moitié,  puisque 
Ton  a,  pour  tout  nombre  impair  a  y 


.«-: 


a'     *^  I         (mod.  a*). 

Cela  posé,  avec  cette  restriction  que  l'on  remplace  'f  (2*)  par 
jç(2*),  lorsque  l'on  a  a>'2,  désignons  par  '\(^n)  le  plus  petit 
comultiple  des  indicateurs  de  P,  Q^  R,  ...  ;  nous  aurons 

aY'*"^  -  I  (mod.  P), 
a¥'''> .  -■  I  (mod.  Q). 
a;\n)._^  I         (mod.  Il), 


et,  puisque  les  modules  sont  premiers  entre  eux,  deux  à  deux, 

a'!' «'  :=  I         (mod.  /i). 

Nous  donnerons  au  plus  petit  comultiple  '}(/i)  des  indicateurs  de 
P,  Q,  R,  ...  le  nom  iï indicateur  réduit  de  n.  Pour  n  égal  à  2, 
à  4î  à  une  puissance  quelconque  d'un  nombre  premier  impair, 
ou  au  double  d'une  puissance  d'un  nombre  premier  impair,  l'in- 
dicateur réduit  tj/  (ai)  est  égal  à  'f(/î);  mais,  dans  tous  les  autres 
cas,  l'indicateur  réduit  est  une  partie  aliquote  de  l'indicateur. 

Par  conséquent  :  5/  aetn  sont  premiers  entre  eux,  la  puissance 
de  «,  dont  l'exposant  est  égal  à  V indicateur  réduit  de  /?,  est 
congrue  à*-i-  i  pour  le  module  n. 

On  peut  donner  au  théorème  d'EuLER  un  second  énoncé  qui 
s'applique  à  tous  les  entiers  x,  premiers  ou  non,  au  module  /?. 
Désignons  par  X  le  plus  grand  des  exposants  des  divers  facteurs 
premiers  contenus  dans/?,  et  par/?  l'un  quelconque  des  facteurs 
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On  démontre  de  la  même  façon  que  les  restes  de  A^ x^  par  4  sonl 
tous  égaux  à  2  si  rjr  est  pair,  et  ceux  des  différences  d'ordre  supé- 
rieur sont  nuls.  En  particulier,  les  restes  de  Ax^  par  le  module  2 
sont  tous  égaux  à  i. 

2^  Dans  l'application  de  la  seconde  méthode,  nous  prendrons 
pour  module  un  nombre  p  impair  et  premier,  et  nous  calculerons 
les  restes  de  A''""*  xP"^  ,  pour  des  valeurs  entières  consécutives  de  x. 

On  a,  par  une  formule  du  calcul  des  différences 

(I)  AA»-  ix/'-»_(/?  — 1)1; 

ainsi  les  différences  d'ordre  (/?  —  i)  sont  constantes,  quelle  que 
soit  la  valeur  de  x.  Pour  déterminer  cette  valeur  constante,  re- 
prenons la  formule  symbolique  (n"  76) 

Aa'-1mo%^(m  —  OA^-t, 
il  vient,  pour  jr  =  o 

en  appliquant  le  théorème  de  Fermât  aux  puissances  du  second 
membre,  on  a 

ou,  plus  simplement, 

l/'-ixP-^  —  —i         (moâ.  p)  ; 

on  comparant  ce  résultat  avec  celui  de  l'identité  (i),  on  a 

(/? — i)î    -  —  I        (mo(J./>). 

Ainsi,  pour  tout  nombre  premier/?,  le  produit  de  tous  les  entiers 
inférieurs  à/>,  augmenté  de  i,  est  divisible  par/>;  c'est  l'énoncé 
du  théorème  de  Wilson,  sur  lequel  nous  reviendrons  plus  loin. 

3^  Considérons,  plus  généralement,  les  restes  de  A**"*  j:^  par  un 
module  quelconque  n.  Par  le  dernier  théorème  du  numéro  précé- 
dent, on  peut  supposer  q  égal  au  plus  k  (n  —  1)  ;  si  Ton  suppose  n 
composé  el  !>  4?  on  peut  supposer  q  <.  n  —  i ,  et  alors  les  restes 
sont  nuls;  mais  si  n  est  égal  à  un  nombre  premier/?,  et  si  l'on  fait 

q  =  h(p  —  i)-hr, 
on  aura 

x'r-zx^        et        iP-'i x9 ^  IP-^ x^        (mod./>); 
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lorsque  r<Cp  —  i ,  la  différence  A^"* *  xf  est  nulle  ;  lorsque  r=p  —  i , 
on  a  comme  au  2®,  A^""*  x^  ^  —  i  j  mais  alors  (p  —  i)  est  un  di- 
viseur de  q. 

En  résumé,  les  restes  de  ^'^"^  x^ par  n  sont  constants.  Ils  sont 
égaux  : 

A  —  I ,  si  n  est  un  nombre  premier  tel  que  (/i  —  i)  divise  q  ; 

A  -h  2,  si  /i  est  égal  à  4  6t  si  ^  est  impair; 

A  o,  dans  tous  les  autres  cas. 

234.  Théorème  de  Clausen  et  de  Staudt  (>).  —  On  a,  pour  les 
nombres  de  Bernoulli,  V expression 

dans  laquelle  on  désigne  par  Ay  un  nombre  entier  et  par  2,  6, 
c,  . . . ,  /  tous  les  nombres  premiers  qui  surpassent  de  i  tous  les 
diviseurs  de  q. 

En  effet,  nous  avons  trouvé  pour  By  l'expression 

^  ai  Af         A^  .         Af7 


34  q^\ 

D'après  les  résultats  précédents,  les  fractions  du  second  membre 
se  réduisent  à  des  entiers',  lorsque  le  dénominateur  n  est  un 
nombre  composé  >  4?  ou  lorsque  n  est  un  nombre  premier  tel  que 
(n  —  i)  ne  soit  pas  diviseur  de  q.  D'ailleurs,  pour  ai  =:  4,  la  frac- 
tion —  {A3  se  réduit  à  un  nombre  entier,  puisque  Ton  doit  supposer 
q  pair,  attendu  que  les  nombres  de  Bernoulli  d'indice  impair  sont 
nuls,  à  l'exception  de  B| .  Il  ne  reste  donc  que  les  fractions  dont  le 
dénominateur  est  un  nombre  premier/?  qui  surpasse  de  i  tout  di- 
viseur de  q]  dans  ce  cas,  la  fraction  se  réduit  à  un  entier  diminué 

de  -•  c.  Q.  F.  D. 

P 


(*)  Staudt,  Journal  de  Crelle  (t.  XXI,  p.  7a).  —  Clausen,  Astronomische 
Nachrichten,  La  démonstration  du  texte  est  plus  simple  que  celles  que  nous 
arons  publiées  dans  Mathesis  (t.  III,  p.  a5,  et  t.  XI,  p.  9)  et  dans  le  Bulletin  de 
la  Société  mathématique, 

E.  L.  -  I.  28 
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Od  a,  pour  les  preinî('re>  valeurs  de  q. 

Ao  =  Aj  =  Ai  =  . . .  ^  Ajj  =  —  I,        Aif-ri  =  o. 

A,.  =  -        2.  '  Aîi  =  -               »6576, 

A,i  =  —       6,  A,,  =—           i4iSSi8, 

Al,  =—      56.  '   A,%  =  —        27298130. 

Ajv—    -    5>8.  A,.»——      601 S 80875. 

Ais=  — 6193.  I  Aij  =— I  5ii63  15766. 

Exemple  /.  —  Si  ^  esl  un  nombre  premier  el  (19  —  i)  un  nombre  com- 
posé, le  dénominateur  de  B*^  est  G. 

Exemple  IL  —  Si  9  et  q  «ont  premiers  entre  euv  le  dénominateur 
de  B)^^'  est  divisible  par  le  siviême  du  proiiuit  des  dénominateurs  de  B^f 
et  de  Bi^-  4  voir  une  dém<»nstration  de  M.  Radicke  dans  la  youvelle  Cor- 
respondance  mathématique,  t.  VI.  p.  69:  iJî^So'. 

235.  Théorèmes  de  Oenocchi  et  d'Adams.  —  Od  déduit  immédia- 
tement du  théorème  énoncrdans  le  numéro  précédent  que  le  pro- 
duit 

est  entier,  quel  que  soit  l'entier  x.  Il  suffit  de  démontrer  que  le 
coefficient  du  nombre  B^  est  divisible  par  tous  les  nombres  qui 
surpassent  de  i  tous  les  diviseurs  de  q.  Or,  pour  p  premier,  on  a 

^,j-/»-i — I .  _;  o         <mod./>\ 
et,  puisque  «j>  —  i)  divise  y,  on  a 

Xix'f — 1 1  1^  o  ^mod./>). 

En  parliculier,  pour  jr  =  a,  les  nombres 

Gy    =    -21    I   l'f)  By. 

sont  entiers.  Ce  théorème  a  été  énoncé,  mais  démontré  autrement, 
par  Genocchi  ^' k  Nous  en  avons  donné  une  autre  démonstration 
au  n**  112. 


(•)  Genocchi,  Sur  les  nombres  de  Bernoutli  {Ann,  de  Tortolini,  1802 ).  Voir 
aussi  iVouv.  Ann.  de  Math. y  1877;  p.  157. 
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M.  Adams  a  calculé,  parTemploi  du  théorème  de  Staudt,  la  Table 
des  nombres  de  Bernol'lli  jusqu'à  B124  (*).  Pour  vérifier  ces  cal- 
culs vraiment  laborieux,  puisque  les  numérateurs  des  douze  der- 
niers de  ces  nombres  ont  plus  de  80  chiffres,  Tautcur  a  énoncé  el 
démontré  le  théorème  suivant  :  Sip  >  3  est  un  nombre  premier, 
le  numérateur  de  Bj^  est  divisible  par  p.  De  plus,  il  a  observé 
que,  si p  désigne  un  nombre  impair  et  premier,  diviseur  de  q,  et 
non  diviseur  du  dénominateur  de  Bj^,  le  numérateur  de  Ba^  est 
divisible  par  p  ;  mais  Tauteur  ajoute  qu'il  n'a  pas  obtenu  la  dé- 
monstration de  cette  proposition,  bien  qu'il  ne  doute  pas  de  son 
exactitude.  Nous  allons  donner  la  démonstration  du  premier  théo- 
rème, en  réservant  pour  le  second  volume  la  démonstration  du 
second  théorème  de  M.  Adams. 

On  a,  par  ce  qui  précède, 

''  'X(\      - 'IP  )  {\ -r 'XI' ) 

D'ailleurs  G^^  est  entier,  impair,  el  divisible  par  /?,  comme 
cela  résulte  d'une  formule  du  n°  14î2;  mais /?  ne  peut  diviser  le 
dénominateur  de  la  fraction  précédente  ;  donc  p  restera  en  facteur 
dans  le  numérateur  de  B^;?. 

Exemple  /.  —  Démontrer,  pour/?  premier,  la  formule 

nOn^P   1  "^C*  —  O^/i        (mo<l.  p). 

236.  Restes  des  nombres  d'Euler.  —  Nous  avons  vu  (n"  1  io)  (|ue 
les  nombres  d'EuLKR  sont  donnés  par  la  formule  récurrente 

Les  nombres  d'indice  impair  sont  nuls,  et  les  nombres  d'indice 
pair  sont  entiers  et  impairs;  de  plus,  Scherk  (^)  a  démonlréque  les 
nombres  d'indice  pair  sont  terminés  alternativement  par  les  chiffres 
I  et  5.  Ces  propriétés  sont  des  cas  particuliers  des  suivantes.  En 
tenant  compte  des  résultats  obtenus  pour  les  restes  des  termes  du 


(')  Adams,  Journal  de  Bore f tard t,  t.  LXXXV,  p.  269. 

(■)  Journal  de  Crelle,  t.  LXXIX,  p.  67.  —  Four  plus  de  développements,  voir 
nos  articles  dans  le  Bulletin  de  la  Société  mathématique. 
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triangle  arllhméliqae  pour  un  module  premier  (n®  228),  la  formule 
précédente  donne,  en  supposant  n=(p  —  i)  ei p  premier, 

Ep_i-h  Ep_3H-  Kp_i -+-... -f-  E,-i-  Eoi^so         (mod.  />); 

on  a  donc  cette  proposition  :  5/  p  est  un  nombre  premier,  la 
somme  des  nombres  eulériens  dont  V indice  ne  surpasse  pas  p 
est  divisible  par  p. 

De  même,  on  obtient  les  formules 

Ep+.i  CH  Ej  J 
E^+,-^E*  f  ^^^^  p^ 

E;>-H»  S3  E| 


et,  en  général,  pour  un  nombre  quelconque /r,  entier  et  positif, 

Eîn-^A(p-i)^  Eîrt        (mod./)). 

Par  suite  :  Les  restes  des  nombres  eulériens,  suivant  un  module 
premier  p,  se  reproduisent  périodiquement  dans  le  même  ordre, 
dans  une  période  de  {p  —  i)  restes. 

Nous  avons  étendu  ces  propriétés  aux  nombres  eulériens  des  di- 
vers ordres,  et  à  un  grand  nombre  de  coefficients  différentiels. 
Nous  appelons  nombres  eulériens  d* ordre  a,  en  supposant  a  en- 
tier et  positif,  les  nombres  entiers  donnés  par  la  relation  symbo- 
lique 

Ea.«  «^[K' ^  E'-+- E''-4- . .  .-r  Eta)]/!, 

dans  laquelle  on  remplace,  après  le  développement,  les  exposants 
de  E',  E",  . . .  par  des  indices.  On  démontre,  comme  ci-dessus,  la 

relation 

l'^a,fn-/j./i-r,    =  Ka,/t         (  mod.  p). 

237.  Restes  des  sommes  des  puissances  semblables  des  entiers 
inférieurs  à  un  nombre  premier.  —  Désignons  par  S^  la  somme  des 
puissances  d'exposant  n  des  (j)  —  i)  premiers  nombres  entiers,  cl 
par/?  un  nombre  premier. 

Nous  allons  démontrer  le  théorème  suivant  :  La  somme  S^»  est 
congrue  à  —  i  ou  à  o^  pour  le  module  p,  suivant  que  n  est  ou 
n^est  pas  multiple  de  {p  —  i).  En  effet,  si  n  est  un  multiple  de 
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(/?  —  i),  tous  les  termes  de  S;,  sont  congrus  à  i ,  d'après  le  théorème 
de  Fermât,  et,  puisque  la  somme  a  (/> —  i)  termes,  on  aura 

S;,  r=  —  I  (inod.  p  ). 

Pour  le  second  cas,  où  n  n'esl  pas  multiple  de  (/>  —  i),  considé- 
rons la  formule  symbolique  [n**  132,  formule  (3)] 

si  l'on  y  remplace  x  par/>et  Su  Y^vi^p  —  »)>»!  \ienl,  en  supprimant 
les  multiples  de/?, 

Mais  S|  est  divisible  pary>;  par  suite,  en  faisant  n  =  2,  on  en 
déduit  que  S.2  est  aussi  divisible  par  /?,  puis  S3,  Si,  ...,  jus- 
qu'à Sp-o. 

On  arrive  aux  mêmes  résultats,  en  partant  de  la  formule  symbo- 
lique (nM34) 

on  multiplie  les  deux  membres  par//!,  et  Ton  sait  que  // !  B/<  est  un 
nombre  entier. 

238.  Théorème  de  Wilson.  —  Nous  avons  vu  (n''"227  et  233) 
que,  pour  un  module/7,  impair  et  premier,  les  entiers  inférieurs  à/; 
peuvent  être  associés  deux  à  deux,  de  telle  sorte  que  leur  produit 
soit  congru  à  i  pour  le  module/?.  D'autre  part,  à  Texception  des 
nombres  i  et  (/>  —  i),  aucun  autre  nombre  ne  peut  être  égal  à  son 
associé;  ainsi  les  nombres 

2,    3,    4'     •••,     (/>  —  a  ) 

s'associent  deux  à  deux,  leur  produit  est  congru  à  -h  i  pour  le  mo- 
dule/) ;  on  a  donc 

(/>  —  2/ -.-+- 1         (mo(l./>). 

En  multipliant  les  deux  membres  par  (/?  —  i),  il  vient 

(/>  —  i)!-f- 1  s==  o        (niod./?;. 
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En  d'au  1res  termes,  le  produit  de  tous  les  entiers  inférieurs  à 
un  nombre  premier py  augmenté  de  i,  est  divisible  par p  (*). 

Lorsque  p  n'est  pas  premier,  mais  >-  4,  le  produit  des(p  —  2) 
premiers  nombres  est  divisible  par  p,  —  En  effet  : 

1°  SI/?  n'est  pas  un  carré,  il  est  décomposable  en  un  produit  de 
<leux  facteurs  inégaux  contenus  dans  la  suite  des  (/?  —  2)  pre- 
miers nombres; 

2°  Si  /;  ^  4  est  égal  à  un  carré  w^,  la  factorielle  (/?  —  2)  !  con- 
tient les  deux  facteurs  ai^  et  2/1^  ;  elle  est  donc  divisible  par  y?  ; 

3**  Si  /?  =  4î  le  produit  des  deux  ou  des  Irois  premiers  nombres 
est  congru  à  2  pour  le  module  4- 

Le  théorème  de  Wilson  donne  une  condition  nécessaire  et  suf- 
fisante pour  qu'un  nombre  soit  premier;  mais  il  est  inapplicable 
en  pratique.  Cependant,  on  simplifie  le  calcul  en  remplaçant  les 
nombres  de  la  seconde  partie  de  la  factorielle  {p  —  1)!  par  leurs 
compléments  à/>;  on  en  déduit  d'ailleurs  quelques  conséquences. 
Mous  considérerons  deux  cas,  suivant  que  le  reste  du  nombre  im- 
pair et  premier/?  par  4  est  i  ou  3. 

1°  Si  l'on  suppose  />  =  47  -t-  3,  on  a 

[(a^H-i)!]' — I  — o        (mod./?). 

Par  conséquent,  pour  que  />  =  4  7  -t-  3  soit  un  nombre  pre- 
mier, il  faut  et  il  suffit  que  le  reste  de  la  division  de  la  facto- 
rielle (27-1-1)!  par  p  soit  db  i .  Cependant,  on  peut  déterminer 
dans  quels  cas  le  reste  est  -f-  1 1  et  dans  quels  cas  il  est  égal  à  —  i  (^). 

2**  Si  Ton  suppose/?  '=^  ^q -\- \  ^  on  a 

[(2  7)!]'-T- I  —  o        (mod./?). 
Par  conséquent,  pour  que  p^=^  ^q  -^\  soit  un  nombre  pre- 


(*)  Waring  a  ciioncc  ce  tiicorémc,  sans  démonstration,  dans  les  Meditationes 
algebraicœ,  en  Pattribuant  à  Wilson,  Tun  de  ses  élèves.  Waring  avoue  que  la  dé- 
monstration lui  parait  d'autant  plus  difOcilc  qu'il  n'y  a  point  de  notation  pour 
désigner  spécialement  les  nombres  premiers.  La  démonstration  du  texte  est  due 
à  Gauss  {Disq.  An'thm.j  n"  77);  celle  du  n*»  233,  qui  repose  sur  le  calcul  des 
différences,  est  une  simplification  de  celle  de  Laorangr. 

(  '  )  «  Il  n'est  pas  facile  de  dire  a  priori  lequel  de  ces  deux  nombres  (  2  ^  4- 1  )  !  =b  1 
est  multiple  de  p.  »  (Lebesoue,  Introduction  à  la  Théorie  des  Nombres,  p.  82). 
Nous  montrerons  plus  loin  qu'il  faut  prendre  + 1  ou  — i,  suivant  que  le  nombre 
des  non-résidus  quadratiques  de  /?,  compris  entre  0  et  \p,  est  pair  ou  impair. 
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niier,  il  faut  et  il  suffit  que  le  reste  par  p  du  carré  de  la  fac- 
torielle  (2*7)  !  soit  égal  à  —  i .  De  cette  proposition,  il  résulte  en- 
core que  tout  nombre  premier  de  la  forme  {^q  -\-  i )  divise  (^^-f- 1), 
c'est-à-dire  une  somme  de  deux  carrés  premiers  entre  eux. 

239.  Restes  de  la  progression  géométrique.  —  Soit  /i  un  module 
quelconque  ;  désignons  par  if  l'indicateur  réduit  et  par  a  un  nombre 
premier  à  n  ;  nous  allons  étudier  les  restes  des  termes  de  la  pro- 
gression géométrique 

I,    a,    a^,    a^j     . . ., 

de  raison  a,  divisés  par  n.  D'abord,  on  ne  trouve  aucun  reste  nul, 
puisque  a  et  /?  sont  premiers  entre  eux;  d'ailleurs,  tous  les  restes 
sont  premiers  à  n,  et  puisque  leur  nombre  ne  peut  surpasser  l'indi- 
cateur if{n)  de  /?,  on  trouvera  deux  puissances  différentes,  a*  et 
a^+'j  donnant  le  même  reste.  On  a  donc 

a-^a'  —  a*        (inod.  /i), 

cl  puisque  a*  est  premier  au  module,  il  vient 

a'  ==  I        (mod.  n). 

Il  existe  donc  une  puissance  de  a  qui  donne  i  pour  reste,  ce 
qui  résulte  d'ailleurs  du  théorème  d'EuLER.  Mais,  parmi  toutes  les 
puissances  de  a  qui  donnent  i  pour  reste,  la  plus  importante  à  con- 
sidérer est  celle  du  plus  petit  exposant,  en  ne  tenant  pas  compte  de 
l'exposant  zéro.  Soit  donc  g  le  plus  petit  exposant  tel  que  l'on  ait 

a^  —  I         (mod.  n); 

on  dit  alors  que  a  appartient  à  l'exposant  minimum  g  pour  le 
module  n  ;  mais,  pour  la  rapidité  du  langage,  nous  dirons  que  g  est 
le  gaussien  de  a  pour  le  module  n. 
Les  g  premiers  restes  des  puissances, 

(1)  I,     a,     a*,     ....     a*"-*, 

sont  tous  différents,  car  si  l'on  avait 

rt*-»-'  ==  a'        (mod.  h)j 

on  en  déduirait  a'  ^  i,  et  ^  ne  serait  pas  le  plus  petit  exposant 
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qui  correspondrait  au  reste  i .  L'ensemble  des  restes  de  la  suite  (i), 
tous  distincts,  et  en  nombre  g  s'appelle  la  période  du  nombre  a 
pour  le  module  n.  Les  restes  suivants,  des  termes  de  la  progression 
géométrique,  reproduisent  indéfiniment  la  même  période;  od  a, 
en  eflel, 

rt^£3i,        a*"-»-' —  a,         rt^-*-5 -1  rt',         ...         (mod.  n). 

En  général,  si  l'on  désigne  par  q  le  quotient  et  par  r  le  reste  de 
la  division  de  s  par  le  gaussien  gy  on  a 

s=zqg-Jrr        et        a^—an^a^r~^a^        (mod.  n). 

Ainsi  deux  puissances  a^  et  «'sont  congrues  ou  non  pour  le  mo- 
dule 72,  suivant  que  leurs  exposants  s  ei  t  sont  congrus  ou  non, 
pour  le  module  g^  gaussien  de  n.  En  particulier,  si  l'on  a  a*=  i 
le  reste  de  s  par  g  est  égal  à  o;  il  en  résulte  que  les  exposants  des 
puissances  de  a  qui  donnent  i  pour  reste  sont  tous  les  multiples 
du  gaussien.  Mais,  par  le  théorème  d'EuLER  perfectionné,  on  a 

a'^{n)    -,         (inod.  n). 

Par  conséquent,  le  gaussien  de  a  pour  le  module  n  est  un 
diviseur  de  ^indicateur  réduit  de  n,  et  les  exposants  des  puis- 
sances  de  a  qui,  divisées  par  n,  donnent  pour  reste  i,  sont  tous 
les  multiples  du  gaussien. 

Exemple  /.  —  Pour  un  même  module,  le  gaussien  du  produit  abc  . . . 
de  nombres  premiers  au  module  est  un  diviseur  du  plus  petit  comultipic 
des  gaussiens  des  facteurs. 

Exemple  //.  —  Si  l'on  désigne  \id^T  xabcd, . . .  et  A,  B,  C,  D, ...  des 
nombres  entiers,  et  si  l'on  pose 

oix)  =  Aa*  -T-  B^'  -^  Ce*  -+-  Dd'-{-, ... 

on  a,  pour  tout  nombre  premier/?,  quelle  que  soit  la  valeur  du  nombre  A, 
entier  et  positif,  la  congruence 

cp[x  H- /i(/?  —  i)J  —  (p(;r)         (mod./?). 

Exemple  fif.  —  Soit  ^  le  gaussien  de  a  pour  le  module  premier/?, 
démontrer  que  la  somme  des  puissances  ^'«"•»  des  termes  de  la  période 
est  congrue  à  o  ou  à  ^,  suivant  le  module  ^,  selon  que  l'e\posant  q  est 
ou  n'est  pas  multiple  du  gaussien  g. 
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240.  Réciproque  du  théorème  de  Fermât.  —  Soil  un  nombre  im- 
pair quelconque  n;  nous  avons  vu  que  la  diflerence  n —  «p(/i)  est 
toujours  positive,  et  n'est  égale  à  i  que  pour  n  premier;  d'autre 
part,  l'indicateur  réduit  ^(n)  n'est  jamais  supérieur  à  l'indicateur 
o{n).  Par  conséquent,  lorsque  le  gaussien  de  a  pour  le  module  n 
est  égal  à  (n  —  i),  il  en  résulte  que  n  est  nécessairement  un  nombre 
premier;  mais,  si  l'on  a  la  congruence 

a"-^—.  I         (mod.  n), 

les  exposants  des  puissances  de  a  congrues  à  l'unité,  qui  seraient 
inférieurs  à  (ai  —  i),  ne  pourraient  être  que  des  multiples  d'un 
certain  diviseur  de  (/?  —  i);  on  a  donc  la  proposition  suivante, 
que  Ton  doit  considérer  comme  la  réciproque  du  théorème  de 
Fermât  :  Si  a^ —  i  esl  divisible  par  n,  pour  x  égal  à  (n  — i),  ^^ 
n^ est  pas  divisible  par  n  pour  x  égal  à  une  partie  aliquote  de 
(n  —  i),  le  nombre  n  est  premier. 

Nous  avons  énoncé  pour  la  première  fois  ce  théorème  en  1876,  au  Con- 
grès de  l'Association  française  pour  l'Avancement  des  Sciences,  à  Clermonl- 
Ferrand,  dans  une  Note  intitulée:  Sur  la  recherche  des  grands  nombres 
premiers.  Nous  en  donnerons,  dans  le  second  volume,  un  grand  nombre 
de  corollaire*^. 

Exemple  I.  —  Soit 

a  =  3,         n  =  65537  =  2*®--  i; 

les  diviseurs  de  (/i  — i)  sont 

10         o^         o3         0^         lS  1I6 

j        iS)        ^)        ^1        'v        ^)        •**«        X 

Si  l'on  calcule  les  restes  par  n  des  puissances  de  3  dont  les  exposants  sont 
égaux  aux  termes  de  la  suite  précédente,  en  observant  que  chaque  reste 
s'obtient  en  divisant  par  n  le  carré  du  reste  précédent,  on  trouve 

3,    9,     81,    656i,— 11088,     ...,     -4-1, 

et,  puisqu'il  n'y  a  aucun  reste  égal  à  -f- 1  avant  le  dernier  de  la  suite,  on  en 
conclut  que  a>*-f- 1  =  65537  est  un  nombre  premier. 
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CHAPITRE  XXIV. 


LKS  FKACTIONS  CONTINUES. 


âii.  Fractions  continues.  —  Pour  donner  une  valeur  approchée 
d'un  nombre  fractionnaire  positif x  =  («: 6),  on  prend  le  quo- 
tient qQ  le  plus  approchi'  par  défaut  et  Ton  pose,  en  se  reportant 
aux  notations  du  n*^  189, 

1  b 

.r=qo--  —>     avec     J",  —  -; 

qo  est  nul  pour  jr  <ii,  mais  entier  et  positif  pour  j"  >- 1 .  En  géné- 
ral, Xi  est  un  nombre  fractionnaire  >  i;  pour  évaluer  ce  nombre, 
on  prend  encore  le  quotient  Çt  le  plus  approché  par  défaut,  et 
Ton  pose 

J^\^  Q\~ >     avec     .rj  = — ; 

de  même,  si  Ton  désigne  par  q^  le  phis  f;rand  entier  contenu  dans 
.ra,  cl  si  l'on  pose 

Xi=f/i-^  —  »     avec      T3—  —  ; 
on  obtient  par  le  remplacement  de  X|  et  x^  dans  l'expression  de  j: 


r=7o-' ^  =  Ço 


I  '  I 


(Jx-^—y  71-^ 


X*  '  1 

7^-^ ' 

xz 

cl  ainsi  de  suile.  Mais  le  calcul  des  quotients  q^y  q^ ,  ^2»  q^^  ...  ? 
revient  à  l'opération  do  la  recherche  du  plus  grand  codi viseur  de  a 
el  de/>;  on  a,  en  général, 

.r,,_ ,  =  7,._,  -4-  ^  ,     avec     Xj,  =-.  ^. 
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L'opération  se  trouve  nécessairement  limitée  après  un  nombre 
fini  (le  divisions;  on  a  ainsi 


j:  =  7o-i- 


7i 


On  dit  alors  que  Ton  a  développé  x  en  fraction  continue  ;  les  en- 
tiers Ço^  Çi,  rj2f  •  •  ••  7/1  sont  positifs  et  s'appellent  quotients  in- 
complets; le  premier  peut  êlre  nul,  mais  tous  les  autres  sont  au 
moins  égaux  à  i,  et  le  dernier  à  2,  car  si  Ton  avait  y„  =  i,  on 
pourrait  remplacer  le  quotient  précédent  q„_i  par  (qr^^^-n  1). 
On  dit  encore  que  les  fractions 


I 

1 

I 

yi 

yi 

(7« 

sont  les  fractions  intégrantes;  les  nombres  Xi,  X2,  . . . ,  X/,  sont 
les  fjuotients  complets.  Les  fractions  continues  successives  for- 
mées de  1,2,  3,  . . . ,  n  fractions  intégrantes  sont  appelées  frac- 
tions conK^ergentes;  mises  sous  la  forme  de  fractions  ordinaires,  ce 
sont  les  réduites  successives.  On  a  d*ailleurs  ce  théorème  : 

Tout  nombre  positif,  entier  ou  fractionnaire,  est,  d'une 
seule  manière,  égal  à  une  fraction  continue. 

Considérons  trois  nombres  quelconques  positifs  x,  y,  z,  rangés 
par  ordre  de  grandeur  croissante.  Si  le  premier  quotient  incom- 
[)lel  de  X  et  de  z  est  le  même,  ce  sera  aussi  le  quotient  incomplet 
dey;  on  aura 

^\  y\  ^1 

et  1rs  quotients  complets  ^1,  Vi,  z^  seront  rangés  par  ordre  de 
grandeur  décroissante.  De  même,  si  X\  et  z^  ont  le  même  quotient 
incomplet  q^,  ce  sera  celui  de  Vi,  et  l'on  aura 


I 

1 

I 

Xi=  qx-r-        > 

yx-^qx-^  ^  ' 

'5i  =  (7i-+-  .  ; 

a-, 

yi 

-»! 

les  quotients  complets  :r2,  j'2,  ^2  seront  rangés  par  ordre  de  gran- 
deur croissante,  et  ainsi  de  suite;  d'où  résulte  ce  second  théo- 
rème : 
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Ujr%qu^  troi%  nomhre$  positifs ,  rangés  par  ordr^  dtf  sran- 
d^ur,  sont  d^^^lopp^s  en  fractions  continues.  Us  premiers  quo- 
tients inconipUts  qui  sont  communs  aux  deux  fractions  ex- 
trêmes sont  aussi  les  premiers  quotients  incomplets  du  nombre 
intermédi/iire.  et  les  quotients  qui  complètent  les  trois  frac- 
tions sont  aussi  ran^^s  par  ordre  de  grandeur. 

D'ailleurs,  c^â  quolienls  complets  sont  rangés  dans  le  même 
(ftAttt  de  jrrandeur  que  les  nombres  donnés  •  x.  r.  r  •.  ou  dans  Tordre 
contraire,  suivant  que  le  nombre  des  quotients  incomplets  com- 
muns est  pair  ou  imfjair, 

tSfô.  Calcul  dat  réduites.  —  l>^s  premières  réduites  de  x  soni 

j    , _     ,     •  •  • . 

I  qx  qiqt-  i 

nous  les  désignerons  respectivement  par 

/•      A     /« 

y  ,  ,  .... 

^'»  g\  gl 

Chacune  des  premières  réduites  peut  se  former  en  multipliant 
les  deux  termes  de  la  précédente  par  le  quotient  incomplet  auquel 
on  s^arréte,  et  en  ajoutant  respectivement  les  deux  produits  ob- 
tenus aux  deux  termes  de  la  fraction  antéprécédente.  Ainsi  Ton  a, 
pour  les  premières  valeurs  de/?, 

^1 .  \  fi»~  1p  fi>-\ -^  //'-î' 

(  gi>'-  ^pgp-i  —  gp-i- 

On  démoiilrc  que  ces  formules  sont  générales  et  s*appliquent 
pour  toutes  les  valeurs  de  />,  en  remplaçant 

1p     par     qp^  —-    ' 

qp^\ 

Par  conséquent,  les  numérateurs  et  les  dénominateurs  des 
réduites  successives  sont  des  entiers  positif  s  et  croissants  ;  nous 
démontrons  plus  loin  que  les  réduites  calculées  par  ces  formules 
sont  des  fractions  irréductibles.  D^autre  part,  si  Ton  remplace  le 
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quolîent  incomplet  qp+K  par  le  quotient  complet  Xp^^j  on  a,  pour 
X,  l'expression 

Pour  les  théories  qui  vont  suivre,  il  est  utile  d'indiquer  une 
forme  spéciale  du  développement  d'un  nombre  en  fraction  conti- 
nue. Puisque  le  dernier  quotient  q»  (complet  et  incomplet)  est 
plus  grand  que  i,  on  peut  le  remplacer  par 

et  augmenter  ainsi  le  nombre  des  fractions  intégrantes  de  la  frac- 
lion  continue.  La  valeur  de  la  fraction  continue  reste  la  même, 
mais  on  a  introduit  une  fraction  convergente  intermédiaire 

/n  — /n-l    . 
en  —  on—  1 

cependant,  on  doit  observer  que  cette  transformation  ne  peut 
s'effectuer  que  pour  le  dernier  quotient,  complet  et  incomplet,  et 
qu'on  ne  peut  l'appliquer  aux  autres  quotients  incomplets.  Par 
suite  :  Le  nombre  des  fractions  intégrantes  d^une  fraction 
continue  est,  à  volonté,  pair  ou  impair. 

!2i3.  Différence  de  deux  réduites.  —  La  différence  A  de  deux  ré- 
duites consécutives  a  pour  expression 


^    _  fp  n  _  fn  _  lp-^\fn-^fn-\  __  fp 
'*      ffp-^\        Sp       <lp^\Sp-^  f?p-\        Sp 
d'où  l'on  tire 


fp    Sp 
fp^\Sp-^\ 


fp-\Sp-\  î. 
fp    f?P      \  ' 


par  conséquent,  les  différences  A^  et  Ap_,  ont  des  numérateurs 
égaux  et  de  signes  contraires;  mais,  pour  les  deux  premières  ré- 
duites, ce  numérateur  est  i  ;  on  a  donc 

(0  fp-xgp-fpgp-i^i—^y^ 

En  d'autres  termes,  la  différence  de  deux  réduites  consécu- 


-ji  t:»ic  ;::     —   :,*   i  r'» -*:i:i:Ti   »i:T£ii?:iTt 


^.          -"•                r'tr" 

f, 

^i           ^                  <f .  «Tï 

/l 

/,-      _            -■''        . 

-2^* 

r^,            Zr-.ri 

•ru  ««OUUfir. 

oïl  tfVO^* 

« 

/      /' 

1              •                     —  -  .'  - 

-r* 

^,  ^:          f:^.                      Jr,-:^~, 

A'j  li^u  4^  c/jfXjfueriCfr  ji  U  pn^mirre  réduite,  on  f*eat  comiBes- 
t*rr  ;■  uii^  i^doiUr  q»j^lcoD'jue:  on  a  donc  c^elte  p-n>p-:»*îlîon  : 

/>ci  diffir^nc^  d^  d^uz  réduite  %  quelconques  d'une  fraction 
continua  e$i  égaU  a  Ux  somme  aliernte  de  fractions  décrois- 
santes dont  U$  numérateurs  sont  égaux  à  i. 

2it'  Vn^gigîèté%  des  réduite».  —  De  la  formate  i  du  namën.» 
pr^c^d^fjl.  on  déduit  que  tout  co^Ji\i*eur  Ak  fp  el  Sp.  ou  de  y^ 
^ifp^%-  ou  encore  de  ;?'^  et  de  gp-%  divise  mi.  Par  consêqaeot. 
on  a  i;etle  proposition  : 

Lf']f  réduite  9  d' une  fraction  continue  sont  irréductibles:  les 
numérateurs,  ainsi  que  les  dénominateurs  de  deux  réduites 
consé cutis; es,  sont  [premiers  entre  eux, 

V\\\s  {^«'néralenienl,  considérons  une  réduite  k  fp  \  gp*  de  rang 
quelconque',  et  désignons  par  Xp  le  quotient  complet  correspon- 
dant;  nous  avons,  par  la  formule  ^2.)  du  n^^Hij  en  remplaçant 
Xp^^  \i'Ai(rp  :  rp^^), 

fpfSp-^  rp^xgp-\^ 

mais  les  deux  termes  de  la  valeur  de  x  sont  deux  fonctions 
linéaires  et  homogènes  de  Vpi^\  et  de  r^,  dont  le  déterminant  des 
coefficients  est  égal  à  db  1.  Donc  (n°  195)  : 
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Si  Von  remplace  un  quotient  incomplet  d^une  réduite  par 
un  quotient  complet  égal  à  une  fraction  irréductible  y  la  ré- 
duite obtenue  est  irréductible. 

Nous  avons  vu  que  toute  réduite  est  égale  à  une  somme  alternée 
de  fractions  décroissantes  ;  il  en  est  de  même  de  la  dernière,  égale 
à  X]  d*où  il  résulte  que  les  réduites  de  rang  impair  sont  crois- 
santés  et  ne  surpassent  pas  la  dernière;  les  réduites  de  rang 
pair  sont  décroissantes  et  ne  sont  pas  plus  petites  que  la  der- 
nière. 

Si  Ton  figure  les  réduites  par  des  longueurs  portées  sur  une  droite  à 
partir  d'un  point  fixe,  on  a  une  représentation  géométrique  très  simple 
des  propriétés  précédentes.  Nous  pensons,  avec  Claude  Bernard,  que  «  la 
Science  doit  toujours  expliquer  le  plus  obscur  et  le  plus  complexe  par 
le  plus  simple  et  le  plus  clair  ».  On  démontre  de  la  môme  façon  que 
la  somme  des  n  premiers  termes  d'une  série  alternée  dont  les  termes  dé- 
croissent en  valeur  absolue  jusqu'à  zéro  a  une  limite  finie  et  déterminée, 
comme  la  série  harmonique  alternée 

I        I        I         I 

bien  que  la  somme  des  termes  positifs  soit  infinie,  ainsi  que  celle  des 
termes  négatifs.  Par  le  même  procédé,  on  démontre  encore  qu'une  série 
de  cette  nature,  que  l'on  appelle  semi-convergente^  a  pour  limite  un 
nombre  quelconque,  positif  ou  négatif,  lorsque  l'on  modifie  convenable- 
ment l'ordre  des  termes,  ou  s'approche  alternativement  de  deux  nombres 
quelconques;  dans  ce  dernier  cas,  la  somme,  quoique  finie,  n'a  pas  délimite 
déternnnc(î. 

245.  Approximation  des  réduites.  —  La  difTérence  entre  une  ré- 
duite quelconque  et  la  valeur  d'une  fraction  continue  ne  surpasse 
pas,  en  valeur  absolue,  la  différence  entre  cette  réduite  et  la  sui- 
vante. On  a  donc,  en  valeur  absolue, 

^ fp  ^  fp-*-^ fp . 

éTp      gp^i       gp  ' 

mais  le  second  membre  est  une  fraction  dont  le  numérateur  est  égal 
à  ±  1  et  le  dénominateur  égal  au  produit  gpgp^h*  Par  conséquent, 
la  différence  entre  une  fraction  continue  et  l'une  de  ses  réduites  ne 
surpasse  pas,  en  valeur  absolue,  une  fraction  ayant  pour  numéra- 
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leur  FuDité,  et  pour  dénominaleur  le  produit  du  dénominateur  de 
la  réduite  par  celui  de  la  suivante.  A  fortiori,  la  valeur  absolue 
de  cette  différence  est  plus  petite  qu'une  fraction  de  numérateur  i 
et  dont  le  dénominateur  est  égal  au  carré  du  dénominateur  de  la 
réduite. 

Si  une  fraction  quelconque  approche  plus  d'une  fraction 
continue  qu'une  réduite  {fp  :  ffp)  de  rang  quelconque,  ses  deux 
termes  sont  respectii^ement  plus  grands  que  ceux  de  la  réduite 
considérée. 

En  effet,  celte  fraction  est  nécessairement  comprise  entre  celte 
réduite  et  la  précédente;  par  conséquent,  si  nous  la  développons 
en  fraction  continue,  ses  premiers  quotients  incomplets  seront 
9o?  q\  t  72?  •  •  •  ?  7/>-<  î  le  quolienl  qui  la  termine  sera  >  qp  ;  donc 
ses  deux  termes  sont  plus  grands  que  ceux  de  {fp  :  gp). 

On  peut  donner  plusieurs  autres  expressions  de  la  difTérence 
entre  une  fraction  continue  et  ses  réduites.  Posons 

et  remplaçons  x  par  sa  valeur  tirée  de  la  formule  (a)  du  n**  2i2,  il 
vient 

(1)     v= — : ;  ^^         ^p-t  = 


érp{jrp^l£^p-^  fTp-t)  gp-X^J^p^lgp-r-ffp-iy 

par  suite,  si  nous  désignons  par  0  un  nombre  compris  entre  o  et  i , 

0,,=  ^-  l)/-  —  et  0„  =  -   —'—-  Opf 

r*  p  èP'*'P+t 

Nous  allons  chercher  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
qu'une  fraction  donnée  (/:  g)  soit  l'une  des  réduites  du  dévelop- 
pement d'un  nombre  x  en  fraction  continue.  Développons  la 
fraction  (flg)  en  fraction  continue,  et  désignons  par  (p  —  1) 
elp  les  indices  des  deux  dernières  réduites.  Pour  que  x  admette 
la  réduite  (fp  l  gp)j  il  faut  et  il  suffît  que  x  soit  compris  entre 
celle  réduite  et  la  précédente  ;  par  suite,  si,  dans  la  valeur  de  o^, 
on  suppose  Xp^t  >►  1,  on  aura,  en  valeur  absolue, 

fp  .         (-^^P 


(2)  ^-'if< 


ëp      Sp^ëp-^ëp-x) 
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En  particulier,  cette  in('j;alité  est  vérifiée,  lorsque 


■149 


(3) 


lléciproqiieineut,  si  l'inégalité  (3)  est  vérifiée,  il  en  est  de  môme 
(le  riné^alité  (2);  on  lire  donc  de  la  formule  (i)  une  valeur  de 
./•/;+i;  l^lus  grande  que  i  ;  on  aura,  par  conséquent. 


X  —  //o  -i- 


'/i-^ 


'1p 


^/>-t-i 


Cependant,  si  le  signe  du  second  membre  de  Tinégalité  (2) 
n'était  pas  le  même  que  celui  du  premier,  on  augmenterait  d'une 
fraction  int^'grante  le  développement  de  (y  :  g\  ainsi  que  nous 
l'avons  expliqué  au  n°  2i2. 

Donc  :  Pour  qu  une  fraction  donnée  {/ 1  g)  soit  l'une  des 
réduites  d'un  nombre  x  développé  en  fraction  continue,  il  faut 
et  il  suffit  que  Von  aitj  en  valeur  absolue, 


X  — 


f^P        t-^iA^p-^  ë^n-^\) 


en  désignant  par  gp^K  ^^  gp  l(-S  dénominateurs  des  deux  der- 
nières réduites  du  développement  de  (/:  g)  en  fraction  continue, 

2i6.  Renversement  des  fractions  continues.  —  Nous  dirons  que 
Ton  r(*nverse  une  fraction  continue  lorsque  Ton  écrit  tous  ses  quo- 
tients incomplets  dans  Tordre  opposé  an  sens  ordinaire.  On  a,  par 
la  loi  (le  formation  des  réduite*^. 


./".  _,, L 

/•  —  'In    •  f 


.i^l 


.^//"i 


=  r 


f/n-  -, 


(  ^""-   ) 
\  A'/z-i  / 


si  Ton  remplace  successivement,  dans  les  seconds  membres,  les 
fractions  par  d'autres  <'*quivalcntes,  Tapplicatitm  répétée  de  ces 
formules  donne 


fa  1 

Jn-l  'in     1 


K.   L.   —  i. 


r«  il 


g  II    1 


—  7«  -^ 


7/1-1  -  ' . 


yi 


1 

—  » 

7u 


.;,-.-!. 


'D 
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Par  conséquent,  lorsque  l'on  renverse  r ordre  des  quotients 
incomplets  d  une  fraction  continue,  la  fraction  continue  ren- 
versée est  égale  au  quotient  du  numérateur  de  la  dernière 
réduite  par  le  numérateur  de  la  précédente,  et  V  ai^a  ni-dernière 
réduite  de  la  fraction  renversée  est  égale  au  quotient  des  déno- 
minateurs des  deux  dernières  réduites  de  la  fraction  donnée. 

2i7.  Addition  des  fractions  continues.  —  Considérons  deux  frac- 
tions continues 

/"  '  fp  » 

—    70^ —  T     —   »0 


•H >  «-T-  —  : 

qn  s,, 

plaçons  la  seconde  à  la  suite  de  la  première  en  ajoutant  le  premier 
quotient  incomplet  Sq  de  la  seconde  au  dernier,  qr,,,  de  la  première  • 
nous  formons  ainsi  une  fraction  continue 


1 

^1-^ 

I 

I 

7«   '    *o  •                  ■ 

*!-+-•.               I 
S,, 

dont  le  nombre  des  fractions  intégrantes  est  (n  -[-/>),  en  considé- 
rant (qn-h^o)  comme  un  seul  quotient  incomplet.  Nous  allons 
calculer  les  deux  dernières  réduites  de  cette  fraction  continue,  au 
moyen  des  deux  dernières  réduites  de  chacune  des  fractions  conti- 
nues données.  En  effet,  si  Ton  remplace 

qn     par     q^-^r^, 

s  p 
dans  la  loi  de  formation  des  réduites  (n**  242),  on  trouve 

r  n-^i-p  =  Jn  ^1)  -î-  Jn—\  f  in 
^/î4-/.  =  gagp  -H  gn~\f'p  \ 

d'ailleurs  F„^^  et  G,i4.p  sont  premiers  entre  eux,  puisque  la  réduite 
{fp  •  ^p)  ^st  irréductible  (n°  2ii). 

On  peut  supposer  ^0=0;  alors  les  formules  précédentes,  que 
nous  appellerons  formules  d' addition  des  fractions  continues. 
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permettent  de  calculer  les  réduites  d'une  fraction  continue,  en  la 
décomposant  en  deux  ou  plusieurs  fractions  continues  succes- 
sives. 

218.  Multiplication  des  fractions  continues. —  Etant  donnée  une 
fraction  continue,  on  peut  la  prolonger,  autant  de  fois  qu'on  veut 
par  des  fractions  continues  identiques  à  la  première  et  former  des 
fractions  que  nous  appcMerons périodlif u es.  Ainsi,  la  fraction  sui- 
vante contient  trois  périodes 


7o 


71-^-  ' 


çn  -■■-  qo  -*-  ^  -  :  -  - 


I 


?*"^    -.^      I 

Nous  ferons  observer  que  nous  donnons  ici  une  certaine  exten- 
sion à  la  définition  ordinaire  des  fractions  périodiques  ;  pour  retrou- 
ver celles  que  l'on  considère  habituellement,  il  suffit  de  supposer 
^o=:o.  Si  la  fraction  contient  h  périodes,  le  nombre  des  frac- 
tions intégrantes  est  égal  à  hn^  même  pour  yQ=o,  car  nous  ne 
considérons  pas  (q„  -|-  qo)  comme  un  quotient  incomplet.  Si,  dans 
les  formules  d'addition,  nous  remplaçons  n  par  /i/i,  nous  obte- 
nons 

1    F/i/t-Hf»  =  ffp  ï^'/i/i  H-  fp  F/i/i-i , 

(    (Jhn^p  =  Sp^hn--fp^hn-v  , 

p  étant  au  moins  égal  à  i.  En  remplaçant  p  par  (/?  —  \)n  -hp, 
nous  obtenons  les  formules 

(    ^hn-^-p=  /n^{h-i)n+p-'-  Jn—l^ih—l)n-*-pi 
(    Ghn+p  =  ffn  G^fi-i)n-hp  -t-  fyn—X  P(/t- !)«-♦-/>, 

Il  est  préférable  de  se  servir  des  formules  (i)  qui  permettent  de 
calculer  séparément  les  numérateurs  et  les  dénominateurs  des  ré- 
duites, de  n  en  n  (*);  mais  les  formules  (2)  sont  parfois  utiles.  En 


(*)  Ces  formules  correspondent  aux  formules  de  Simpson  dans  la  Trigonomé- 
trie rectilignc. 
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particulier,  nous  ^lémonlrerons  que  l'on  a  celle  propritrlr  des  frac- 
lions  continuer  périodique^ 


ht 


A 

En  eflel.  si  Ion  faiip  =  n  dans  la  première  des  formules  •  >  •  el 
p  =z  t  n  —  I  •  dans  la  seconde  des  formules  '  i  .  on  oLtienl 

^'  h^ï  n-l   -  •S'i-lGAn     -  fnS'h-i-\  - 

d'où  Ton  déduit 

En  particulier,  nous  avons  les  formulo 

*"  in  ~=  Jn^ /^n    "Jn-l  ^'  ^in-l  ~  Jn-i        /nr^t-l* 

Gin—  i'î        //*A'/i-|.  Gln-t  =  ^m~l*  i'/|— /.,-i  '. 

249.  Fractions  contmues  symétriques.  —  Nous  dirons  qu'uni- 
fraction  continue  est  symétrique,  lorsque  tous  ses  quotients  incom- 
plets à  égale  distance  des  extrêmes  sont  égaux  deux  à  deux.  Soil 
donc  la  fraction  continue  symétrique 


fn                                      1 

— .           ^#                                              ,     _       ,                     

1 

-     Y" 

• 

7i    - 
7i 

1 

1 

7" 

Nous  pouvons  supposer  70  >  <J  ?  car,  s'il  en  était  autrement,  nous 
reni[)lacerions  la  fraction  donnée  par  son  inverse.  11  résulte  iuinié- 
diatenient  des  résultats  obtenus  sur  le  ren\ersenient  d'une  fraction 
<;ontiuue  (n"  210),  que  f^n^=fn^\  ]  d'ailleurs,  une  fruclion  ne  ]>eul 
être  dévelop|)ée  que  d'une  seule  manière  en  fraction  continue:  par 
conséquent  si  la  fraction  continue  {fu  :  ^,t)  est  symétrique,  nn 
a  ré^alité  fn_\  ^=  ^u^  et  réciproquement. 

Mais  lu  relation  fondamentale 


<  U  fn  A'/»-l  —  fn-\  k'n  =  (  —  I  i" 


-i 
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devient,  clans  celte  hypothèse, 

donc  fn  divise  le  second  membre.  Réciproquement,  si  deux 
nombres  f  et  g  sont  tels  que  f  divise  {f^^'ài  i),  la  fraction  (/:  g) 
est  dêsreloppable  en  fraction  continue  symétrique.  D'abord /et 
g  sont  nécessairement  premiers  entre  eux  ;  convertissons  (/  :  g)  en 
fraction  continue,  de  telle  sorte  que  le  nombre  n  des  fractions  inlé- 
j;rantes  soit  impair  ou  pair,  suivant  que  /  divise  (^^-|-i)  ou 
{g-  —  i);  dési(i:nons  par  g'  le  quotient  correspondant,  on  aura 

mais,  si  Ton  désigne  par  y',,  i  et  gn^\  les  deux  lermes  de  Tavanl- 
dernière  réduite,  on  aura  la  relation  (i);  d'où  Ton  tire,  par  diffé- 
rence avec  la  relation  précédente. 

Mais/,,  ou  y* est  premier  à  gu\  donc  fn  diviserait  (gn — fn^t)  qu^ 
esl  |)lus  petil  (pie  lui;  on  a  donc 

fi^'^-gn-X  et  gn-^fn-\\ 

la  dernière  égalité  exprime  la  condition  de  symétrie.  Ainsi,  lorsque 
/'divise  (^^-f- 1),  la  fraction  (/ :  ^)est  une  fraction  continue  symé- 
trique contenant  un  nombre  impair  de  fractions  intégrantes,  et  le 
nombre  des  quotients  incomplets  q^^  q^^  ...,  </«  est  pair;  si  y 
divise  i^g'  —  i),  la  fraction  continue  symétrique,  égale  à  (/ :  ^),  a 
un  nombre  impair  de  quotients  incomplets,  et  n  est  pair. 

Lorsqu'une  fraction  continue  est  symétrique,  on  peut  calculer 
les  deux  dernières  réduites,  lorsque  Ton  connaît  les  deux  dernières 
réduites  (pii  correspondent  à  la  première  moitié  de  son  dévelop- 
|)einenl.  Considérons  d'abord  une  fraction  symétrique  paire, 
e\*sl -à-dire  une  fraction  symétrique  contenant  un  nombre  pair 
de  quotients  incomplets,  et  supposons  //  =  l^v^-  i  ;  soit  la  fraction 


///              i 

—  =  (N- 

•       1 

• 
• 

1 

• 
-T-     -  -    , 

yo 
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désignons  par  (/v-i  I  ©v-i)  cl  (/>  I  ^'v)  l^s  deux  dernières  réduites 
(|ui  correspondent  à  la  première  moitié  de  la  fraction  continue, 
et  par  x^^t  le  quotient  complet  qui  suit  q^  :  nous  avons  trouvé 

.fn  _  yv^v-t-l  ~r~/v-l  . 
A'/»         ^vJ^v-t-i-+-^v-l' 

mais,  d'autre  part,  x>,^^  est  égal  à  {/y,  :/>-<);  on  a  donc 

(  /?«  =/v^v-^/v-i^v-|. 

Puisque  la  fraction  (/„  :  g,t)  est  sjmélrique,  on  djn^i  =  g„^  et 
l'on  tire  gn-\  de  la  relation 

fngn-\  —fn-\gn  =  (— O"  =  ^/v^v-1  — /v-l^v)': 

on  a  ainsi 

,     .  \  fn-\  ^/v^v-^/v-l^^v-l  » 

<^)  _      j  j 

(   ê>n- 1  —  ^v  "^  ^v-  1  • 

Les  formules  (i)  et  (•>.)  résolvent  la  question  proposée  pour 
/i  =  2v  -h  I ,  c'est-à-dire  pour  le  cas  d'une  fraction  continue,  qui 
est  symétrique  et  paire. 

Si  la  fraction  continue  est  symétrique  et  impaire,  on  peut 
l'écrire  sous  la  forme 


A'n                     q\ 

I 

1                            I 

7v-  1  H 1 

1 

•H y 

7o 

en  ayant  le  soin  de  remplacer  la  fraction  intégrante  médiane  — 

par  ——  H ;  on  obtient  alors,  comme  ci-dessus,  en  remplaçant 

•^v+i  par(/v_,  :/v), 

^«  =  /v^v-| -r-/v-i^v=//i-i , 

250.  Sur  les  décompositions  des  nombres  en  carrés.  —  Les  ré- 
sultats précédents  conduisent  à  une  démonstration  d'un  théorème 
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imporlanl  ([iie  nous  retrouverons  dans  une  théorie  beaucoup  plus 
générale. 

Tout  dwiseiir  cVune  somme  de  deux  carrés  premiers  entre 
eux  est  une  somme  de  deux  carrés.  En  effet,  si/divise  une  somme 
de  deux  carrés  premiers  entre  eux,  f  divise  (n°  227)  l'expression 
{g^  -h  i).  Donc,  si  Ton  convertit  (/:  g)  en  fraction  continue,  on 
obtient  une  fraction  symétrique  paire,  et  l'on  a 

Plus  particulièrement,  tout  diviseur  premier  d'une  somme  de 
deux  carrés  est  une  somme  de  deux  carrés  ;  mais  il  ne  faut  pas 
en  conclure  que  tout  nombre  premier  soit  une  somme  de  deux 
carrés.  Car  aucun  nombre  premier p  ^  3  (mod.  4)  ^(^  peut  être 
la  somme  de  deux  carrés  entiers  ou  fractionnaires.  En  effet,  si 
l'on  avait 

le  nombre  p  diviserait  une  somme  de  deux  carrés  et  serait  une 
somme  de  deux  carrés  entiers ,  ce  qui  est  impossible  puisque 
cette  somme  est  congrue  à  r  ou  à  2,  et  non  à  3,  pour  le  mo- 
dule 4* 

Nous  donnerons  une  autre  démonstration  du  théorème  précé- 
dent, qui  repose  encore  sur  la  théorie  des  fractions  continues, 
mais  où  l'on  ne  considère  pas  les  fractions  symétriques.  Plus  gé- 
néralement,  nous  démontrerons,  d'après  une  méthode  due  à 
M.  IIermite,  les  trois  théorèmes  suivants  :  Tout  diviseur  de  la 
forme  quadratique  {a^  -+-  k  b^)  est  de  la  même  forme,  lorsque 
A*=  I,  a,  3. 

En  effet,  ainsi  que  nous  l'avons  démontré  (n"  227),  il  suffit  de 
considérer  les  diviseurs  premiers  de  la  forme  {x^  -f-  k).  Supposons 
donc,  pour  p  premier,  que  l'on  ait 

x^-'r-k—-o        (mod./>); 

développons  en  fraction  continue  la  fraction  [x  \  p),  dans  laquelle 
on  peut  supposer  x  <^  ^p.  Les  dénominateurs  des  réduites  vont 
en  croissant,  jusqu'à  p  ;  désignons  par  gn  et  gn^\  les  deux  déno- 
minateurs consécutifs  choisis  de  telle  sorte  que  leurs  carrés  com- 
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prennent  le  nombre//.  On  a  donc 


OU  bien 


i' 


el  en  ajoiilanl  A^^j^  de  part  el  d'aiilre,  il  vient 

Mais,  en  développant  le  pnMnier  membre,  on  voit  que  celui-ci 
est  un  multiple  de  p.  Cela  posé ,  supposons  d'abord  ^  =  i  :  le 
second  membre  ne  peut  égaler  2/?;  par  suite,  le  premier  iiieiiibre, 
qui  n'est  pas  nul  et  qui  est  un  multiple  de/>,  est  précisénienl  épal 
à/>,  et  Ton  a 

(j-frn—p/n)^-'-  .^r,  =P' 

Supposons  A'  =  •>.  ;  le  second  membre  ne  peut  surpasser  '^/j;  on 
a  donc  pour  le  [)ren)ier  membre  la  valeur  p  ou  2/>,  et  par  suite 
Tune  ou  Fautre  des  représentations 

<  '^nn  —  P/n  )*  -"-  2  S'},  =  />  , 

Enfin,  si  A' =  3,  le  premier  membre  sera  égal  à/>,  2/>  ou  3/>;  la 
seconde  liypotlièse  est  impossible  suivant  le  module  4î  on  a  donc 
Tune  ou  Taulre  des  décomj)ositions 

(  'f\irn  —  p/n  )*  —  3  A' J  —  y>  , 
^rirn—p/nY 


H  3  )      "    '^'''=^ 


251.  Multiplication  des  fractions  continues  symétriques*  — Dans 
le  cas  particulier  des  fractions  continues  symétricpies,  les  for- 
mules de  multiplication  se  simplifient  à  cause  de/,i-i  =^  ^// ;  ainsi 
l'on  a,  en  remplaçant  n  par  /m,  ])uis(pie  la  fraction  reste  symé- 
trique (n"2i9), 

(jî/tn  - 1  =  '^  (j/in  G/4/1  _i . 
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Posons,  iraiitre  part,  d'après  le  n"  Î2i9, 

*    f'i      _       ^Itn     . 

i\   --    —    -; , 

on  en  clt'diiil,  |)ar  la  relation  fondamentale, 
el,  par  suite. 

Enfin,  si  Ton  pose 

Ajx-i-i        -,     t  ia-t-1         ~T: — » 

on  voit  que  les  formules  précédentes  donnent 


'^  *2/i//  ^hn  ^hn 


» 


de  telle  sorte  que  X^aw  et  Yo/i//  sont  respectivement  la  moyenne 
arithmétique  et  la  moyenne  harmonicpie  de  X>i„  et  de  Y>i„.  l^ar  ce 
procédé,  on  peut  calculer  les  réduites  Xjj^  en  doublant  continuel- 
lement l'indice,  et  obtenir  ainsi  X.j«,,  et  Ya»//.  sans  calculer  les 
fractions  intermédiaires  (Voir  V Addition  JY), 

FRACTIONS  CONTINUES    GÉNÉRALISÉES. 

2o2.  Algorithme  d'Euler.  —  Cumulants.  —  La  notation  des 
fractions  continues  est  souvent  incommode  dans  la  pratique;  il  est 
préférable  de  se  servir  de  l'algorithme  d'EuLEn  (  *  ),  afin  de  géné- 
raliser la  théorie  et  l'eniploi  des  fractions  continues  ordinaires. 

Prenons  des  nombres  quelconques,  positifs  ou  négatifs,  entiers 
ou  fractionnaires. 

et  formons  une  suite  commençant  par  0,1,   que  nous  représenlt*- 

rons  par 

<>i    I'    Il    Qu?    Qi7    Qî»     •••1    Q/i»    •••» 


(')  EuLER,  Solutio  problematis  arithmetici  de  inveniendo  numéro  qui,  per 
datos  numéros  divisus,  relinquat  data  rcsidua  {Comm.  Ac.  Petrop.j  t.  VII. 
p.  4<>).  —  De  usu  novi  algorithmi  in  problemate  Pettiano  solvendo  {JVov. 
Comm,  Petrop.,  l.  \I,  p.  28).  —  Gauss,  Disq.  Arithm.f  n*»  "21. 
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et  (le  telle  sorte  que  chaque  terme  se  calcule  successivement  au 

moyen  des  deux  précédents  et  du  nombre  q  correspondant,  par  la 

loi  de  récurrence 

Q/i  =  g'iiQ/i-iH-  Qrt-j. 

On  effectue  le  calcul  de  la  façon  suivante,  de  gauche  à  droite, 


5^0 

1x 

9t 

ys 

o 

I 

7o 

qoq\-^i 

qog\qt-^qt-^  ço 

ÇiQt-^Qi 

Qo 

Q. 

Q« 

Qa 

Si  les  nombres  q  sont  entiers  et  positifs,  Q„  désigne  le  numéra- 
teur de  la  fraction  dont  le  développement  en  fraction  continue 
donne  les  quotients  incomplets  q^,  y»,  ...,  <jr„;  mais,  dans  le  but 
de  la  simplification  et  de  la  généralisation,  nous  désignerons,  avec 
EuLER,  le  nombre  Q„  par  le  symbole 

[70»  7l'  î'î»    ••  •'  Çn]j 

et  nous  dirons  que  celte  expression  représente  le  cumulant  des 
(/i-|-i)  éléments  q^y  q^^  q^^  ...,  qny  pris  dans  un  ordre  déter- 
miné. Avec  cette  notation,  la  loi  de  récurrence  s'écrit 

Lorsque  tous  les  éléments  sont  égaux  à  i ,  le  cumulant  de  n  élé- 
ments est  égal  au  terme  Un^^  de  la  suite  de  Fibonacci.  Mais,  plus 
généralement,  en  laissant  aux  éléments  du  cumulant  des  valeurs 
arbitraires,  on  aperçoit  que  tous  ses  lermes  sont  dissemblables  et 
ne  peuvent  se  réduire  entre  eux  ;  par  suite  :  Le  nombre  des 
termes  du  cumulant  de  n  éléments  quelconques  est  égal  au 
terme  Un^^  de  la  suite  de  Fibonacct. 

Au  lieu  de  prendre  pour  valeurs  initiales  les  nombres  o  et  1 , 
nous  pouvons  prendre  les  nombres  i  et  o,  tout  en  conservant  la 
même  loi  de  formation;  nous  formons  ainsi  des  nombres  R  dont 
les  premières  valeurs  sont 

1,0,        Ro=o,        R,=  ^,,        Rt=  g'i^'î-Hi,        


i 
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On  volt  immëdiatemenl  que  //©  n'entre  pas  dans  les  valeurs 
de  R;  d'ailleurs  Ro=  o,  R,  =  ^y,.  Par  conséquent,  les  autres  va- 
leurs s'obtiennent  avec  les  éléments  du  cumulant,  en  supprimanl^o- 
On  a  donc 

Considérons  enfin  une  suite  S  ayant  pour  valeurs  initiales 
So=  b  et  Si  =  AT  ;  et  calculons  successivement  les  autres  termes 
par  la  loi  de  formation 

On  aperçoit,  par  le  calcul  des  premiers  termes,  comme  pour 
les  restes  obtenus  dans  la  recherche  du  plus  grand  codiviseur  de 
deux  nombres  (  n"^  189),  c|ue  l'on  a,  pour  toute  valeur  de  /i,  la 
formule 

dans  laquelle  X„  et  Y„  ne  contiennent  ni  a,  ni  b.  Si  Ton  fait  a  =  i , 
b  =  o,  on  a  donc 

^«  "  [î'Oï  7i'  •  •  •  •  7«J) 

rt  si  Ton  fait  a  =  o  cl  b  =  i ,  on  a 

■  /i  ~"  [ 7 1  '  72 î  •  •  •  ?  7«  1  • 

Par  conséquenl,  on  a  pour  l'expression  de  S„^i,  calculée  par 
cumulants,  en  prenant  pour  valeurs  initiales  S©  et  Si,  deux 
nombres  quelconques,  b  et  <?, 

D'ailleurs,  en  supposant  arbitraires  tous  les  éléments  du  cumu- 
lant, ainsi  que  a  et  6,  tous  les  termes  de  Sn^i  sont  dissemblables, 
el  leur  nombre  est  égal  au  terme  //«^a  de  la  suite  de  Fibonacci. 

253.  Propriétés  des  cumulants.  —  Si  l'on  remplace,  dans  la 
dernière  formule  du  numéro  précédent,  b  par  i  et  a  par  Ço^  en 
prenant  q^,  q^,  .  •  • ,  7/i  pour  éléments  du  cumulant,  on  a 

(0  [Çoy  Çii  '  ■  "  Çn]  =  qolqi,qi'> 7/»]  H-  [^î»  73i  •  •  •>  ^il* 
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D'ailleurs,  nous  avons  trouvé  plus  haut  la  formule 

('^)       [70,  ^1»  •  ••»  7/il  —  7«[7o.  yi» 7//-  ij -^  [70' 7!?  •  •    -Çn-t]' 

Nous  démontrerons  d*abord  cette  proposition  :  Si  Ion  change 
tous  les  signes  des  n  fHénients  (Van  cumulant,  on  multiplie 
celui-ci  par  { — i)".  En  effet,  celte  propriété  a  évideinmenl  lieu 
lorsque  le  cumulant  se  compose  de  i,sè,3,...  termes.  Suppo- 
sons qu'elle  soit  vérifiée  pour  les  cumulants  de  (n  —  2)  et  de 
(/?  —  1)  éléments;  la  formule  (a)  nous  montre  qu'elle  est  encore 
vérifiée  pour  n  éléments.  Donc  la  propriété  subsiste  pour  un 
nombre  (pielconque  d'éléments  du  cumulant. 

On  a  aussi  la  proposition  suivante  :  Quelles  que  soient  les  va- 
leurs des  éléments  d*un  cumulant,  on  a  la  relation 

(3)  [go, Çn]'lqi 7«-i]    -l7o 7«-i  ]  IVi?- • -j^"]  =^(— »)""*• 

En  effet,  lorsque  les  éléments  du  cumulant  sont  des  nombres 
entiers  et  positifs,  la  fraction  continue 

I 

7u-i 

7t  -    i 

•  i-  --  » 
7" 

est  égale  à  la  réduite  (n°  2i2) 

/j>  _  f7«-  7i^_j  ^J'J 

et  nous  avons  trouvé  la  relation 

mais  la  méthode  de  raisonnement  (|ui  nous  a  permis  d'établir  cette 
formule  ne  su{)|)ose  |>as  que  les  nombres  7,,  sont  des  entiers,  et  la 
méthode  s'applicpie  à  des  nombres  ([uelconques,  entiers  ou  frac- 
tionnaires, positifs  ou  négatifs.  \\\v  conséquent,  la  relation  pro- 
posée est  démontrée. 

Enfin,  on  a  encore  le  théorème  suivant  :  Un  cumulant  ne 
change  pas  de  valeur  si  Von  renverse  V ordre  de  ses  éléments. 
En  d'autres  termes,  on  a  l'égalité 

(4)  I70J  7J'  •  •  •)  7«]  =  L7«'  ■•  •?7i>  7oJ- 
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F2n  eflel,  cette  propriété  osl  vérifiée  lorsque  le  nombre  n  des 
éléments  du  cumulant  est  égal  à  i,  i  ou  3;  supposons-la  vérifiée 
pour  les  cumulants  de  {n  —  u)  et  de  {n  —  i)  éléments.  Mais  si 
l'on  renverse,  dans  la  formule  (>),  Tordre  des  éléments  qui  sont 
supposés  arbitraires,  on  a 

si  l'on  compare  cette  formule  avec  la  formule  (i),  on  en  déduit 
immédiatement  l'exactitude  du  tIï('orème  énoncé. 

!2oi.  Fractions  continues  généralisées.  —  On  a  encore  considéré 
les  fractions  continues  sous  la  forme  générale 


ftu- 


^\ 


a 


n 


bn 


dans  laquelle  les  d  et  les  h  sont  des  nombres  quelconques,  positifs 
ou  négatifs;  on  obtient  pour  les  premières  réduites 


fi  -    ^5/1  '-^'2/0. 

î 

fil  —  ^nfn- 1  -+-  fhij  n-i  ' 


A'o  -    ». 


^-  «î  ^0. 


>'«  ^-  ^hi  gn-\-^  Cln  gn-\ 


On  pourrait  ainsi  tirer  f^  t't  ^,1  sous  forme  de  déterminant; 
mais  il  n'y  a  aucun  avantage  à  cette  transformation.  On  démontre, 
comme  |)Our  les  fractions  continues  ordinaires,  que  la  loi  déforma- 
tion des  deux  termes  des  réduites  est  générale.  La  relation  fonda- 
mentale devient 

mais  les  réduites  ne  sont    plus  «les  fractions  irréductibles.  On  a 
encore  la  série  alternée 


fp  _  A  _     «I     _  '^l'j 


A'uA'i 


//,  ff.,  (t 


<r  ,    ir.. 


_  (  —  I  »/'— 1   L  • 


...   •;-(.—  I  ;/' 


fr  m      *r 
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Enfin,  on  peut  remplacer  ces  fractions  continues,  au  moven  de 
ralgorithme  d*EiLEB.  en  posant 


* 


Exemple  I.  —  Transfurmer  en  fractions  continues  ordinaires  les  fractions 


I  I 

a  -r-  a  -:- 


6-1,  b-  ' 


r  I 

On   trouve   pour  la  première,  en  supposant  b  et  c>i.  les   quotients 

incomplets 

a,     {b  —  i;.     I.     «  c  —  n, 

et  pour  la  seconde,  en  supposant  6,  <  r  —  i)  et  €/>  i.   les  quotients  in- 
complets 

a,     ic  —  I  ),     I.     (T  — 2L     I.     \,d  —  I  ». 

Exemple  II.  —  Calculer  les  réduites  successives  de  la  fraction  continue 
généralisée 


•i  — 


I 

2 


I 
•2 


/•    "^ 

/:        4 

/n         n  —  ■> 

^   » 

g\     2 

-r»     3 

gn         n  -^  l 

'1  — 
On  trouve 

go        i' 
Exemple  111.  —  Calculer  les  réduites  de  la  fraction  continue 

3 ? 

3 ï 


3-         '' 


3  — 


On  trouve 


^0        i'  ^1        3'  ^1         ;'  '  gn        a'»-^»  — i' 

Remarque  I.  —  Lorsque  Ton  développe  un  nombre  fraction- 
naire en  fraction  continue  ordinaire,  on  prend  constamment  le 
quotient  incomplet  par  défaut;  on  pourrait  prendre  constamment 
le  quotient  incomplet  par  excès,  et  alors  toutes  les  fractions  inté- 
grantes auraient  —  i  pour  numérateur. 
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Remarque  II.  —  On  peut  aussi  prendre  le  quolienl  le  plus 
approché,  soit  par  défaut,  soit  par  excès,  et  alors  les  fractions  in- 
tégrantes auront  pour  numérateur,  soit  -f-  i,  soit  — i,  d'après  la 
suite  des  calculs. 

Remarque  III.  —  Enfin,  on  peut  encore  développer  un  nombre 
fractionnaire  en  prenant  alternativement  les  quotients  approchés 
par  défaut  et  par  excès.  On  obtient,  dans  ces  différents  cas,  des 
fractions  continues  généralisées  qui  peuvent  être  utiles  dans  la  so- 
lution de  certaines  questions  (*). 

25o.  Développement  du  cumulant  d'éléments  égaux.  —  On  peut 
se  proposer  de  développer  le  cumulant 

dont  tous  les  éléments  en  nombre  n  sont  égaux  à  a\  On  trouve, 
pour  les  premiers  développements, 

\x,  x\  =  x^-+-  I, 
[jr,  37,  a:]  =  x'-t-  ix, 
[a*,  a:,  X,  x\  =  37*-+-  Sa-*  -4-  i, 
[ar,  37,  a:,  x,  x^  =  x^-^  ^x^-\-Zx, 


On  voit  ainsi  que  le  cumulant  de  n  éléments  égaux  à  x  est  un 
polynôme  en  x  de  degré  w,  que  nous  désignerons  par  o,i(x). 

11  ne  contient  que  des  termes  dont  les  exposants  sont  de  même 
parité;  d'ailleurs  le  tableau  des  coefficients  représente  le  triangle 
arithmétique  dont  les  lignes  sont  placées  parallèlement  à  la  diago- 
nale descendante  \  .  On  a  ainsi 

(I)  <?/.  =  ar^H-  CA_,  ar^-ï-h  CJ_ja7'»-*-h  Cî-ja7«-6-i-. . .; 

on  vérifie  facilement,  a  posteriori,  l'exactitude  de  cette  formule, 
par  la  loi  de  formation 

O/i+l  =  ^o„  -h  «prt-i  Cl  <?o  =  I  > 

(»)  Gauss,  Disg.  arith.,  n-  177. 
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et  les  rgalilés  obtenues  pour  S  par 

ip-i,     ip-i 3*,     i,     i: 

faisons  les  sommes  des  égalités  obtenues  ;  nous  avons  ainsi  les  for- 
mules 

N,,  =      2f*  i  N'o  — 0  -r-i. 

(2)  '       '^  i 


I 


T»-    -J/»    'So s. 


Plus  particulièrement,  si  la  suite  initiale  se  compose  de  deux 
termes  de  somme  5,  on  a  plus  simplement, 

Np  -      1:2/», 


Ci)  .->-(.-»    l 


I 


Exemple  /.  —  Calculer  les  si\  premières  suites  que  l'on  obtient  par 
intercalations  successives,  en  partant  de  i  et  i. 

Exemple  IL  —  Démontrer  que  les  deu\  plus  grands  termes  de  la  suite 
obtenue  après  p  intercalations  sont  égaux  au  terme  Up^\j  de  la  suite  de 
FiBONACCif  et  que  leurs  rangs  sont  donnés  par  l'expression 

I  -^  iP-^  zn ^  . 

Exemple  III.  —  On  donne  n  nombres  a©,  ^o»  Coj  •••>  ^o»  ^*o.  'o;  on 
forme  une  première  suite,  ai, 6],  rj,  ... ,  en  remplaçant  chacun  d'eux  par 
la  somme  de  tous  les  autres,  et  ainsi  consécutivement;  trouver  l'expres- 
sion des  termes  de  la  suite  d'indice />. 

En  désignant  par  sq  la  somme  des  nombres  donnés,  l'un  d'eux,  Co  par 
exemple,  devient 

Cp  =    i^ 5o-f-  (—  l)PCo. 

(Ed.  Collignon.) 

257.  De  la  médiation.  —  Considérons  deu\  fractions  à  termes 

positifs 

b  d 

-     et     -  : 
a  c 
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intercalons  entre  ces  deux  nombres  une  fraction  ayant  pour  nu- 
mérateur et  pour  dénominateur  la  somme  des  numérateurs  et  des 
dénominateurs  des  fractions  données;  nous  obtenons  une  fraction 
que  nous  appellerons  la  niédiante  des  deux  premières.  Lorsque 
les  dénominateurs  a  et  c  sont  égaux  ù  i,  la  médiante  devient  la 
moyenne  arithmétique,  mais  il  n^en  est  pas  de  même  dans  le  cas 
général  (n«  84). 

Ainsi,  par  ce  procédé  dit  de  médiation,  dont  on  trouve  de 
nombreux  exemples  dans  les  ouvrages  d'ARcniMÈDE  et  des  géomètres 
de  rinde,  nous  formons,  avec  les  deux  fractions  données,  la  suite 

b       h-^d      d 

(I)  -) >     -• 

a       a-ir  c       c 

Posons  ad —  hc  =  A,  nous  trouvons  pour  les  différences 

hv-d        h  A  d        h-\-d  A 


d 

h          A 

—    — 

c 

a         ar 

ft  -\-  c        a       a  (a  -T-  c )  <:        a -^  c        c  {a  -r-  c) 

Par  conséquent,  si  Ton  intercale  entre  deux  fractions  quelcon- 
ques, à  termes  positifs,  leur  fraction  médiante,  on  obtient  une 
suite  (i)  de  trois  fractions  à  termes  positifs,  rangées  par  ordre  de 
grandeur,  et  les  différences  de  deux  fractions  consécutives  ont  le 
même  numérateur  A.  Intercalons  les  deux  médiantes  dans  les 
deux  intervalles  de  la  suile  (i);  répétons  le  même  procédé  sur  la 
suite  obtenue  et  continuons  de  même;  nous  formerons  ainsi  des 
suites  de  fractions  à  termes  positifs,  rangées  par  ordre  de  grandeur, 
et  la  différence  de  deux  fractions  consécutives  a  constamment  A 
pour  numérateur. 

Réciproquement,  si  l'on  a  trois  fractions  consécutives 

h      y      d 
a       X       c 

telles  que  leurs  différences  successives  aient  un  numérateur  égal 
au  numérateur  de  la  différence  des  fractions  extrêmes,  la  frac- 
lion  (jr  :  x)  est  la  médiante  des  deux  autres.  En  d'autres  termes, 
si  Ton  a 

y       b  _  ad  —  bc  d      y  _  ^d  —  bc 

X       a  ax  ex  ex 


111. 


T»f 


*•     -r:      .--"J. 


■.•"■-^    :•-- 


'„        ( 


-  -irL-    -     .•*:/■    .; 


-=--=14 

;*-    Lr*Tr   iTk.:i'.'>:î-  nu    *    -.* 


_  I 


:*-i.'    '  1./.  .'      ."i.'é*'.    i'.-:    '"ri-':!"/-     *}*.*-f  w    ««^fa"  Z'^^vwziittf*.  -?' 


h 

y 

• 

A 

7^ 

- 

'/•  -  ;^ 

f:—  . 


ï  1 
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nous  allons  démontrer  que  la  fraction  médiante  de  ces  deux 
fractions  peut  s'obtenir  en  remplaçant  les  restes  (6  :  a)  et  (d  :  c) 
par  leur  médiante.  En  effet,  désignons  par  (B;,_2  •  A,/_2)  et 
(B„_|  :  i\rt-i)  les  réduites  qui  correspondent  aux  (n  —  2)  et  aux 
(n  —  i)  premiers  quotients  incomplets,  nous  avons 

B  _  (hg„—n)h„   j-^  bB„.  ^ 

ces  deux  fractions  ont  pour  médiante 

n  -^  n  _  \^ù  -{-  ci q„->-  a  -h  c^B„  -i-h  ù  -{-  c/  Bn-t 

On  a  donc 

B_-^  D  _        t 


71 


<jî    •.  I 


7/« 


b---d 

• 

a    r-  o  * 


(Tailleurs,  si  les  fractions  à   termes  positifs  {b  :  a)  et  (d  :  c)  ne 
surpassent  pas  i,  leur  médiante  est  comprise  entre  o  et  1. 

258.  Suites  de  Brocot.  —  Ces  suites  ont  été  considérées  pour 
la  première  fois  par  Brocot,  dans  un  intéressant  opuscule  sur  les 
calculs  de  Thorlogerie  (  *  ).  Elles  proviennent  de  Tintercalation  suc- 
cessive, par  voie  de  médiation,  des  deux  fractions  -  et  -»  dausTin- 

lervalle  desquelles  se  trouvent  tous  les  nombres  commensurables 
positifs.  La  première  suite  obtenue  esl 


0       I       I 

»     -  ?     -  î 

1  I         o 


en  nous  bornant  aux  nombres  commensurables  compris  entre  o 
et  I,  il  nous  suffit  de  conserver  les  deux  premiers  termes,  puisque 


(  '  )  Calcul  des  rouages  par  approximation,  nouvelle  méthode,  par  Brocot, 
horloger  (Paris,  1862). 
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les  nombres  commensurables  inverses  des  premiers  se  Irouveraienl 
placés,  dans  les  suites  successives,  à  égale  dislance  de  la  fraction  -• 
Avec  cette  reslriclion,  nous  formons  les  suites 
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Nous  allons  démontrer  que  tout  nombre  commensurable  à  termes 
positifs  apparaît  dans  Tune  des  suites  et,  par  conséquent,  dans 
toutes  les  suivantes;  nous  avons  ainsi  deux  problèmes  à  résoudre  : 
i'*  Déterminer  Tindice  de  la  suile  et  le  rang  du  terme  de  celte  suite 
qui  contient  un  nombre  donné  (bla);  2°  Déterminer  la  valeur  d'un 
terme  de  rang  donné  n  dans  une  suite  [ip  d'indice  donné. 

En  d'autres  lermes,  supposons 

"a' 

il  s'agit  ;  i"  de  calculer  toutes  les  valeurs  de  n  et  de  p  qui  corres- 
pondent à  deux  nombres  donnés  a  ci  b  positifs  et  premiers  entre 
eux  ;  2®  de  calculer  la  valeur  de  b  et  celle  de  a  qui  correspondent 
aux  valeurs  données  n  et  p  de  deux  entiers  positifs. 

Nous  observerons  d'abord,  par  la  loi  de  formation  des  suites, 
que  tout  terme  u^  apparaît  dans  toutes  les  séries  suivantes,  et  que, 
si/?  augmente  d'une  unité,  l'indice  n  se  trouve  multiplié  par  u; 
on  a  donc,  pour  tout  entier  positif  a,  la  formule 
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par  conséquent,  pour  connaître  les  diverses  places  occupées  par 
une  fraction  donnée,  il  suffit  de  savoir  le  rang  qu'elle  occupe  dans 
la  suite,  quand  elle  apparaît  pour  la  première  fois,  ainsi  que  Tin- 
dice  de  cette  suite. 

En  particulier,  on  a  uj  =  j\  la  fraction  -j-  apparaît  donc,  au 
rang  /îr=2/'"',  dans  la  suite  d'indice/?;  on  retrouve  ainsi  le 
nombre  N^  =  (i  -+-  'iP~^)  des  termes  de  la  suite  ;  il  en  résulte  que 
Ton  a  toujours  n  <  'iP~^  . 

En  second  lieu,  on  voit  tout  de  suite  que  le  second  terme  w^ 

d'une  suite  quelconque  est-;  par  conséquent, 

,a  r 

"     «  =  -  ; 

si,  dans  cette  formule,  nous  remplaçons  successivement  a  par 
les  valeurs  i  ,a,  3,  . .  .  (/>  —  i),  elq  parles  valeurs  complémentaires 

(/?  —  0'  (/^  —  '"')'!  •  •  •  ?  2,  I ,  nous  obtenons 

^/»  =  -  ,    wj  -  ,     . . . ,    //^  =   --        ,    . . . ,    £/^      —  -,     f/*;      =  -. 

Ainsi,  on  peut  calculer  directement  la  suite  d'indice  p,  sans 
calculer  les  suites  précédentes,  en  écrivant  les  inverses  des  nom- 
bres entiers 

11  1  111 

—  >    —   -  >    —    -^     •••<    -j    -<    —  ■» 
p     p  —  i      p  —  '^  \      '1      \ 

et  en  intercalant  dans  les  intervalles  successifs,  par  médiation,  des 
médiantcs  en  nombres 

G,     I,    3,    5,     —    Ci/'-* — I}. 

Pour  déterminer  les  indices  qui  correspondent  à  la  première 
apparition  d'une  fraction  (bla)  comj)rise  entre  o  et  i,  nous  la 
développerons  en  fraction  continue  ordinaire.  Soit  donc 


ù           1 

a                          1 

/t   X      .1 

91  ■                  , 

y*^^        ^                . 

^3-^. 

1 

•H » 

Çn 
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7^72)  ''"><Jn  (lésignaut  des  entiers  positifs,  avec  la  condition 

()n  a  donc 

1           h        I 
<^  .    .< • 

f/i-T-i    ^  a    "  </,' 

dans  la  série  d'indice  (yi  -h  i),  les  deux  fractions  qui  comprennent 
[h  la)  sont. consécutives,  puisqu'elles  ont  pour  rangs  /?  =  i  et 
n  =  i;  par  conséquent,  puisque,  dans  la  succession  des  suites, 
toutes  les  fractions  sont  rangées  par  ordre  de  grandeur  croissante, 
cette  fraction  ne  pourra  se  trouver  pour  la  première  fois  que  dans 
une  suite  ultérieure,  et  comprise  entre  les  deux  fractions  extrêmes 
(les  inégalités  précédentes.  Cela  posé,  intercalons  les  médiantes 
entre  les  fractions  continues 


f 
cl 


<J^--      7.-, 


ces  deu\  fractions  ont  les  mêmes  quotients  incom})lets  ;  on  peut 
donc  faire  cette  opération  sur  les  fractions  j  et  J  ;  faisons  q2  inter- 
calations  successives  par  médiation  ;  la  fraction  qui  précédera  la 
dernière  des  deux  précédentes  (  i  l  Çt)  sera 


V.-i-i.; 


mais  (i  iqt)  aura  pour  rang  2^«  dans  la  série  d'indice  (q^-h  72)' 

Par  conséquent,  la  fraction  (^i  H j  apparaît  pour  la  première 

fois  dans  la  série  ayant  pour  indice  (<jr,  -\- q^)  au  rang  a^»-f-i; 
elle  apparaît  donc  dans  la  suivante  au  rang  2^»"*"'  —  2;  si  Ton 
remplace  q2  par  (q^-h  1),  on  voit  que  la  fraction 


1 


I 
7i-i      -  — 


apparaît,  pour  la  première  fois,  dans  la  série  d'indice  (q^  -{-  ^72  -h  i) 
au  rang 

.27,+  !— I. 
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On  a  ensuite 

i  h  \ 


1  a  I 


»  I 


dans  la  série  d'indice  (<yi  4- 72+  0»  '^*^  deux  fractions  qui  com- 
prennent -  sont  consécutives  et  ont  pour  rangs  1  et  2  ;  en  répétant 
le  même  raisonnement,  on  voit  donc  que 


I 


I 


apparaît,  pour  la  première  fois,  dans  la  suite  ^  qui  a  pour  indice 
{<J\  -4-  7a -4-  73 )  et  au  rang  n  =  2^«(2^« —  1)  -f-  i. 

Il  est  facile  de  continuer  Papplication  de  la  mélhode  précédente 
et  d'en  déduire  ce  théorème  :  Si  /^on  désigne  par  q^,  q^i  73»  •  •  -  ^ 
<7„  les  quotients  incomplets  d^  une  fraction  comprise  entreoet  1, 
cette  fraction  apparaît  y  pour  la  première  fois  j  sous  forme  irré- 
ductible, dans  la  suite  de  Ihocot  dont  V indice  est  égal  à  la 
somme  des  quotients  incomplets,  et  le  rang  qu'elle  occupe  après 
j  dans  cette  suite  a  pour  expression  le  cumulant 

l-a  première  partie  de  ce  théorème  a  été  énoncée  par  IIalphek, 
mais  démontrée  d'une  autre  manière  (*).  On  a  cette  autre  propo- 
sition :  La  suite  de  Brocot  d^indice  p  se  compose  de  toutes  les 
fractions  irréductibles ,  comprises  entre  o  et  i,  dont  la  somme 
des  quotients  incomplets  de  leur  développement  en  fraction  con- 
tinue ordinaire,  ne  surpasse  pas  r indice  p  de  la  suite. 

Dans  la  suite  p^,  les  termes  u"  de  rang  n  impair  représentent 
les  fractions  médian  tes  de  la  suite  ^p-\'  On  a  donc  encore  ce 
théorème  :  Les  fractions  irréductibles,  comprises  entre  oet  i^et 
dont  le  développement  en  fraction  continue  ordinaire  donne 
t/ne  somme  de  quotients  incomplets  égale  à  p,  sont  en  nombre 


(')  IIalpiikn,  Sur  des  suites  de  fractions  analogues  à  la  suite  de   Farky 
{Bull.  Soc.  math.,  t.  V,  p.  170;  I*aris,  1^77). 
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*  m 

li^/fM  ^.//0*yy,«jlri^*  ;k  j.our  Dur/i'tri**-ur  i  :  deux  numenleur^  con>è- 
'jfttf^.  o*i  4':iix  d'''/jOffjîf.4l^ur*  *Of]it  prirrui^rî'  ecînf  eux. 
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On  pcul  d^ailleurs  simplifier  le  calcul  précédent  en  se  bornant 
à  rintercalation  des  fractions  jusqu'à  4;  on  obtient  les  autres  en 
retranchant  les  premières  de  i . 

Pour  déterminer  le  nombre  des  termes  de  la  suite  de  Farey 
d'indice />,  on  observe  que  celte  suite  se  compose  de  toutes  les 
fractions  irréductibles,  ayant  pour  dénominateurs  i,  2,  3,  ...,/>: 
par  conséquent,  en  tenant  compte  des  fractions  extrêmes  j  et  {,  on 
a  ce  théorème  : 

Le  nombre  des  fractions  de  la  suite  de  Farey  de  rang  p  est 
égal  à  I  augmenté  de  la  somme  des  indicateurs  des  p  premiers 
nombres:  c'est-à-dire  à 

•    I 

Si  Ton  retranche  ce  nombre  du  nombre  des  termes  de  la  suite 
correspondante  de  Brocot,  on  en  déduit  encore  cette  proposition: 
Les  fractions  irréductibles  comprises  entre  o  et  i,  dont  le  déno- 
minateur surpasse /?,  mais  dont  la  somme  des  quotients  incomplets 
dans  le  développement  en  fraction  continue  ne  surpasse  pas  />, 
sont  en  nombre 

rP 
•  I 

Enfin,  on  peut  encore  considérer  des  suites  analogues  à  celles 
de  Farey  ;  on  peut  ainsi  astreindre  les  numérateurs  à  la  condition 
de  ne  pas  dépasser  un  certain  nombre  donné. 

Exemple  /.  —  Former  la  suite  de  Farey,  d'indice  7.  —  On  trouve 


o       I        1        I        I        2        i       2       3        / 1  \       4       ^  ()       I 

17()5473:)7        \'i)       75  7       » 


M.  Stlvester  vient  de  publier  plusieurs  Mémoires  fort  intéressants  sur 
la  Partition  des  nombres  et  sur  les  suites  de  Farev;  nous  y  reviendrons 
ultérieurement. 


SUR   L'ÉQUATION   INDÉTERMINÉE  ax-.-bY^c. 

260.  Objet  de  l'analyse  indéterminée  du  premier  degré.  —  On 
sait  que  tout  système  de  n  équations  du  premier  degré,  à  n  incon- 
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nues,  donne  un  système  unique  de  solutions,  lorsque  le  détermi- 
nant A  des  coefficients  n*est  pas  nul;  mais,  lorsque  A  est  nul,  le 
système  est  impossible  ou  indéterminé.  Dans  ce  dernier  cas,  le 
nombre  des  équations  distinctes  surpasse  celui  des  inconnues  d'un 
entier  que  Ton  appelle  Tordre  de  l'indétermination  ;  alors  on  peut 
se  proposer  de  ne  rechercher  que  les  valeurs  entières  des  incon- 
nues. Nous  supposerons,  dans  ce  qui  suit,  que  les  coefficients  des 
inconnues  et  les  termes  connus  sont  tous  entiers,  car  s'il  en  était 
autrement  il  suffirait  de  multiplier  les  deux  membres  de  chaque 
équation  par  le  plus  petit  comulliple  des  dénominateurs,  dans  les 
constantes  réduites  à  leur  plus  simple  expression.  L'Analyse  in- 
déterminée du  premier  degré  a  donc  pour  objet  de  rechercher 
les  solutions  entières  d'un  système  indéterminé  d'équations  du  pre- 
mier degré  et  à  constantes  entières. 

Considérons  une  ou  plusieurs  équations  de  la  forme 

tout  codiviseur  des  coefficients  a,  b^  r,  .  . .  divise  nécessairement 
n,  si  les  inconnues  sont  entières.  Par  conséquent,  pour  qu'un  sys- 
tème indéterminé  soit  possible,  il  faut  d'abord  que,  pour  chaque 
*  équation,  le  plus  grand  codiviseur  des  coefficients  divise  le  terme 
connu;  par  suite,  on  peut  supposer  ces  coefficients  premiers  entre 
eux.  D'ailleurs,  on  doit  observer  que  cette  simplification  ne  mo- 
difie ni  le  signe  des  inconnues,  ni  le  nombre  des  systèmes  de  so- 
lutions. 

Pour  abréger  le  langage,  nous  appellerons  système  minimum 
tout  système  de  solutions  entières  pour  lequel  la  somme  des  carrés 
des  inconnues  est  la  plus  petite  possible,  et  système  positif  tout 
système  de  solutions  entières  pour  lequel  il  n'y  a  aucune  inconnue 
négative. 

Enfin,  nous  appellerons  système  négatif,  tout  système  où  l'une 
au  moins  des  inconnues  a  une  valeur  négative. 

!261.  Siur  la  partition  des  nombres.  —  Lorsqu'il  ne  s'agit  que 
d'une  seule  équation,  on  peut  supposer  n  non  négatif,  car  s'il  en 
était  autrement  on  changerait  les  signes  des  deux  membres.  On 
peut  aussi  supposer  positifs  les  coefficients  des  inconnues,  car  si  un 
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coefficient  était  négatif,  on  changerait  le  signe  de  Finconnue  cor- 
respondante. 

La  recherche  de  tous  les  systèmes  positifs  de  Téquation  (i),  dont 
les  constantes  sont  entières  et  positives,  constitue  un  problème  qui 
rentre  dans  la  Partition  des  nombres.  Comme  Euler  Ta  montré, 
ce  problème  revient  à  Tétudc  du  développement  de 


ordonné  suivant  les  exposants  croissants  de  ;.  En  effet,  en  suppo- 
sant ç  <<  I ,  on  a 

--1         ^  ç         ......  T...,     »»a» 


1-5 
I 


»         , 


ta 

>ff  ■    ^^   >  ■        >  ....  ^-f  -T-   ...      I-    II/,, 


si  Ton  multiplie  membre  à  membre,  on  obtient  une  expression  de 
la  forme 

dans  laquelle  A„  est  précisément  égal  au  nombre  des  systèmes  po- 
sitifs de  Téquation  (i).  Les  nombres  6r,  6,  c,  . . .  étant  donnés,  et 
premiers  entre  eux,  le  coefficient  A„  est  une  fonction  de  n  que 
nous  désignerons  par  m[n), 

!262.  Résolution  de  Féquation  à  deux  inconnues.  — SoitTéqua- 
tion 

dans  laquelle  nous  supposerons  a  et  b  positifs  et  premiers  entre 
eux,  et  c  non  négatif.  Le  cas  de  a  =  i ,  ou  de  6  =  i ,  peut  se  traiter 
directement,  mais  il  rentre  dans  la  théorie  générale  comme  celui 
de  c  =  o.  Soit  donc  a  >  6>  i .  On  tire  de  l'équation  donnée 

ax-^  c  =—  by; 
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si  Ton  remplace  x  par  les  valeurs 

o,  I,  •;►.,  ...  (6  —  1), 

on  forme  une  progression  arilhmétîque  de  raison  a,  et,  puisque  a 
et  b  sont  premiers  entre  eux,  on  trouvera  une  valeur  x'  de  x  et  une 
seule,  telle  que  o^x'<^b,  pour  laquelle  on  aura 

a  x'  H-  by  —  c, 

y  désignant  un  entier  positif,  nul  ou  négatif.  On  détermine  ainsi 
une  solution  (x',  y')  pour  laquelle  x'  a  la  plus  petite  valeur  pos- 
sible, entière  et  non  négative. 

Ainsi  l'équation  (1)  est  toujours  possible  et,  d'une  première  so- 
lution quelconque  (xq,  y©)?  O"^  déduit  toutes  les  autres  parles  for- 
mules 

X  —  Xq-^  bt,       y  —  yQ  —  at , 

t  désignant  un  entier  quelconque. 

Pour  trouver  une  première  solution  de  Téquatlon  (1),  on  dé- 
veloppe (a\b)cTi  fraction  continue;  si  l'on  désigne  par  (a:  P) 
la  réduite  de  rang  (/?  —  1),  qui  précède  immédiatement  (a  :  6), 
on  a 

d'où  la  solution 

Lorsque  les  coefficients  a  et  6  ne  sont  pas  très  grands,  on  peut 
encore  calculer  une  première  solution  au  moyen  du  théorème  de 
Fermât,  si  b  est  premier,  et  au  moyen  du  théorème  d'EoLER,  si  b 
est  composé,  avec  les  perfectionnements  que  nous  avons  indiqués 
au  n®  î23î2.  En  eflcl,  on  a,  pour  «  et  6  premiers  entre  eux, 

a'Vt^U-i         (mod.  b), 
et  si  l'on  pose 

l'expression  (c  —  ax^)  est  divisible  par  6. 

263.  Systèmes  minimums.  —  On  a,  pour  la  somme  des  carrés  des 

inconnues, 

x^-^y^={x^-\-bty-^(y^—aty\ 
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désignons  par  t  la  valeur  de  /  qui  correspond  au  minimum;  on 
trouve 

et  en  remplaçant  la  solution  (j:*o>J^'o)  par  celle  que  Ton  déduit  des 
fractions  continues,  on  a 

.  rt  a  -»-  />  3 

«2  .^_  1^1 

Pour  que  t  soit  entier,  il  faut  et  il  suffit  que  {a'^-\-  b^)  divise  c, 
attendu  que  (rta  +  6^)  et  {aa-\-bb)  sont  premiers  entre  eux, 
comme  fonctions  linéaires  de  a  et  de  6  dont  le  déterminant  des 
coefficients  est  égal  à  lir  i  (n°  193).  On  a,  dans  ce  cas,  le  système 
minimum  unique 

ac  hc 

Lorsque  t  n'est  pas  entier,  il  est  compris  entre  deux  nombres 
entiers  consécutifs  /,  et  /2=  ^i  -t-  i;  si  l'on  désigne  par  pi  et  —  pa 
les  restes  correspondants,  on  obtient  les  deux  systèmes 

(a'-+-  b^)xi  —  ac  —  6pi,         (a*-f-  b^)xt  =  «c  -h  ^pj, 
ia^-.b^)}'i-  bc-hapi\        (a»-h  b^)yt^  bc  —  ap^. 

Lorsque  p,  =  p2=  j  («'+  6^),  on  obtient  deux  systèmes  mini- 
mums ;  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  et  il  suffit  que  a  et  b  soient 
impairs  et  que  c  soit  un  multiple  impair  de  ^(«■  +  b^).  Mais,  si 
Pi  et  p,  sont  diflférents,  on  n'obtient  qu'un  système  minimum  qui 
correspond  au  plus  petit  des  nombres  pi  ou  po. 

On  peut  représenter  les  systèmes  de  solutions,  sur  un  plan,  au  moyen  d'un 
système  d'axes  rectangulaires;  à  toute  solution  correspond  un  point  de  coor- 
données {Xjy),  On  voit  immédiatement  que  les  points  qui  correspondent 
à  toutes  les  solutions  sont  des  points  équidistants  sur  une  droite  A6  déter- 
minée par  OA  =  (cla)  et  OB  =  (c  :  b). 

Les  coordonnées  du  pied  P  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'origine  0 
sur  la  droite  AB  sont  positives  et  égales  à 

ac  bc 

Le  système  minimum,  en  nombres  entiers  ou  fractionnaires,  correspond 
au  pied  P  de  cette  perpendiculaire.  On  observera  d'ailleurs  que  la  méthode 
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X  et  y  sont  au  moins  égaux  à  i.  Pour  les  autres  cas,  considérons 
deux  valeurs  r  et  r  dont  la  somme  soit  égale  à  ab:  nous  allons 
démontrer  que  Von  a 

fB(r )  ^  m( r  )=■'  A     ou     =  i, 

suivant  //ue  r  est,  ou  n'est  pas,  divisible  par  l'un  des  coef- 
ficients. II  suffit  évidemment  de  supposer  mon  divisible  par  Tun 
des  coefficients,  attendu  que  de  Tégalité 

r  -^  r  =^  ab 

il  résulte  que  r  ei  H  sont  en  même  temps  divisibles  ou  non  divi- 
sibles par  a  ou  par  b. 

Soit  nî(r)  =  I  ;  alors  on  a 

et  la  seconde  équation  peut  s'écrire 

a(T  -+-  x')  -T-  b{y  -+-y  )  =  ab\ 

le  nombre  {x  -^  x')  qui  n'est  pas  nul,  divisante,  est  au  moins  égal 
à  b\  de  même  (y  -h- y)  est  au  moins  égal  à  «  et  le  premier  membre 
serait  plus  grand  que  le  second.  Au  contraire,  si  GT(r)  =  o,  on  a 
y  <,<>',  et  Ton  obtient  pour  la  seconde  équation  le  système  positif 

Plus  généralement,  si  Ton  désigne  par  cet  c' deux  nombres  non 
négatifs  de  somme  nab^  on  a 

m(c) -h  ny(c')  =  n-T- 1     ou     =  n, 

suivant  que  c  est  ou  n'est  pas  divisible  par  l'un  des  coefficients. 

Pour  déterminer  si  nT(/*)  est  o  ou  i,  en  supposant  o'^r<^ab^ 
on  peut  employer  un  procédé  direcl,  en  formant  tous  les  nombres 
de  la  forme  [ax  4-  by)^  qui  ne  surpassent  pas  ^a6.  Si  Ton  suppose 
d'abord  r  divisible  par  Tun  des  coefficients,  on  voit  que  les  entiers 
r  divisibles  par  a,  compris  entre  o  et  ab^  sont  en  nombre  (6  —  i); 
de  même  les  entiers  r  divisibles  par  b  sont  en  nombre  (a  —  i); 
enfin  o  est  le  seul  nombre  divisible  à  la  fois  par  a  et  par  6;  donc 
le  nombre  de  ces  valeurs  de  r  pour  lesquelles  r  est  divisible  par 
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l'un  des  coefficients  est  {a  -\-  b  —  i).  Les  autres  sont  en  nombre 

ab  ^  a — 6 -H  1     ou     (a  —  \){b  —  \)\ 

par  conséquent,  il  y  a 

^(a_i)(6-i) 

valeurs  de  r  pour  lesquelles  Ts{r)  =  o.  Ce  théorème  a  été  énoncé, 
mais  démontré  autrement,  par  Gesaro(*). 
On  a,  par  suite,  la  formule 

Tîj(o)  -\-  7ït(i)  -:-  xa{i)  -4-. .  .-h  Ts{ab  —  \)  —  ab  —  \(a  —  i)(b  —  i); 

et,  plus  généralement, 

m(o)  -•-  nj(i)  -h  m(2)  -h . . .-+-  m{qab  —  0  =   ,   (Ç^^  -h  a  -i-  b  —  i  ). 

Mais  il  restait  à  trouver  la  valeur  de  tîj(r),  lorsque  r  est  donné. 
Si  Ton  se  reporte  à  la  considération  des  systèmes  minimums,  et 
si  l'on  désigne  par  -f-  pi  le  reste  positif  minimum  et  par  —  p2  le 
reste  négatif  maximum  de  la  division  de 

(— !)"-*(«« -f- ^p)r        par         a» -h  6*, 

on  trouve,  pour  ces  systèmes  minimums, 

\  ^>-    at^b^   '  \  ""'^a^-^b^   ' 

J  br-^api  J  br  —  ap* 

{^''=-7i^^b^'  (  •>'»=    aî-t-6»  • 

Un  seul  de  ces  systèmes  peut  être  positif;  donc  : 

Théorème.  —  Pour  que  Inéquation 

ax  -¥■  by  =  r 

soit  possible  en  nombres  entiers  non  négatijs,  il  faut  et  il  suf- 
fit que  l'un  des  nombres  {ar —  ^>pO,  (br  —  ezpa)  ne  soit  pas  né- 
gatif, ou  que  leur  produit  ne  soit  pas  positif 

Les  formules  précédentes  donnent  d'ailleurs  les  deux  systèmes 
minimums. 

(')  Cesaho,  Sur  dn'erses  questions  d'Arithmétique  (Soc.  roy.,  Liège;  i88.5). 
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Exemple  I.  —  Résoudre  réquation 

3)X  H-'-i4^  =  ^01. 
On  a 

a  =  35,        6  —  24,        r  =  20i; 

a  =  iG,        p  =  II,        n  —      3  ; 

puis 

/i  =  ~  99.        et        pj  =r  68  ; 

d*où  l'on  lire  le  système  positif 

^=3,        7  =  4- 
Exemple  II,  —  Le  nombre  total  des  systèmes  positifs  des  n  équations 
x-{-2y  =  n  —  i,         2J? -^  3j^  = /i  —  2,         ...,  na; -h  (n -H  i)^' =  o 

est  égal  à  n, 

265.  Sommes  de  fractions  simples.  —  On  appelle/rac//o/i  simple 
toute  fraction  dont  le  dénominateur  est  une  puissance  quelconque 
d'un  nombre  premier  a  et  dont  le  numérateur  est  compris  entre  o 
et  a.  Considérons  d'abord  une  somme  de  fractions  simples  dont 
les  dénominateurs  sont  des  puissances  différentes  de  a;  soit,  par 
exemple,  la  somme 

Xi  Xf  Xq(_ 

dans  laquelle  j^i,  Xa,  . . . ,  j:»  sont  des  entiers  positifs  plus  petits 
que  a,  en  supposant  que  x^  ne  soit  pas  nul.  On  a 

X     __   a^i  -^  rt  JTj  -^  a'  373  -H  .  .  .  -L-  fl*-ï  Xf^  ^ 

celte  fraction  est  irréductible,  puisque  a  ne  divise  pas  x^ .  Par  con- 
séquent, la  somme  de  fractions  simples,  ayant  pour  dénominateurs 
des  puissances  différentes  d'un  même  nombre  premier  a,  est  une 
fraction  irréductible  dont  le  dénominateur  est  égal  au  plus  grand 
dénominateur  de  ces  fractions. 

Considérons  une  somme  de  fractions  simples  dont  les  dénomi- 
nateurs sont  des  puissances  différentes  de  deux  nombres  premiers 
a  cl  b\  en  désignant  par  a  et  ^  les  plus  grands  exposants  de  a  et 
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de  b  dans  les  dénominaleurs,  cette  somme  sera,  d'après  ce  qui  pré- 
cède, 


a^ 


6P  ~       rt«6P 


la  fraction  qui  représente  cette  somme  est  irréductible,  puisque  a 
premier  k  x  elk  b  diviserait  xb^.  Par  suite,  on  a  ce  théorème  gé- 
néral : 

La  somme  de  fractions  simples  dont  les  dénominateurs  sont 
inégaux  deux  à  deux  est  une  fraction  irréductible  dont  le  dé- 
nominateur  est  égal  au  produit  des  plus  hautes  puissances  des 
nombres  premiers  contenues  dans  les  dénominateurs. 

Réciproquement,  si  deux  sommes  de  fractions  simples,  dans 
chacune  desquelles  les  dénominateurs  sont  inégaux  deux  à  deux, 
sont  égales,  elles  sont  identiques.  En  effet,  les  deux  sommes  sont 
des  fractions  irréductibles  égales  ;  par  conséquent,  les  dénomina- 
teurs sont  égaux  et  composés  des  mêmes  facteurs  premiers;  de 
plus,  dans  chacune  des  deux  sommes,  les  plus  grands  exposants 
des  puissances  d^un  même  nombre  premier  sont  égaux. 

Soit  donc 

X\  x^  y\  zi 

_  x\         x'^  y\  z\ 

a«        a«-*  b?  cY 

si  l'on  multiplie  les  deux  membres  par  a*~*  èPcY. .  . ,  on  en  déduit 
que  {Xi  —  x\  )  est  divisible  par  a;  et  puisque  x  et  x'  sont  positifs 
et  plus  petits  que  a,  on  en  conclut  x^  =  x\ .  En  supprimant  les  deux 

premières  fractions  égales,  on  démontre  de  même  que  0:2  =  ^2 >  •••? 
et  ainsi  de  suite. 

Si  l'on  étend  le  nom  de  fractions  simples  à  des  fractions  dont 
les  dénominateurs  sont  des  puissances  d'un  entier  A  >>  i,  et  dont 
les  numérateurs  sont  plus  petits  que  A,  la  proposition  précédente 
subsiste,  avec  sa  réciproque,  pour  des  nombres  quelconques  A,  B, 
C, . . . ,  positifs  et  premiers  entre  eux  deux  à  deux. 

266.  Décomposition  des  nombres  fractionnaires  en  sommes  de 
fractions  simples.  —  Considérons  d'abord   le  cas   d'un  nombre 
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fraclionnaîre  irréductible  dont  le  dénominateur  est  le  produit  de 
deux  entiers  positifs  A  et  B  premiers  entre  eux,  et  dont  le  numé- 
rateur N  est  un  entier  positif  ou  négatif,  mais  non  nul.  L'équation 

AY-t-BX  =  N 

possède  une  infinité  de  solutions;  on  a  donc  d^ine  infinité  de  ma- 
nières la  décomposition 

_N___  X_^  Y 
AB  ~  A       B* 

Soient  X  et  y  les  restes  positifs  des  divisions  de  X  par  A  et 
de  Y  par  B;  nous  obtenons 

^      ^     y     V 


AB        A        B 

Ë  désignant  un  nombre  entier  positif,  nul   ou   négatif;  mais  x 
est  compris  entre  zéro  et  A,  et  y  entre  zéro  et  B. 

Remplaçons  B  par  le  produit  BC  de  deux  nombres  positifs  pre- 
miers h  A  et  premiers  entre  eux,  nous  aurons 


ABC       A        BG 

en  décomposant  la  fraction  (^tBG),  on  déduit 

ABC  ~  A        B  "^  C  "^      ' 

et  ainsi  de  suite.  Par  conséquent,  toute  fraction  irréductible  dont 
le  dénominateur  est  le  produit  d'entiers  positifs  et  premiers  entre 
eux  deux  à  deux  peut  être  décomposée  en  une  somme  de  frac- 
tions, comprises  entre  o  et  i ,  augmentée  d'un  entier  positif,  nul 
ou  négatif. 

Il  résulte  d'ailleurs  du  numéro  précédent  que  cette  décomposi- 
tion est  unique,  bien  qu'elle  puisse  s'effectuer  de  plusieurs  ma- 
nières différentes. 

Remplaçons  A  par  A",  B  par  BP,  ••.;  nous  aurons  donc  Tégalité 

N  T  y  z 

dans  laquelle  toutes  les  fractions  du  second  membre  sont  irréduc- 
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tibles  et  comprises  entre  o  et  i.  Divisons  x  par  A,  puis  le  quo- 
tient par  A,  et  ainsi  de  suite,  comme  s'il  s'agissait  d'écrire  le 
nombre  x  dans  le  système  de  numération  de  base  A,  et  suppo- 
sons (n"  30) 

nous  obtiendrons,  en  divisant  les  deux  membres  par  A*, 

X     X\  X^  X3  x^ 

les  numérateurs  j?i,  x^^  x^^  . . .,  Xf^^  sont  des  entiers  positifs,  plus 
petits  que  A,  qui  peuvent  être  nuls,  à  l'exception  du  premier  x«. 
En  opérant  de  même  pour  les  autres  fractions  du  second  membre 
de  l'égalité  (i),  on  en  déduit 

N 


A«BPGY... 


X^                Xt 

"^   A 

.   71  ^    Jt      . 
"^  B?  ^  BP-'  ■^- 

Zx            z^ 

^  Cy    '    GY-»  ^' 

-f- 

Donc,  tout  nombre  fractionnaire  irréductible  dont  le  déno- 
minateur est  le  produit  de  puissances  d'entiers  positifs  A,  B, 
C,  . . . ,  premiers  entre  eux  deux  à  deux,  est  décomposable  en  une 
somme  d'un  entier  et  de  fractions  ayant  pour  dénominateurs  les 
puissances  de  A,  B,  C,  . . . ,  et  pour  numérateurs  des  entiers  posi- 
tifs respectivement  plus  petits  que  A,  B,  C,  . .  *.  Si  ces  nombres 
ne  peuvent  être  décomposés  en  produits  d'autres  nombres,  la  dé- 
composition est  unique,  d'après  le  numéro  précédent;  mais  elle 
peut  être  obtenue  de  diverses  manières. 

En  particulier,  si  l'on  remplace  A,  B,  G,  .  . .  par  des  nombres 
premiers  a,  fc,c,  . . .,  inégaux  deux  à  deux,  on  a  ce  théorème  : 

Toute  fraction  irréductible  est,  d'une  seule  manière,  égale  à 
la  somme  de  fractions  simples,  augmentée  dhin  entier  positif , 
nul,  ou  négatif  • 

exemple  /.  —   Décomposer  ]en   fractions  simples   la   fraction-—- • 

^  118 

On  trouve  t;  -+-  t  H i . 

3        5        17 


Ajr^*^i  >  //.  —  L»^'  .-a:»  -^-  ri  :-*"Li.*tf  «àni:»*^  j*  xt'fBiifrt  - — '—^ — "  '  "  '  « 

j  î         :         :         T        ♦         :         >         S  ""         Sa 

y        X-         n.         >-         >         >        •-        "        ^i        *•         >b 
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I.  —  Sur  la  partition  des  polygones  (n<>  57). 

D'après  une  communication  qui  nous  a  été  adressée  par  M.  Cayley,  le 
ihéorcme  énoncé  à  la  page  93  doit  être  attribué  à  Kirkma>'N,  qui  l'a  dé- 
montré dans  son  Mémoire  :  On  the  k-partitions  of  the  r-goncj  publié 
dans  les  Philosophical  Transactions  (t.  CXLVïï;  Londres,  iSdj). 

D'autre  pari,  nous  avons  reçu  de  M.  Élie  Perrin,  professeur  à  l'École 
J.-B.  Say,  les  remarques  suivantes:  Soit  ABG...HKL  un  polygone  de 
(/i  H-  i)  côtés;  choisissons  AB  pour  base  principale,  et  désignons  par  «i, 
aj,  aj,  . . . ,  a»  les  côtés  BC,  CD,  DE, . . . ,  KA.  Si,  par  exemple,  le  triangle 
ABG  fait  partie  d'une  décomposition,  le  sommet  G  décompose  le  périmètre 
BCD...GHK  en  deu\  polygones  ayant  pour  bases  principales  BG  et  AG, 
qui  remplacent  AB  ;  de  même,  si  le  triangle  BGE  fait  partie  d'une  décom- 
position, il  sépare  le  polygone  BCDEG  en  deux  autres,  et  ainsi  de  suite; 
on  classe  ainsi,  die  ho  fornique  ment  y  les  (/i  —  i)  sommets  du  polygone, 
autres  que  A  et  B. 

Plaçons,  sur  une  ligne  horizontale,  les  côtés 

ai,     «1,     û5j,     . . . ,     ûi/i, 

et  supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  n  est  égal  à  8.  Si  le  point  G  fait 
partie  de  la  décomposition,  il  sépare  aj  de  a^  et  nous  représenterons  cette 
première  décomposition  par 

(ai,  aj,  as,  a*,  aj),     (ae,  a?,  a%)\ 

puis,  si  BGE  fait  partie  de  la  décomposition,  nous  séparerons  ai,  . . . ,  as 
en  deux  par 

(^lai,  aj,  as),  (a^,  as)),  (ag,  a?,  ag), 

et  ainsi  de  suite.  Par  conséquent,  si  l'on  considère  la  décomposition  du 
polygone  de  9  côtés,  dans  laquelle  on  a  tracé  les  diagonales  GK,  GA,  GB, 
GE,  BE,  CE,  on  peut  représenter  cette  décomposition  par  le  symbole 

(((ai\  (aj,  a,)\  (a^,  as)),  ((a^,  a-),  (as)), 
ou 


ai,     aj,  as,     a^,  aj,     ae,  a?,     ag. 


ty/  50T£?    ET    A»»I7I->^*. 

f^'iT*  n  .  a^    n  . a*,  c-ir    r.  — :    a  i.:l:L-»ti«:i*  i-*    i-Mi.  fi.t-tarr.  en 

«fft'.tiiat  *-ï;**At  »'■■,.•  ir-ï  -i-t^  i-.'i-:»?*-  «tî  .3.î-:r*-Mn';aî.  Par  :   ■x?**  ^icaî  : 

a^.  au.  moyen  d^     a  —  i     muf^-fl^^atù^tu  d^  d^uj'    •'i^r-V^r*.  y-rtf 

dafLî  t  ^^rdre  det  i a di-^ et.  ett  è^'ti  a'i  ftofnhre  des  de^.i  mf< s t •;.-.  nj  d  'Jf^ 
poir/ron^  ron^ere  de  n  —  î  rOr^i  ^.i  frûjnzUâ.  f<tr  du  di^isonales 
qui  ne  te  roupent  pa.t  *i  l  intérieur  du  f^jlyz'jne. 

On  et%  A^-A'vW  f^ril^m^tal  •.rX  iu'fr  tri----rrine  :  £.-?  nf^mbre  du  manières 
d'effectuer  le  produit  de  n  facteur  t.  au  moyen  de  n  — i  multip(i<n- 
ti/>ns  de  deux  /acteur t  pris  dam  un  ordre  quelconque,  est  èsal  au pn:- 
duit  du  nombre  des  décompositions  du  polygone  de  n  —  i  e*%t*t  '^n 
triançlet.  f^ar  le  nombre  n\  de%  permutations  des  n  facteurs. 


I 


¥iz.  7* 

\ 

\  1 


9 


«1 


/ 


i 

I 


i     «I. 


La  figure  ci-jointe  nous  montre  encore  que  le  nombre  deâ  manières  d'in- 
terpréter une  fraction  élagée  de  n  termes  «  n'  Si.  Ex.  II}  est  égal  au  nombre 
des  décompositions  d'un  polv^one  de  <'/i  —  1 1  côtés  en  triangles. 

Kt  ain<>i  le  nombre  des  classement*,  par  voie  dichotomique,  de  n  objets 
rangés  dan«  un  certain  ordre,  est  égal  au  nombre  des  décompositions  d'un 
poIv((one  de  C/i — i;  côtés  en  triangles,  par  ( /i  —  i)  diagonales  qui  ne  se 
coupent  pas  à  l'intérieur  du  polygone. 


n.       Sur  le  problème  des  rencontres  (n**  1*23). 

Le  nombre  Q«  des  permutations  de  n  lettre.»',  où  aucune  lettre  n'occupe 
la  place  que  lui  assigne  son  rang  dans  l'alphabet,  est  égal  au  nombre  des 
<>iibstitutions  irréductibles  de  n  lettres. 

Cette  même  qucî^tion  a  été  traitée  par  Laplace  et  généralisée,  au  moyen 
de  la  théorie  des  fonctions  génératrices,  dans  la  Théorie  analytique  des 
l'rohahilités  {(JE livres,  t.  VII,  p.  'i^i). 

De  la  formule 
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on  déduit,  en  remplaçant  n  successivement  par  i,  u,  .. ..  /i,  et  en  faisant 
la  somme  des  égalités  obtenues, 

Q„+.,  =  S/iQ„-i-const., 

la  constante  étant  égale  à  o  ou  à  i,  suivant  que  n  est  pair  ou  impair. 

On  peut  obtenir  diverses  propriétés  arithmétiques  des  nombres  Q^.  On 
remarque  d*abord  que  deux  nombres  consécutifs  sont  premiers  entre  eu\, 
par  suite  de  la  formule  {-x)  du  n**  J23.  De  plus,  Q,i-ki  est  divisible  par  /î, 
comme  cela  résulte  de  la  première  formule  de  la  page  ai 3.  De  la  formule 
symbolique 

on  déduit  la  formule  générale 

/(P-f-:r)çA,/(Q-t-:r-f-i), 
et,  par  exemple,  en  supposant 

il  vient 

et  pour  X  =  o 

F'-(P  — i/çA-QjfQ-Hi)'-. 

Si  Ton  remplace  r  par  un  nombre  premier/?,  en  observant  que  F'^  est 
divisible  par /?,  pour /i  ^/?,  et  en  tenant  compte  des  restes  du  triangle 
arithmétique,  il  vient 

Q/>+5  ""  —  Q.<        <  mod./?); 
on  en  tire,  plus  généralement, 

Qa/>+^  =3  (  —  I  y*  Q,        (  mod .  p  ), 
et  ainsi  les  restes  de  Q»  par/?  se  repro<luisent  périodiquement. 

m.  —  Sur  le  problème  des  ménages  (n*>  123). 

Nous  désignerons  par  F  et  H,  avec  les  indices  de  i  à  /i,  les  n  femmes  et 
leurs  maris  respectifs;  puis,  par 

\n  1^  nombre  des  permutations  des   n   ménages  qui  sont  conformes  à 

l'énoncé; 
fi,4  »  qui    présentent   le   seul  défaut  de  finir 

par  I  ; 
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v,|  le  nombre  des  permutations  qui  présentent   un  seul  défaut,  à  re\- 

ception  de  commencer  ou  de  finir 
par  I,  ou  de  finir  par  n\ 

p„  »  qui  se  terminent  par  i  et  présentent  un 

seul  autre  défaut. 

Supposons  que  les  n  ménages  soient  assis  autour  de  la  table  dans  Tune 
des  X;,  dispositions  cherchées  et  que  survienne  un  ménage  que  nous  dési- 
gnerons par  F;,+i  et  Il/i+i  ;  alors  les  convives  se  serrent  de  manière  à 
ouvrir  deux  nouvelles  places  formant  un  intervalle  que  nous  pouvons  ima- 
giner situé  immédiatement  à  gauche  de  Ft.  Alors  F«+i  se  place  dans  cet 
intervalle,  et  si  son  mari  sV  plaçait,  la  permutation  serait  fautive;  mais  le 
mari  Un-hi  peut  changer  de  place  avec  les  n  maris,  à  Texception  de  deux. 
Hi  et  celui  qui  est  à  la  gauche  de  Fi.  Par  conséquent,  par  cette  intercala- 
lion,  nous  obtenons  (n  —  a)/./»  dispositions.  Mais  on  peut  encore  obtenir 
d'autres  permutations,  conformes  à  l'énoncé,  en  commençant  par  les  per- 
mutations  fautives   de   n   ménages,   que   nous  avons   désignées   par   {X|,, 

i"  Supposons  que,  dans  la  permutation  qui  précède  l'arrivée  des  nouveaux 
venus,  le  mari  IIi  soit  à  la  gauche  de  sa  femme  Fi  ;  dans  ce  cas,  le  ménage 
d'indice  (n-r-i)  peut  se  placer  à  la  gauche  de  Fii  mais  le  mari  11/,+.!  doit 
échanger  sa  place  avec  l'un  quelconque  des  maris,  à  l'exception  de  Hj;  on 
obtient  ainsi  (n  —  Ol'^n  permutations  des  ménages. 

2"  Supposons  que  la  permutation  qui  précède  l'arrivée  des  nouveaux 
venus  soit  une  de  celles  que  nous  avons  désignées  parv„,  alors  le  ménage 
d'indice  (n  -j-  i),  se  plaçant  à  la  gauche  de  Fi,  la  permutation  est  fautive; 
mais  on  ne  peut  la  rendre  conforme  à  l'énoncé  que  par  l'échange  de  H«+i 
avec  le  mari  qui  se  trouvait  à  côté  de  sa  femme;  on  a  ainsi  v,,  permutations 
des  (n  -^  i)  ménages,  distinctes  des  précédentes. 

3"  Si  la  permutation  qui  précède  l'arrivée  du  (/i-Hi)'^'  ménage  est  une 
de  celles  que  nous  avons  désignées  par  p„,  le  premier  défaut  se  trouve  cor- 
rigé par  rintercalalion  de  l^n-^-i  à  la  gauche  de  Fj,  et  le  second  défaut  par 
^'/i-i-i>  <]"»  remplace  le  mari  qui  se  trouvait  à  côté  de  sa  femme,  tandis  que 
celui-ci  vient  se  placer  entre  F|  et  F„^.|  ;  par  suite,  pn  permutations  dis- 
tinctes des  précédentes. 

Inversement,  si  l'on  considère  une  permutation  quelconque  X^+i  de  ( /i  —  i  ) 
ménages,  conforme  aux  conditions  de  l'énonce,  le  départ  du  ménage 
(  n -h  i)  conduit  à  l'une  des  quatre  dispositions  que  nous  avons  désignées 
par  X,|,  [1,1,  v„  et  p,,.  On  a  donc  la  formule 

(»,>  '^n+i  =  (n  —  2)XnH-(n  — l)flrt-T-V;,-hp;,. 

Pour  obtenir  d'autres  formules,  nous  reprendrons  la  figuration  sur  un 
échiquier  de  /i*  cases  (p.  '215),  en  désignant  par  a,  6,  c,  d,  c,  les  cases 
que  nous  aurons  à  considérer  plus  spécialement  {Jig.  77).  Les  permuta- 
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lions  sans  défaut  (X«)  sont  celles  qui  correspondent  au  problème  des 
n  tours  placées  sur  les  cases  de  l'échiquier,  ù  l'exception  des  ca>es  de  la  dia- 
gonale ac,  des  cases  situées  imniédiatenient  au-dessus,  et  de  la  case  ù. 
Nous  supposerons  toutes  les  cases  blancheSy  à  l'exception  de  celles  que 
nous  venons  d'indiquer  et  que  nous  considérerons  comme  noires. 

Les  dispositions  dans  les({uellcs  une  tour  occupe  la  case  a,  et  les  {n  —  i) 
autres  tours  sont  sur  des  cases  blanches,  ont  été  désignées  par  \l„\  celles 
dans  lesquelles  une  seule  tour  occupe  une  case  noire  autre  que  a,  b^  e, 
sont  des  V;,;  enfin,  celles  où  une  tour  occupe  une  case  noire  autre  que  a. 
\  6,  c  et  où,  en  outre,  une  tour  occupe  la  case  a,  constituent  la  caté- 
gorie p„. 

Si  nous  considérons  Tune  des  j)ermutations  (jl/j  et  si  nous  supprimons 
par  la  pensée  la  ligne  et  la  colonne  renfermant  la  case  a,  il  reste  un  échi- 
quier de  (/i  —  i)*  cases  sur  lequel  les  (w  —  i)  autres   tours  forment  une 

l-'ig-  77- 


•      • 


&     •      •      •      •     b 


i*roblcn)c  de»  ménages. 


certaine  permutation.  Si  la  case  e  n'est  pas  occupée,  cette  permutation 
rentre  dans  la  catégorie  X,i-ii  et  si  la  case  e  est  occupée,  elle  rentre  dans 
la  catégorie  |JL,|_|.  On  a  donc 


(7.^ 


[A/i  "  f^n-\  -+-  H-rt— !• 


Si  nous  considérons  l'une  des  permutations  v,i,  elle  présente  cette  cir- 
constance que  l'une  des  cases  noires,  autre  que  a,  h  ou  c,  est  occupée 
par  une  tour.  Or,  par  des  permutations  circulaires  des  colonnes,  puis  des 
lignes  do  l'échii^uier,  on  peut  amener  cette  tour  à  occuper  la  position  a 
et  former  ainsi  l'une  des  permutations  \i.n\  mais  il  y  a  sur  l'échiquier 
{111  —  i)  cases  noires  autres  que  a,  6,  c;  on  a  donc 


i>) 


Vrt  =  {in      3)Urt. 


Knfin,  dans  une  permutation  p^t  'a  case  a  est  toujours  occupée.  Si  la 
case  d  est  occupée,  la  permutation  figurée  qui  reste  lorsque  l'on  supprime 
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la  li<:ne  et  la  colonne  contenant  a,  appartient  à  la  catégorie  pn-ij  comme 
on  le  reconnaît  facilement  en  tournant  Téchiquier  d'un  demi-tour  autour 
de  son  centre.  Si  la  case  d  n'est  pas  occupée,  on  peut  toujours  amener  la 
case  fautive  à  occuper  cette  place  extrême  par  des  permutations  conve- 
nables des  lignes  et  des  colonnes,  ce  qui  donne  une  permutation  fin-i« 
mais  comme  il  y  a  (in  —  3)  cases  noires  que  l'on  peut  amener  en  d,  on 
en  conclut  la  formule 

(1)  p„  =  (  a/i  —  J)  fi/,-1  -t-  pn-i. 

Des  formules  (i)  et  (3),  on  déduit 
(3)  ^/i-Hl  =  («  —  2)Xn4-(3/e—  Dk/iH-  ?«. 

Au  moyen  des  diverses  relations  qui  précèdent,  et  des  valeurs  initiales 
^3=1.         J  Ks  — o,         lv,=  o,         lp,  =  i, 

on  peut  former  le  Tableau  des  valeurs  de  X;,,  jji;,,  V;,,  p;,  pour  les  pre- 
mières valeurs  de  n;  les  différences  des  X  et  des  p  vérifient  les  formules 
(a)  et  (4),  que  l'on  peut  écrire 

.  Ap/î-i 

En  donnant  à  n  des  valeurs  successives,  on  déduit  les  formules 

(())  {n  —  i)X„+i  =  C/iî-    a  -f-i)('X«-f-  X„_,)-f-  /iX„-s, 

(;)  X^^-l  —  f /i-4-  i)X,i-+-2X«_i— (  n  —  3)X,|_2— X„_3, 

où  n'entrent  plus  que  des  X.  Enfin,  il  y  a  lieu  de  noter  la  formule 

(8)  I-l«+î=  /l(fl«+j-h  [Xn)  -1-  [1,1-1- 

Les  formules  et  les  démonstrations  précédentes  ont  été  obtenues,  pour 
la  première  fois,  par  M.  Laisant.  D'un  autre  côté,  M.  C.  Moreau,  colonel 
d'arlillerie,  qui  est  parvenu  aux  mêmes  résultats,  a  encore  indiqué  les  for- 
mules suivantes.  On  peut  écrire  la  relation  (6)  sous  la  forme 

{/i  —  i)X«^.,—  {n  -M)(/i  — i)X„— (/i-f-i)X«_i 
=  —  [{n  —  2)\„—  n{n  --  2)X«_,—  nln-i]\ 

on  peut  donc  poser 

(n  —  2)X„— /è(/i  — •2)X„_,—  nln-t—  K(—  i)«-». 
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en  désignant  par  K  une  cunslante  que  Ton  trouve  égale  à  4-  Ainsi 

(9)  (/l— -l)X„+,  =  (/*>— 1)X„ H- </l-M)X„_  1-1-4 (—1)". 

L'observation  du  Tableau  qui  contient  les  premières  valeurs  de  X  con- 
duit ù  poser 


(lO) 


Xfl—  a(— 1)'»=  /le». 


et  réquation  précédente  donne 


dO 


©/i+i  =^  /ie„-j-  e„_,  -T-  'A-  i)«. 


La  formule  fii)  permet  de  calculer  rapidement  les  valeurs  de  6/1;  on  a 
ensuite  celles  de  X»  par  la  formule 

on  trouve  ainsi,  pour  les  premières  valeurs  de  /i, 


n. 


5 

6 

8 

9 
10 

1 1 

l'A 

i3 

i5 
16 

18 

'9 
20 

21 


«.•            i 

X,.. 

1 

0    ' 

2 

3   ' 

i3 

i3 

80 

83 

579 

592 

4738 

4821 

43387 

43979 

4  39792 

44îOi3 

4890741 

49  M  720 

59?  16O42 

')9G  01255 

775596313 

78o5  3io33 

I 

0927134404 

I  0987095719 

16 

48064  35783 

i6  5j8r>9C68ir) 

264  939«4  69<>58 

200  03785  64777 

4522 

04350  01207 

4539  70225  0807.3 

81705 

G40O2  244i<'> 

8I9710784789I93 

i5  57461 

8910991605 

I5  02OOI  09335  O2688 

3 12  40021 

8O712  537O2 

3 13  21993  54500  4*^9'^  > 

•  •••••••••a 

IV.  -  Sur  les  nombres  d'HAMILTON  (  n»  81  ). 

Considérons  le  Tableau  suivant;  il  est  formé  d'étages  successifs,  séparés 
par  une  barre  horizontale;  dans  chaque  étage,  un  nombre  quelconque  est 
égal  au  nombre  placé  immédiatement  au-dessiis,  augmenté  de  tous  ceux 
qui  précédent  celui-ci  dans  la  même  ligne.  Cette  loi  subsiste  quand  on 
passe  d'un  étage  à  l'étage  inférieur,  excepté  pour  les  premières  colonne"* 
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d«  chaque  étase.  qui  «ont  f«>nnées  par  la  «oite  natoreile  des  nombres  en- 


1 

o 

o 

o 

o 

o 

0 

1 

I 

I 

1 

I 

1 

•  •  «» 

2 

3 

9 

6 

I 

5 

9 

II 

20 

6 

i5 

29 

49 

5 

ai 

5o 

99 

4 

26 

76 

«7'5 

3 

3o 

106 

281 

1 

îi 

139 

420 

1 

35 

I7i 

594 

36 

aïo 

804 

35 

246 

io5o 

34 

281 

i33i 

• 

• 

• 

Les  nombres  d'Hamiltoo. 


tiers  positifs  et  décroissants  jusqu'à  i.  Les  premiers  nombres  de  chaque 
étage,  que  nous  désignerons  par  a^^  a^  a^.  a, forment  la  suite 


I,     I,     2,    G,     36,     876, 


si  l'on  pose 

*/i^i  =  «0  -—  «I  -T-  «î  —  . . .  —  an 


et 


H„  =  s. 


I, 


on  obtient,  pour  II i,  Hj,  II3,  ...,  les  nombres  renfermés  dans  le  Tableau 

suivant  : 

H_.  n. 


2 

I 

3 

2 

5 

3 

II 

i 

47   , 
92.3 

409619 

8  37632  06255 

5 
(> 

8 

35  08125  90629  08587  98 171 
Gi5  34736  87096  57875  84485  22809  ^7507  75204  33167   , 

9 
10 
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Les  nombres  H,  que  M.  Stlvbster  a  appelés  nombres  d* Hamilton, 
jouent  un  1res  grand  rôle  dans  la  théorie  des  équations  (*). 

Le  calcul  des  nombres  du  Tableau  précédent  a  été  effectué  au  moyen 
d'une  formule  très  remarquable,  due  à  M.  J.  Hammond. 
Soit 

i-^-x-v-    x^ -\-     a:' -+-        a:*  H- . ..  =  ^o(^), 

237 -f- 3a7* -+-    4^'-+-      5a?*  H- . . .  =  ^i(ar), 

6x*H-  i52:* -h    agar*  H- . . .  =  ^j(ar), 

36a7'  -+-  2I0J:*  H-  ...  =  ^,(j:), 

et  ainsi  de  suite;  en  général, 

a,ia7«  -h  bnX*^-^^  -4-  CnX^-^^  -f-  d„x'^-^^  -4-  . . .  =  gn{^)* 

On  multiplie  gn{^)  par  le  développement  de  la  puissance  de  (i  —  x) 
ffoxposant  égal  à  — a;»;  si  l'on  compare  le  résultat  au  développement  de 
gn-^xi^)^  en  tenant  compte  de  la  loi  de  formation, 

I  .1 

A             ^    ^r,   A      .    a/^(q/,-4-i)(2an-+-i) 
O/i+i  =  c„  H-  a,|6„  H 


^*/i-t-i  =  dn-^anCn-^ 


1.2.3 

q/i(qn-i-i)(q/i-4-2)(36r;,-n) 

1.2.3.4 


on  a 


Multiplions  les  deux  membres  par  (i  —  ar)''»+i,  il  vient 

(1  —  jr)*»M  ^,,-+-1(5:)  —  {\  —  Xyng^{x) 

=  X^-^(l  Xyn^x^i  ^^«"^(l  X/n-^i. 

Remplaçons  successivement  n  par  o,  1,2,  . . . . ,  (/i  —  O,  et  ajoutons  les 
identités  obtenues;  il  vient,  après  quelques  transformatiors, 

{l  —  Xyngn(x)  —  (l  —X)-^-h  X-^l x)  —  X^-^(l  —xYn-^i 

=  X"-^(l  —  Xyn+^    4-  J7«-  '(1  —  Xyn-t-*-i  -h   .  ., 


(•)  Sylvester,  Sur  les  nombres  dits  de  Hamilton.  Congrès  de  Toulouse, 
1887,  p.  i65.  —  Sylvester  et  Hammond,  On  Hamilton's  Numbers,  dans  les  Phi- 
losophical  Transactions,  vol.  CLXXVIII,  p.  285-3 12,  et  vol.  CLXXIX,  p.  65-71. 
Londres,  1887. 

E.  L.  —  I.  32 
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En  égalant  les  coefficients  de  â?"  dans  les  deux  membres,  on  obtient 
ainsi  la  formule  de  M.  Hammond 

"«^1  -  »  -  -,  3I  ^-  -  -  • 

^  (/i-r-n! 

En  multipliant  les  deux  membres  de  l'identité  précédente  par  (1 — jriei 
en  identifiant  les  coefficients  de  j^",  on  trouve,  après  avoir  posé  /«=  H|,-r-i. 
la  formule  donnée  par  M.  Svlvester 


/«_,(/„_,  —  !)  .   ^        ..  /o(^o  — 0    --^'o— '« -T- 1) 


/lî 


-  o 


ou,  en  se  servant  de  la  notation  des  combinaisons, 

I  — C)       -4-CÎ       —  CJ       H-....=0, 

'«—1  'il—*  'il— I 


V.  —  Sur  les  réseaux  d'un  quinconce  (n*>  190,  Ex.  II). 

Quelles  que  soient  les  dimensions  du  quinconce,  on  peut  en  séparer  tou:* 
les  sommets  par  deux  séries  de  lignes  parallèles  (Jig'  78),  et  de  telle  sorte 
que  chaque  sommet  occupe  le  centre  d'un  carré  formé  par  le  réseau  de^: 
deux  systèmes  de  parallèles.  Puisque  tous  les  sommets  du  réseau  sont 
des  points  d'ordre  pair  (2  ou  4X  ^^  réseau  peut  toujours  être  décrit  d'un 
seul  trait  (n**59);  mais,  conformément  à  l'énoncé,  les  lignes  des  deux 
systèmes  de  parallèles  doivent  être  décrites  d'un  seul  trait  continu.  Soient 
p  ^i  g  les  nombres  des  points  contenus  sur  les  côtés  AT  et  AG  du  rei:- 
angle;  de  plus,  supposons  p  tl  q  premiers  entre  eux;  sur  la  figure  on  a 
/?  =  5  et  y  =  7. 

Supposons  que  la  figure  soit  repliée  autour  de  la  ligne  HL,  puis  que 
l'on  replie  de  nouveau  la  figure  autour  du  côte  inférieur,  et  ainsi  de  suite: 
on  forme  donc  de  deux  en  deux  le  même  dessin  et  de  deux  en  deux  des 
images  du  dessin.  Gela  posé,  en  partant  de  A,  on  décrit  le  chemin  AB  en 
descendant  de/?  lignes,  puis  le  chemin  BCD,  dont  on  remplace  la  partie 
GD  par  sa  symétrique,  de  manière  à  descendre  toujours  entre  les  deux 
côtés  AG  et  TM  du  rectangle.  En  partant  du  côté  gauche,  pour  y  revenir 
après  réflexion  sur  le  côté  droit,  on  descend  donc  de  iq  lignes  sur  l'échi- 
quier indéfini.  Pour  obtenir  les  numéros  des  points  de  brisure  sur  .4G 
ou    son  prolongement,   on   forme  donc  la   progression  arithmétique,  df 

raison  •;►/?, 

o,     ip,     4/7,     C/^     

Mais  si  l'on  veut  obtenir  les  numéros  correspondants  sur  le  reclangli* 
primitif  de  la  figure,  on  prend  les  restes  de  ces  nombres  par  27;   ab»r« 
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deux  cas  peuvent  se  présenteri  suivant  que  le  reste  r,  toujours  pair,  ne 
dépasse  pas  (q  —  i)  ou  est  plus  grand  que  (q  —  i);  dans  le  premier  cas, 
on  conserve  le  reste  obtenu,  car  le  numéro  de  brisure  correspond  à  un 


'6 


Fig.  78. 
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rectangle  de  même  orientation  que  le  rectangle  primitif;  dans  le  second 
cas,  si  Ton  a 

r>q  —  i, 

le  point  de  brisure  se  trouve  dans  un  rectangle  symétrique  du  premier; 
alors  on  remplace  r  par  son  complément  à  (2q  —  i). 
Ainsi,  dans  l'exemple,  on  forme  les  nombres 

o,     10,     20,     3o,     40|     5o,     60,     70; 

les  restes  par  14  sont 

o,     10,     6,     2,     1?.,     8,     4>     o. 

On  conserve  les  restes  o,  6,  2,  4»  et  l'on  remplace  les  autres  par  leurs 
compléments  à  i3;  on  a  ainsi 

o,    3,    C,    a,     I,    5,    4»     o. 
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Donc  on  passe  successivement  par  les  sommets 

A,    D,    G,    K,     N,    S,    V,    A, 

et  l'on  revient  au  point  de  départ  après  avoir  passé  par  tous  les  sommet'i 
«Ju  côte  AG.  11  en  est  toujours  ainsi  lorsque  p  et  q  sont  premiers  entre 
eux,  car  les  restes  de 

o»     V»    iPy    ^P^     •••!     '^9P 

par  ^q  sont  tous  pairs  et  différents;  en  complétant  à  (^tq  —  i)  ceuv  qui 
surpassent  (q — i),  on  obtient  des  nombres  impairs  tous  différents.  On 
forme  donc  la  suite  des  nombres  de  o  à  (^  —  i).  D'ailleurs  le  même  rai- 
sonnement s'applique  sur  les  autres  côtés  du  rectangle. 

Lorsque  les  nombres/?  et  q  ont  un  plus  grand  codiviseur  </,  le  réseau 
se  trouve  formé   de  d  contours  continus  de   même  longueur.   En  effet. 

posons 

p  =  p'd        et         q  =  q'd, 

p'  et  q'  étant  premiers  entre  eux.  Alors  le  terme  de  rang  q'  dans  la  pro- 
gression arithmétique 

o,     2/?,     4y?,     ...,     2q'p 

donne  o  pour  reste,  et  le  contour  commençant  en  A  ne  rencontre  plus  que 
q'  points  du  côté  AG  ;  en  supprimant  ce  contour,  on  prend  un  autre  de<^ 
sommets  sur  AG  et  Ton  forme  de  même  un  second  contour  au  moven  d'une 
progression  arithmétique  de  raison  2/7,  et  ainsi  de  suite.  c.  Q.  F.  D. 

Cette  démonstration  est  due  à  M.  Ëlie  Ferbin. 


VI.  —  Sur  la  sommation  des  indicateurs  (o<*  224). 

Si  l'on  désigne  par  So(n)  la  somme  des  indicateurs  des  n  premiers 
nombres  et  par/?,  q^  r,  ...  tous  les  nombres  premiers  qui  ne  surpassent 
pas  iiy  on  a  la  formule 

On  a,  par  exemple,  pour  ai  =  6, 


p  —  K         q  =  i.         r  =  "), 

•2  s  0 

,,    G  6  ()  6 

1^—^  =  1,         L-    .=0,         b— z=o,         E— — -:  =  o; 

•2.6  2.J  Ô.J  '2.3.5 
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par  suite, 

22<p(6)  =  36-f-i— 9  — 4  — n-n-o-ho  — o  =  2f, 
et  ToD  a 

ç(i) -4- 9(2) -f- ç(3) -h  <p(4)  H- <p(5)  4- <p(6)  =  ta. 

Pour  démontrer  la  formule  (i),  il  suffît  donc  de  faire  voir  que,  si  elle  est 
vérifiée  pour  les  (n  —  i)  premiers  entiers,  elle  subsiste  pour  les  n  pre- 
miers. Lorsque  Ton  passe  de  (n  —  i)  à  n,  le  second  membre  de  cette  for- 
mule augmente  de 

j„._,._,,-2[(Eïy-(e^)'] 

I  -I[(=^)'-(^7r)"]— 

mais  si  Ton  observe  que  la  différence 

X  X 

est  égale  à  i  ou  à  o,  suivant  que  x  est  ou  n'est  pas  diviseur  de  n,  et  si 
Ton  désigne  par  a,  6,  c,  ...  les  diviseurs  premiers  de  n  et  par  {jl  leur 
nombre,  Texpression  (2)  devient 


(3) 


ou  encore 


c'est-à-dire  2(p(n),  puisque  la  somme  alternée  des  coefficients  du  binôme 
est  égale  à  zéro. 

La  formule  (i)  a  été  donnée  par  M.  Perott,  dans  le  Bulletin  des 
Sciences  mathématiques  (t.  IV);  la  démonstration  précédente  nous  a  été 
communiquée  par  M.  J.  Hammond. 


VII.  —  Sur  les  permutations  circulaires  avec  répétition  (  n*  224  ).' 

Lorsque  n  désigne  un  entier  quelconque,  le  nombre  des  permutations 
rectilignes  de  n  objets  tous  différents  est  égal  an!  et  le  nombre  des  per- 
mutations circulaires  est  égal  à  (n  —  1)! 
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Mais  il  n'en  est  plus  ainsi  lorsque  les  objets  ne  sont  pas  tous  distincts; 

si  Ton  suppose  a,  p,  y ^  objets  respectivement  égaux  à  a,  6,  c, 1 

et  si  Ton  fait 

le  nombre  des  permutations  rectilignes  est 


(I)  R(i)  = 


ni 


a'  B'  **'        >»* 


mais  il  reste  à  déterminer  le  nombre  G(n)  des  permutations  circulaire?. 
Si  les  n  objets  sont  tous  différents,  on  a  la  formule 

(2)  /jG(/i)  =  R(/i), 

parce  que  chaque  permutation  circulaire  peut  être  ouverte  à  n  places  pour 
former  des  permutations  rectilignes  distinctes.  La  formule  (2)  subsiste 
encore  si  les  nombres  s,  p,  y>  •  •  •?  ^  ^^^^  premiers  entre  eux;  mais,  si  ces 
nombres  ont  un  codiviseur  autre  que  l'unité,  il  y  aura  des  permutations 
circulaires  qui  se  composeront  de  groupes  identiques  et  qui  produiront, 
par  leur  ouverture,  moins  de  n  permutations  rectilignes  correspondantes. 
Ainsi,  par  exemple,  soient  les  quatre  objets  a,  a,  b,  b,  la  permutation 
circulaire 


a 

0  a       donne  les  quatre  permutations  rectilignes 

à 

et  la  permutation  circulaire 

h  b      ne  donne  que  deux  permutations  rectilignes 


cuibb, 
abba, 
bbaa, 
bcuib. 


abab, 
baba. 


Désignons  par  D  le  plus  grand  codiviseur  des  nombres  a,  3,  y X 

et  par  />,  q^  /*,  ...  les  facteurs  premiers  qu'il  contient.  Si  l'on  retranche 
de  G(/i)  et  de  R(a)  toutes  les  permutations  qui  peuvent  se  décomposer 
en  groupes  égaux,  les  permutations  rectilignes  qui  restent  sont  n  fois  plus 
nombreuses  que  les  permutations  circulaires  correspondantes;  par  consé- 
quent, les  deux  expressions^ 

«<")-2:«a)*2:«(s)--«(^)- 

,7[«""-2«(î)-2''(s)-*''(?î^)] 
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soni  égales.  Posons,  pour  abréger,  Q(a7)=  -  R(ir),  on  a  donc  la  formule 


Ci) 


«<">-2«(?)*2:°(^)-- 

.Q,„,_yi,(=).2i«(^)-- 


Si  nous  supposons  d*abord  D  égal  à  un  nombre  premier  />,  au  produit 
(le  deux  nombres  premiers  p  et  q^  ou  à  une  puissance  p^  d'un  nombre 
premier,  nous  trouvons  respectivement 

ri)  G(,i)  =  Q(n)+(i~i)Q(^), 


«  )) 


(()) 


J0,„,  =  „„,.(,-!)Q(=).(,-i)Q(;) 
JG„„-Q(»)*(,-;)Q(:).(.-l)Q(i) 


On  aperçoit  ainsi  la  formule  générale  suivante,  dans  laquelle  o  désigne 
I(*  symbole  de  Tindicateur  (n°  ^16),  et  d  un  diviseur  quelconque  de  D 

«,„,=2:i?-'Q(3)- 

On  peut  démontrer  la  généralité  de  la  formule  (7)  en  faisant  voir  qu'elle 
est  vraie  pour  la  valeur  D  du  plus  grand  codiviseur  de  a,  p,  y?  •  •  •  1  ^ 
lorsqu'elle  est  admise  pour  tout  diviseur  de  D;  on  peut  aussi  démontrer 
directement  l'exactitude  de  la  formule  (7),  que  Ton  peut  encore  écrire 
sous  la  forme 

(8)  G(«)r.l2?(rf)R(5),- 

Le  contenu  de  cette  Note  nous  a  été  communiqué  par  M.  le  colonel 

G.   MOREAU. 


VIII.  —  Sur  les  restes  du  triangle  arithmétique  (n«  228). 

Nous  avons  déjà  indiqué  le  moyen  de  calculer  le  reste  de  la  division 
<run  terme  quelconque  G',râ  du  triangle  arithmétique  de  Pascal  par  un 


'io4  NOTES    ET    ADDITIONS. 

nombre  premier />,  en  ramenant  les  indices  m  et  n  k  des  entiers  compris 
entre  o  et  p.  On  peut  encore  simplifier  cette  recherche  et  ramener  le$ 

indices  à  des  nombres  dont  l'un  ne  dépasse  pas  E -y  et  Tautre  E  ^v  par 

les  considérations  suiv^intes,  que  nous  avons  tirées  du  Mémoire  de  Cacchy. 
tout  en  simph'fiant  l'exposition  et  les  démonstrations  (/oc.  cit.^  p.  23i-2j3). 
iMuis,  pour  la  symétrie  des  calculs  et  pour  leur  extension  à  la  détermi- 
nation des  restes  des  coefficients  dans  les  puissances  d'un  polynôme,  par 
un  module  premier  p^  il  est  préférable  de  remplacer  le  triangle  de  Pascal 
par  le  carré  arithmétique  de  Fermât  (n**53). 
Soit  donc  un  terme  quelconque 

F  y  __  {T-^y).  __  pj. 

nous  pouvons  supposer,  par  les  formules  du  n**  228, 

^  P  —  I 
-r-r-^'</>— I         et       a:-<^ 

D'autre  part,  si  Ton  désigne  par  x^y,  z  trois  entiers  positifs   dont  lu 
somme  égale  (/>  —  i),  on  a 


x\y\z 


ou,  par  la  première  formule  de  la  page  420  et  en  raison  de  la    symétrie. 

^-=r'rî='      iKFj.  =  (-i)rFf  =  (-i)îF>;        (mod./>): 

on  en  déduit 

Fi  :  -  (  -  I  )'  FJ-*-'"^  (mod.  p). 

Far  la  formule  précédente,  on  peut  supposer 

yKp-i-x-y        ou        y<:' 

<'l,  puisque  x^y^  on  peut  supposer 

^      3 

Par  conséquent,  pour  un  module  donné  />,  on  construit  le  carré  arith- 
métique  de  Fermât  par  la  loi  de  formation  ordinaire,  en  ne  conservant 

que  les  restes  minimums  pour  des  valeurs  de  x  qui  ne  dépassent  pas  E  t:« 
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et  pour  (les  valeurs  de  y  qui  ne  dépassent  pas  E -•  On  a,  par  exemple, 

pour  p  =  19, 

12345678^ 
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Restes  du  carré  arithmétique  de  Fermât  par  19. 

On  vérifie  les  calculs  en  observant  que,  si  l'on  détermine,  par  la  loi  de 
formation,  le  terme  qui  suit  le  dernier  de  chaque  ligne  horizontale,  on 
<Ioit  obtenir  un  reste  égal  et  do  signe  contraire  au  précédent  si  x  est  im- 
pair, et  égal  à  l'antéprécédent  si  x  est  pair. 

Lorsque  le  module  p  dépasse  5o,  le  Tableau  des  restes  devient  trop 
étendu  ;  cependant,  lorsque  le  nombre  premier  p  ne  dépasse  pas  1000, 
on  peut  calculer  les  restes  du  triangle  arithmétique  par  des  additions, 
au  moyen  de  Tables  construites  par  Jacobi,  et  désignées  sous  le  nom  de 
Canon  arithmeticiis,  La  théorie  et  l'application  de  ces  calculs  seront 
exposées  plus  loin. 


IX.  —  Sur  le  théorème  de  Staudt  et  Clausen  (n«  234). 

Al.  Hermite  a  indiqué  une  méthode  de  calcul  des  nombres  entiers  A 
flont  nous  allons  simplifier  la  démonstration,  tout  en  lui  laissant  une  forme 
plus  générale.  Cette  méthode, dit  l'illustre  auteur  dans  sa  Lettre  à  Borciiardt 
{Journal  de  Crelfe,  t.  LXXXI,  p.  93),  conduit  à  la  connaissance  d'un 
grand  nombre  de  fonctions  numériques  venant  se  joindre  à  toutes  celles 
dont  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  a  donné  l'origine  et  les  propriétés. 

Soit  un  polynôme  y(j"),  à  coefficients  entiers,  et 

?K^;         rî   Idxr  dxr~\  ' 

les  polynômes  o,ix)  ont  aussi  leurs  coefficients  entiers.  Au  moyen  de  la 
formule  de  Taylor,  l'équation  fondamentale  pour  le  calcul  des  nombres  dt* 
Bernoulli  (n*  133) 


/(  B  -f-  X  H-  I)  -/(  B  -t-  X)  •A./'(ar) 
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peut  t^tre  écrite  sous  la  forme 

/'  (x)  =  Boço  -H  B,  ç>,  -f-  B,9,  H- 

Si  Ton   remplace   les  nombres  B  en   fonction  des  nombres  entiers  A 
ftiurnis  par  le  théorème  de  Staudt,  on  trouve,  en  posant 

-I  =  AoÇo-f- AiG,  ~  A,o,-+-  ...  ~/'(.r), 

•'l  pour  /f  premier 

lu  foriiiiih* 

'  I  )  X,  =  2j-4-  S,H-  S,-+-  S7-+-  2„  -+-... . 

D'ailleurs  £p  est  un  nombre  entier  pour  toute  valeur  entière  de  x,  car, 
ni  la  somme  des  fractions 

abc  l 

«       ?       T  ^ 

ilont  les  dénominateurs  désignent  des  nombres  premiers  différents,  est 
é^ale  à  un  nombre  entier,  chacune  des  fractions  de  la  somme  est  égale  à 
un  nombre  entier. 

l'^n   supposant  f{x)  —  x*"-*,    on   retrouve  les   deux    propositions    ili* 
M.  Hebmite,  savoir  : 


l^cs  expressions 


p  \  I 


rt 

/>     \  xP-^        x^p-*    '    x^p-^       "'/ 
sftnt  fies  nombres  entiers,  ^i  x  est  entier  et  p  premier. 


X.  —  Sur  l'extraction  des  racines  par  les  moyennes  (n"251  ). 

Considérons  deux  nombres  positifs  quelconques  Oq  et  bç^\  désignons  por 
//]  cl  b\  la  moyenne  arithmétique  et  la  moyenne  harmonique  des  deux 
nombres  donnés,  de  telle  sorte  que 

Ou-^ba  .  la^b^  .  . 

ai  m  — ,  />,  —  --,  ai^i  — «0^0' 

•2  ^0  "î"  ^0 
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rcpclons  les  mêmes  opérations  sur  ai  et  ^i,  puis  sur  ^2  ^^  ^i»  ^^  ainsi  de 
suite,  de  lelle  sorte  que  Ton  ait 

<'/n-i  =  ; »  t'/i+i  =  .    >  ^'/i-hit'/n-i  —  «0^0  î 

les  nombres  ai,  a^,  aj,  . . . ,  a^  sont  décroissants,  mais  leurs  carrés  sur- 
passent le  produit  ao^oî  '^^  nombres  ^i,  ^t»  ^si  •  •  •  f  ^n  sont  croissants,  et 
leurs  carrés  sont  toujours  plus  petits  que  ao^o-  Ënfîn  la  diiïérence  (a^ —  ^/i) 
décroît  très  rapidement  jusqu^à  zéro. 

On  obtient,  de  cette  façon,  un  procédé  rapide  d'extraction  de  la  racine 
carrée,  qui  était  connu  des  anciens.  La  méthode  d'interpolation  par  les 
parties  proportionnelles,  appliquée  par  Hipparqie  à  la  détermination  dr 
l'équinoxe,  y  conduit  directement.  En  effet,  soit  a^  >  ^oî  en  prenant  la  va- 
leur 60  approchée  par  défaut,  on  obtient  pour  le  carré  un  nombre  trop 
petit  de  (ao^o — ^o)î  ^"  prenant  la  valeur  de  «o  approchée  par  excès, 
on  obtient  pour  le  carré  un  nombre  trop  grand  de  {a\  —  a© 60).  Donc,  en 
désignant  par  h\  la  nouvelle  valeur  de  {a\  —  ao.6o))  (^ans  la  supposition  des 
arrroissements  proportionnels,  on  aura 

/>!  —  ^0  _        K 
«0  —  60  ~~  au  -f-  60 

d'où 


h,  =s 


Ot 


Quant  aux  inégalités  précédentes,  elles  sont  immédiatement  visibles  sur 
une  figure  géométrique. 

On  peut  exprimer  a„  et  un  comme  fonctions  numériques  du  second 
nrdre:  en  effet,  si  l'on  pose  (n®  177) 


11-'^  pu  —  q, 
a\f<- 


p^ao'^bo,  g=.(^^±-—ï\ 


on  a  les  formules 


VqVi  Vj  Vji . .  .  Vj«-i       a  Ut"-»         b„ 
On  peut  appliquer  un  procédé  analogue  à  l'extraction  de  la  racine  eu- 
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bique  d'un  produit  ^o^o^^o  ^^  nombres  positifs;  on  pose 

ao  -^  bo  -^  Co  I  On-*-  ^n-*-  Cf» 

Oi  = î--— f  et  /    On-i-t  = 


n 


Gq  -h  bo  -h  Cq  \  ««  H-  ^«  H-  c 

3aoboCo  I  "iOnb^Cn 

C|  =  j r  I  Cn-i-i  =  1 ,— • 

boCo-hCoao-^- aoOo  \  «>«<^« -H  c^a^ -f-  a«6« 

On  a  d'ailleurs 

«/i+i  ^«+1  c«+i  =  a^  6«  c«  =  ...  =  «1 6|  C|  =  ao  6©  c©  ; 

les  nombres  a^  b^^  Cn  convergent  très  rapidement  vers  la  racine  cubique 
du  produit  ^To^o^o- 

Plus  généralement,  on  a  un  procédé  analogue  pour  rc\tractîon  de  la 
racine  d'indice  r  du  produit  de  r  nombres  positifs  aoboCo  ...  /o. 

Désignons  par/?i  la  moyenne  arithmétique  des  n  nombres  ao.  boyC^, . . . ,  /q; 
par/7t  la  moyenne  arithmétique  des  Cjï  produits  de  ces  nombres  pris  deux 
à  deu\,  par/73  la  moyenne  arithmétique  des  C*  produits  de  ces  nombres 
pris  trois  à  trois,  et  ainsi  de  suite,  de  telle  sorte  que  l'on  ait  ridentité 
symbolique 

Posons  ensuite 

t         Pi  Pz  t  Pr 

Pi  Pi  Pr-\ 

il  cn  résulte 

(tib\Cx  ...  /i  =  (ioboûQ  ...  /o* 

Formons  de  nouveaux  nombres  a^,  6],  C],  ...,/tj  déduits  de  ati,  61, 
Ci,  . . . ,  /i,  comme  ceux-ci  ont  été  déduits  dofloj  ^o?  ^o>  •  •  •  ?  'oî  nous  ob- 
tenons ainsi  des  suites  de  r  nombres  am  bny  Cm  >  »  ' ,  In,  dont  le  produit 
reste  constant,  et  qui  convergent  très  rapidement  vers  la  racine  d'indice  r 
(lu  produit  donné  a^bf^c^  ...  /q- 

L'application  de  ce  procédé  conduit  à  des  formules  fort  importantes,  que 
nous  exposerons  plus  loin,  dans  l'application  des  fonctions  elliptiques  et 
abclicnnes  à  la  théorie  des  nombres. 


XL  —  Sur  les  réduites  intermédiaires  (n*>  259). 

Soit  un   nombre  x  développé  cn   fraction  continue;  considérons  deux 
réduites  dont  les  indices  diffèrent  de  deux  unités 

yVil  et  •^; 


nous  avons  (n*  242) 


|)oson«i,  de  plus, 
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gp^  1  =  <7/»+i  Sp  -+-  gp-  !  *' 


Si  Ton  donne  à  h  les  valeurs  entières  o,  r,  2,  3,...,  qp+t,  on  obtient 
«les  fractions  (u/i'.Vh),  que  l'on  appelle  réduites  intermédiaires;  on  a  la 
«iuitc 

//'   1        fp-i-^/p        fp-\'^  "^fp        . .  ,  ^     fp^ 
gp-i'     gp-i-^gp^     gp-i-^'^gp'  '     gp' 

On  a  ainsi  formé,  entre  les  réduites  d'indices  {p  —  i)  et  p,  une  suil»^ 
incomplète  de  Brocot^  en  intercalant  d'abord  une  médiante  entre  les  deux 
réduites,  puis  une  autre  médiante  entre  la  médiante  intercalée  et  la  der- 
nière réduite,  et  ainsi  de  suite.  On  a  donc  les  propriétés  suivantes  : 

1°  Les  réduites  intermédiaires  sont  des  fractions  irréductibles. 

2**  La  différence  de  deux  réduites  intermédiaires  consécutives  est  égale  à 
une  fraction  dont  le  numérateur  est  i  et  dont  le  dénominateur  est  égal  au 
produit  des  dénominateurs  des  réduites. 

V  Si  l'on  développe  un  nombre  x  en  fraction  continue,  et  si  Ton  inter- 
cale entre  la  suite  des  réduites  de  rang  impair  toutes  les  réduites  intermé- 
diaires, de  telle  sorte  que  les  dénominateurs  forment  une  suite  croissante, 
on  obtient  une  nouvelle  suite  croissante  dont  les  fractions  ne  surpassent 
pas  X.  De  même  pour  les  réduites  de  rang  pair. 

4**  On  peut  prolonger  indéfîniment  l'une  des  suites  de  réduites  intermé- 
diaires. En  effet,  si  q„  désigne  le  dernier  quotient  incomplet,  on  peur 
introduire  encore  un  quotient  incomplet  7^+1  plus  grand  que  tout  entier 
donné,  et  poser  qn-^i  =  ^c.  On  forme  ainsi  une  suite  de  fractions  irréduc- 
tibles qui  s'approchent  de  x  d'un  nombre  moindre  qu'un  nombre  donné, 
si  petit  qu'il  soit. 

Les  remarques  précédentes  permettent  de  déterminer,  parmi  toutes  les 
fractions  dont  le  dénominateur  ne  surpasse  pas  un  nombre  donné  N,  celles 
qui  s'approchent  le  plus,  par  excès  et  par  défaut,  d'un  nombre  donné 
quelconque  x.  En  effet,  on  développe  x  en  fraction  continue;  si  l'une  des 
réduites  a  pour  dénominateur  N,  c'est  l'une  des  fractions  cherchées;  on 
forme  alors  entre  cette  réduite  et  la  précédente  une  suite  incomplète  de 
Brocot,  en  ne  conservant  que  les  médiantes  dont  le  dénominateur  ne  sur- 
passe pas  N.  Si  aucune  des  réduites  n'a  pour  dénominateur  N,  on  prend 
les  deux  réduites  dont  les  dénominateurs  comprennent  le  nombre  N  et 
l'on  intercale  entre  elles  une  suite  incomplète  de  Brocot. 

Enfin,  nous  ajouterons  que  la  considération  des  suites  de  Brocot  et  do 
Farey  conduit  immédiatement  à  la  démonstration  de  ce  théorème  de 
Lejei'NE-Diriculet  : 
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Dans  l'ensemble  des  fractions  dont  le  dénominateur  ne  surpasse  pn% 
un  entier  donné  N,  il  en  existe  au  moins  une  de  dénominateur  q^  f^m 

diffère  d*  une  quantité  moindre  que  —rx^  par  défaut  ou  par  excès,  d^un 
nombre  positif  quelconque  x. 
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